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Vorwort. 


Bei der Herausgabe eines neuen Buches über Differential- und Inte- 
gralrechnung hat der Verfasser nahezu die Empfindung, er müsse um 
Entschuldigung bitten, daß er die gewaltige Zahl der Bücher, welche die 
genannten Rechnungen behandeln, noch um eine Einheit vermehrt habe. 
Das Beste freilich wäre ja, wenn das Buch selbst seinem Verfasser die 
Entschuldigung abnähme. Aber „habent sua fata libelli“, und die Schick- 
sale eines Büchleins weiß man nicht voraus; darum mag auch der Ver- 
fasser zu Worte kommen. 

Lange schon hegte ich den Plan zu einem Lehrbuche der Differen- 
tial- und Integralrechnung; doch wurde seine Ausführung wiederholt 
durch andere Arbeiten zurückgedrängt. Das mag sein Gutes gehabt haben: 
Eine vieljährige eigene Erfahrung und eine bemerkenswerte Klärung der 
allgemeinen Ansichten über den Unterricht in der Differential- und Inte- 
gralrechnung kann ich mir nun zu nutze machen. In die früheste Jugend 
meiner Lehrtätigkeit an einer technischen Hochschule vor fast einem 
Vierteljahrhundert fielen die heftigen Angriffe gegen die Mathematiker 
und ihre Wissenschaft an den Hochschulen; mit Heinrich Heine kann ich 
singen: „Es fiel ein Reif in der Frühlingsnacht“. Doch es ist uns besser 
ergangen, als Heines Liebespaar; wir sind nicht „verdorben, gestorben“, 
wir haben uns vielmehr aus der damaligen gegen die Mathematiker, aber 
auch gegen die Mathematik gerichteten Bewegung das Gute, was sie barg, 
zu Nutz und Frommen unserer Ämter herausgeholt und haben die Be- 
deutung und Würde unserer Wissenschaft gegen die Übergriffe verteidigt. 

In dem Bestreben, erhobene Vorwürfe zu entkräften, waren die 
Mathematiker wohl geneigt, ihren Lehrstoff stark zu beschneiden und 
ihrer Lehrform die gefürchtete wissenschaftliche Strenge zu nehmen. 
Beides war ein Übermaß des Entgegenkommens, und in beiden Hinsich- 
ten hat die rückläufige Bewegung nicht lange auf sich warten lassen. Es 
gab eine Zeit, wo ein Führer der gegen die Mathematik kämpfenden 
Liga sagen konnte: „Wenn die gelehrte, unfruchtbare Theorie sich zu 
kühnem Fluge erhebt, da fliegt sie der wirklichen Welt aus den Augen, 
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hinauf über die Wolken zu Abel und Riemann, wo... der spezielle 
Begriff ‚Dimension‘ durch den allgemeinen Begriff ‚Mannigfaltigkeit‘ er- 
setzt wird und dann in einer Welt von vier . . . Mannigfaltigkeiten ge- 
turnt werden kann“. Die Tatsachen selbst haben geantwortet: Nicht die 
Mathematiker sondern die-um die „wirkliche Welt“ allein bemühten 
Physiker haben es in ihrer „vierdimensionalen“ Raum-Zeitwelt zu höchst 
ansehnlichen „turnerischen“ Leistungen gebracht, denen der berühmte 
Verfasser des obigen Ausspruchs seine Bewunderung und Wertschätzung 
heute wohl kaum versagen wird. Aber so wahr Dubois-Reymonds 
Worte sind, „daß es kaum eine noch so weltabgelegene wissenschaftliche 
Untersuchuug gebe, die nieht im Laufe der Zeit praktischer Anwendung 
fähig wäre“ (um Beispiele wären wir nicht verlegen), so wollen wir doch 
für den unmittelbaren Unterrieht an den technischen Hochschulen nur 
dasjenige aus der Mathematik verwerten, was schon jetzt im engsten 
Zusammenhang mit den technischen Wissenschaften steht. Das aber, 
und dies ist ein zweiter Punkt von grundsätzlicher Bedeutung, wollen 
wir in einer wissenschaftlich haltbaren Lehrform vermitteln. Stodola 
sagte auf dem Züricher Kongreß: „Gleiche Fähigkeiten vorausgesetzt, 
verleiht die wissenschaftliche Ausbildung dem Techniker rein durch Schär- 
fung des kritischen Urteiles eine große Überlegenheit über den reinen 
Praktiker“. Noch handgreiflicher: Unter dem Dreigestirn der Erfinder 
des berühmten Kruppschen Ferngeschützes, deren Konterfei kürzlich 
durch die illustrierten Tagesblätter ging, war der eigentliche Führer der- 
jenige, der über die beste mathematisch-ballistische Bildung‘ verfügt! 
Man wird vielleicht behaupten, die seiner Zeit geübte Kritik des 
mathematischen Hochschulunterrichtes treffe weniger das „Was“ als das 
„Wie“ dieses Unterrichtes: Es handele sich um die für den Techniker 
ungewohnte Form, in welcher das mathematische Gehirn die Probleme 
anzufassen und zu lösen gewohnt sei. Goethe hat einmal gesagt: „Die 
Mathematiker sind eine Art Franzosen: redet man zu ihnen, so über- 
setzen sie es in ihre Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas An- 
deres“. Die abstrakte und allgemeine Gestalt, in welcher die mathemati- 
schen Schlüsse und Sätze auftreten, ist es, die dem Ingenieur unbequem 
erscheint. „Inde irae et lacrumae!“ Aber es ist eben die besondere Kraft 
und die Bedeutung des mathematischen Denkens, den allgemeinen Ge- 
danken vor dem besonderen Beispiele zu betonen und zu entwickeln, 
und die Mathematik würde ihren Hauptcharakter verlieren, wenn sie 
sich in die Besprechung von Einzelbeispielen auflösen würde Gauß 
schrieb einmal an Schumacher, „der Vorteil eines neuen Calculs sei der, 
daß, wenn ein solcher Caleul dem innersten Wesen vielfach vorkommen- 
der Bedürfnisse entspreche, jeder, der sich ihn ganz angeeignet habe, 
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auch ohne die Iuspirationen des Genies die dahin gehörigen Aufgaben 
lösen, ja selbst in so verwiekelten Fällen gleichsam mechanisch lösen 
könne, wo ohne eine solche Hilfe auch das Genie ohnmächtig werde“. 
Perry fordert, der Ingenieur solle die Differentialrechnung mit der- 
selben Leichtigkeit handhaben lernen, wie er in der Werkstatt lernt, mit 
Meißel und Feile umzugehen. Wohlbemerkt die Differentialrechnung als 
solche, nicht dies oder jedes Beispiel aus der Differentialrechnung. In 
ihrer Allgemeinheit ruht die Hauptkraft der Mathematik und ihre Be- 
deutung für die Anwendungen. Der Ingenieur soll nicht bei jeder neuen 
Aufgabe, bei der er Differentialrechnung nötig hat, von neuem mit der 
Arbeit beginnen müssen, sondern soll die ihm hier zur Verfügung stehen- 
den Hilfsmittel in ihrer Reinheit und Allgemeinheit ein für alle Mal 
erfaßt haben. In einer Festrede E. Kummers findet sich der Satz: „Die 
Araber verwendeten in der Mathematik ihr Nachdenken darauf, das Nach- 
denken entbehrlich zu machen“. Möchten unsere Ingenieure in dieser 
Hinsicht nieht hinter den Arabern zurückbleiben! 

Aus alledem folgt der Grundsatz: Wer die Differential- und Integral- 
rechnung als ein Rüstzeug für vielfältige künftige Aufgaben erwerben 
will, muß zunächst diese Rechnung lernen! Aber nun verschiebt sich die 
Schwierigkeit. Der Ingenieur wird selbst zum Mathematiker und kann 
die Brücke nicht mehr schlagen zu seinen eigenen Gebieten. Perry sagt: 
„Gib seinen x’s und y’s eine physikalische Bedeutung oder schreibe statt 
dessen p’s und v’s, und was die leichteste Rechenaufgabe war, wird ein 
schwieriges Problem“. Nur ein wechselseitiges Entgegenkommen der ver- 
schiedenen Lehrgebiete kann hier helfen. Die Mathematik wird sich auch 
hier gern in den Dienst der Gesamtaufgabe stellen. Es ist versucht worden, 
durch möglichst reichhaltige Beispiele aus den verschiedensten Gebieten 
in einer leider nur zu schnell wechselnden Gestalt dem Lernenden die 
Brauehbarkeit und Bedeutung der Mathematik für die Anwendungen 
nahe zu legen. Auch das beifällig aufgenommene Buch von Perry, 
„Höhere Analysis für Ingenieure“, steht auf diesem Standpunkte. Aber die 
Vielfältigkeit der schnell wechselnden Anwendungen, von denen manche 
zumal im Anfange des Studiums dem Lernenden noch fern liegen mögen, 
hindert nur zu oft ein wirklich eindringendes Verständnis. Hier glaube 
ich den Charakter der vorliegenden Darstellung am deutlichsten kenn- 
zeichnen zu können. Ich habe, wo es irgend anging, die mathematischen 
Überlegungen „stetig und in möglichst: breitem Strome“ in die Anwen 
dungen hinüberfließen lassen. Die Anwendungen konnten auf diese Weise 
mit einer gewissen behaglichen Ausführlichkeit behandelt werden, und 
es wurde vermieden, den wehrlosen Leser auf weniger als zehn Seiten 
vom Trägheitsmoment des Rechtecks über die Festigkeit dicker Zylin- 
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der, das Indikatordiagramm einer Gasmaschine, die Elastizität von Flüssig- 
keiten, die Reibung eines Spurzapfens in die Probleme der Balkenbiegung 
zu zerren, wie dies Perry gelegentlich getan hat. Von früh an bildet das 
Kapitel der „geometrischen Anwendungen“ einen eisernen Bestand in den 
Lehrbüchern der Differential- und Integralreehnung. Aber „die Mechanik“, 
sagt G. Kirchhoff, „ist mit der Geometrie nahe verwandt; beide Wissen- 
schaften sind Anwendungen der reinen Mathematik; die Sätze beider 
stehen in bezug auf ihre Sicherheit genau auf gleicher Stufe“. Die Unter- 
suchung der Bewegungen eines Punktsystems, einer Ebene in sich, eines 
starren Körpers im Raume liefert nicht minder wertvolle Beispiele für 
die Differentialrechnung, Warum soll diesem Gegenstande nicht das 
gleiche Recht mit der Geometrie zuerkannt werden? Also findet der 
Leser im ersten Bande ein besonderes Kapitel über die Untersuchung der 
Bewegungen. Im zweiten Bande reiht sich entsprechend ein Kapitel über 
die Hauptanwendungen der Integralrechnung in der Physik an. Auch 
habe ich die für den Ingenieur wichtigsten mathematischen Apparate, 
Integraphen, Planimeter, Integratoren und Analysatoren, beschrieben und 
ihre Theorie aus den allgemeinen Sätzen der Integralrechnung hervor- 
wachsen lassen. Auch bei diesen Apparaten handelt es sich um lehrreiche 
Beispiele für das, was oben über die Allgemeinheit der Mathematik ge- 
sagt wurde. Wer die Integralsätze von Gauß und Stokes in ihrer All- 
gemeinheit erfaßt hat, besitzt damit nicht nur das beste Verständnis für 
das Spiel des Polarplanimeters und der Integratoren, sondern er beherrscht 
zu gleicher Zeit bei anderer Deutung jener Sätze die Hauptbegrifie und 
Theoreme der Vektorenanalysis. Nur im Kapitel über die Differential- 
gleichungen folgen die Anwendungen in bunter wechselnder Fülle; aber 
das ließ sich nicht ändern. 

Noch ein paar beiläufige Bemerkungen: Ich habe mich bemüht, dem 
„numerischen Rechnen“ die ihm gebührende wichtige Stellung anzuweisen; 
insbesondere die Einleitung wird hierfür zeugen. Was aus der analyti- 
tischen Geometrie benutzt wird, findet der Leser in meinem Büchlein 
„Analytische Geometrie“ aus der Sammlung „Teubners Leitfäden für den 
mathematischen und technischen Hochschulunterricht“. Hinweise auf 
dies Buch wird der Leser vielfach antreffen. Gern hätte ich mich auf 
eine Darstellung entsprechender Kürze über die „Determinantentheorie“ 
bezogen. Nur ganz beiläufig sind einmal gegen Ende des zweiten Ban- 
des ein paar Formeln mit Hilfe von Determinanten in ihre einfachsten 
Gestalten gekleidet. Auch sonst hätte hie und da die Darstellung bei 
Gebrauch von Determinanten ein wenig gekürzt werden können. Ein 
besonderes Kapitel über Determinantentheorie in das Buch aufzunehmen, 
hat mir wegen der Fremdartigkeit des Gegenstandes widerstrebt Ich 
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bin immer noch nicht ganz überzeugt, daß der neuzeitliche Brauch, alles, 
was die technische Hochschule über die Elemente der Mathematik 
Hinausgehendes nötig hat, in einen Topf zu werfen, dem man die Etikette 
„Höhere Mathematik I, II, III“ aufklebt, „sachlich“ völlig einwandfrei 
ist. Die dem Buche eingefügte Aufgabensammlung empfehle ich aufs 
angelegentlichste der Beachtung des Lesers, Nur durch sorgsame Be- 
arbeitung des hier gebotenen Stoffes wird er zur Selbständigkeit ge- 
langen, werden ihm die Differentiale und Integrale zu brauchbaren Werk- 
zeugen, wie „Meißel und Feile in der Werkstatt“. Es muß dabei dem 
richtigen Takte des Lesers überlassen bleiben, inwieweit er seinen 
Fähigkeiten entsprechend von den überall beigefügten Lösungen Ge- 
brauch machen will. Sollte es dem Leser dabei begegnen, daß er nach 
mühsamer Rechnung zu einem Ergebnis gelangt, das die im Buche an- 
gegebene Behandlung vielleicht in wenig Zeilen erreicht, so soll er sich 
dadurch keineswegs entmutigt fühlen; denn nur auf dem Wege solcher 
eigener Erfahrungen lernt er den Satz kennen und schätzen, daß die 
wahre Mathematik nicht dazu da ist, um möglichst „viel“, sondern um 
möglichst „wenig“ zu rechnen! 

Übrigens will ich mich noch ausdrücklich gegen den Verdacht ver- 
wahren, daß ich etwa alles, was im vorliegenden Buche steht, auch un- 
verändert und im vollen Umfange in der Vorlesung brächte. Die Zeiten, 
wo Vorlesungen wirklich „Vorlesungen“ (aus Büchern) waren, liegen in 
grauer Vergangenheit. Heute ist eine Vorlesung kein Lehrbuch und ein 
Lehrbuch keine Vorlesung. Beide verfolgen ihren Bildungszweck auf ihre 
Art und mit den ihnen eigentümlichen Hilfsmitteln. Die Vorlesung ist in 
erster Linie das Mittel der Führung für alle, die sich führen lassen wollen, 
auch für die Schwächeren; das Lehrbuch gibt die Sicherung, die Er- 
gänzung, die Vertiefung. Es mag an einer Universität günstiger liegen, 
an einer technischen Hochschule aber muß man der mittleren Beschaffen- 
heit des Zuhörerkreises Rechnung tragen. Da ist in der Vorlesung weit 
ausführlicheres Verweilen bei den Grundbegriffen als im Lehrbuche er- 
forderlich, bis der Vortragende die Überzeugung gewinnt, weitergehen zu 
dürfen. Auch erscheint es am Platze, manchem Gegenstande zunächst 
eine Gestalt zu geben, die wissenschaftlich nicht einwandfrei sein mag, 
und die durch spätere Ergänzungen sichergestellt wird. Manches auch, 
was für die Auffassung des Wesentlichen nicht dringend erforderlich 
ist, mag fortbleiben; manche Ausführung an Beispielen und in Aufgaben 
kaun schon wegen der beschränkten Zeit der Übungsstunden nicht ge- 
geben werden. Um so wichtiger ist dann eben der Daseinszweck des Lehr- 
buches, das, ohne ein Abklatsch der Vorlesung zu sein, der mittleren 
Fassungskraft ein sicheres Hilfsmittel der Wiederholung ist, und das 
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zugleich den Begabten auf eine höhere Stufe der Erkenntnis zu heben 
vermag. 

Zum Schlusse danke ich aufrichtig und angelegentlichst Fräulein 
stud. math. Jahns in Braunschweig für die gewissenhafte und sorgsame 
Durchsicht der Korrekturbogen, der Verlagsbuchhandlung B. 6. Teubner 
in Leipzig für die trotz aller schweren Hindernisse der Zeit ermöglichte 
Durchführung des Druckes und den Firmen Coradiin Zürich und Amsler- 
Laffon in Schaffhausen für die Überlassung von Abbildungen der von 
ihnen hergestellten Apparate. 


Bad Harzburg, den 22. Mai 1918. 
Robert Fricke. 
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Einleitung. Zahlen, Variable und Funktionen. 


1. Das System der reellen Zahlen und die Zahlenlinie. Der erste 
Zahlbegriff, d. h. der Begriff der „Anzahl“ (ganzen positiven Zahl), ist 
mehreren Erweiterungen zu unterziehen, ehe er zur Grundlage der fol- 
genden Entwicklungen geeignet ist. Bereits unter den vier „Grundrech- 
nungen“, den sogenannten „rationalen“ („vernünftigen“) Rechnungen der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division, sind es die beiden 
„indirekten“ Rechnungsarten der Subtraktion und Division, welche je 
eine Erweiterung des Zahlbegriffs bewirken. Die Subtraktion fügt den 
„Anzahlen“ die Zahl O und die negativen ganzen Zahlen an, die Division 
reiht dem so erweiterten Zahlensystem die gesamten rationalen (positiven 
und negativen) Brüche an. Diese und die bisherigen ganzen Zahlen 
setzen das Gesamtsystem der „rationalen Zahlen“ zusammen. Im System 
dieser rationalen Zahlen ist dann jede rationale Rechnung in dem Sinne 
„ausführbar“, daß dieselbe, angewandt auf irgend zwei Zahlen des Systems, 
wieder eine bestimmte Zahl des Systems als Ergebnis liefert; ausgenom- 
men ist dabei nur die Division durch 0. 

Es ist eine bekannte Tatsache, daß wir die rationalen Zahlen samt 
den an ihnen auszuübenden rationalen Rechnungen mit einem „geome- 
trischen Bilde“ versehen können und zwar in folgender Weise: Auf 
einer beiderseits unbegrenzten geraden Linie wählen wir willkürlich 
einen ersten Punkt O sowie für weiterhin vorzunehmende Längenmes- 
sungen eine Längeneinheit, etwa 1 cm. Der bequemen Sprechweise halber 
denken wir die Gerade parallel zu den Zeilen des vorliegenden Textes; 
wir können dann von O aus eine rechte und eine linke Seite der Geraden 
unterscheiden. Ist nun a eine beliebige rationale Zahl, die > © ist, so 
gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt P der Geraden auf der rechten 
Seite von O, dessen Entfernung von O, in der gewählten Längeneinheit 
gemessen, gleich «a ist; wir nennen diesen Punkt P den „Bildpunkt“ der 
Zahl a. Ist aber a eine beliebige rationale Zahl, die < 0 ist, so sei der 
Bildpunkt P dieser Zahl a der eindeutig bestimmte Punkt der Geraden 
links von O, welcher die Entfernung — a von O hat. O selbst aber wählen 
wir als Bildpunkt der Zahl 0. 


Fricke, Diferential- u, Integralrechnung. 1. 1 
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Weiter kann man jede rationale Rechnung, angewandt auf zwei 
rationale Zahlen, durch eine elementargeometrische Konstruktion, ange- 
wandt auf die Bildpunkte jener Zahlen, ersetzen. Ergibt z. B. die Multi- 
plikation der rationalen Zahlen a und b die gleichfalls rationale Zahl c, 
so schreiben wir die Gleichung a- b = ¢ in die Gestalt 1 : a =b :c um 
und können die Auffindung des Bildpunktes ce durch Konstruktion der 
vierten Proportionalen zu drei Strecken leisten. 

Wählen wir einen von O verschiedenen Punkt Q auf der rechten 
Seite unserer Geraden aus, und zwar so nahe bei O, als wir irgend wollen, 
so ist einleuchtend, daß wir „nach getroffener Wahl von Q“ eine An- 
zahl % derart angeben können, daß der Bildpunkt der rationalen Zahl 


2 zwischen O und Q liegt. Man veranschauliche sich nun die Lage der 
Bildpunkte aller rationalen Zahlen - - -, => F $ a En a 
Geraden und wird folgenden Satz als einleuchtend anerkennen: An welche 
Stelle der Geraden man auch die Strecke OQ verschieben mag, stets 


wird doch mindestens einer der Bildpunkte jener rationalen Zahlen = 


in der Strecke zu finden sein. Wie nahe man also auch zwei voneinan- 
der verschiedene Punkte der Geraden wählen mag, sie werden niemals 
eine Strecke dieser Geraden eingrenzen können, welche von Bildpunkten 
der rationalen Zahlen frei wäre. Man sagt demnach, daß die Bildpunkte 
der rationalen Zahlen die Gerade „überall dicht“ bedecken. 

Es ist nun andererseits leicht zu zeigen, daß keineswegs jeder Punkt 
unserer Geraden Bildpunkt einer rationalen Zahl ist. Zeichnet man z. B. 
die Diagonale des Quadrates, welches die Längeneinheit zur Seite hat, 
so zeigt eine bekannte Überlegung, dab die Länge dieser Diagonale in 
der Längeneinheit nicht durch eine rationale Zahl gemessen werden kann. 
Trägt man also die Diagonale von O aus nach rechts als Strecke OP 
auf unserer Geraden ab, so kann der Endpunkt dieser Strecke nicht Bild- 
punkt einer rationalen Zahl sein. Auch wenn wir diese Strecke in eine 
Anzahl, etwa in n gleiche Teile teilen, kann z. B. der am Punkte O nächst 
gelegene Teildunkt nicht Bildpunkt einer rationalen Zahl sein. Wenn 
wir demnach wie oben auf unserer Geraden rechts neben O in beliebiger 
Nähe von O einen von diesem Punkte verschiedenen Punkt Q wählen, so 
sind wir sicher, daß innerhalb der Strecke OQ nicht alle Punkte Bild- 
punkte rationaler Zahlen sind; denn wir können z. B. die eben benutzte 
Anzahl n so groß wählen, daß jener am Punkte O nächst gelegene Teil- 
punkt der Strecke OQ angehört. Indem wir aber diese Strecke OQ mit 
dem fraglichen Teilpunkte auf der Geraden so verschieben, daß O nach 
einem beliebig vorgeschriebenen Bildpunkte einer rationalen Zahl zu liegen 


..- auf der 
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kommt, erkennen wir, da überhaupt zwischen jedem Bildpunkte einer 
rationalen Zahl und einem beliebig nahe rechts neben demselben ge- 
legenen Punkte stets ein Punkt nachweisbar ist, der nicht Bildpunkt 
einer rationalen Zahl ist. Insbesondere folgt hieraus unmittelbar weiter, 
daß, wie nahe aneinander liegend wir auch zwei verschiedene Bildpunkte 
rationaler Zahlen wählen mögen, niemals die zwischen ihnen gelegenen 
Punkte sämtlich Bildpunkte rationaler Zahlen sind. 

Obschon demnach die Bildpunkte der rationalen Zahlen, sagen wir 
kurz die „rationalen Punkte“, unsere Gerade überall dicht bedecken, be- 
steht zwischen dem „System der rationalen Punkte“ und dem „System 
aller Punkte der Geraden“ ein grundsätzlicher Unterschied: „Stets“ ge- 
hören alle zwischen irgend zwei Punkten des zweiten Systems gelegenen 
Punkte der Geraden dem zweiten Systeme, d. h. dem System aller 
Geradenpunkte, an; „nie“ gehören alle zwischen irgend zwei Punkten des 
ersten Systems gelegene Punkte der Geraden dem ersten Systeme, d. h. 
dem System aller rationalen Punkte, an. Es ist dies eine Grundtatsache, 
die der Vorstellung der Geraden und dem Begriffe der Zahl anhaftet; und 
es bleibt uns nur übrig, zu ihrer Charakterisierung ein Wort einzuführen: 
Wir nennen das System aller Punkte der Geraden ein „Kontinuum“, und 
wir sprechen diesem System die Eigenschaft der „Steligkeit“ zu, wogegen 
das System der rationalen Punkte diese Eigenschaft der Stetigkeit nicht 
oder, besser gesagt, „nirgends“ besitzt. 

Es ist nun sehr bekannt, daß man das System der rationalen Zahlen 
durch Hinzunahme neuer Zahlen, die man freilich mit Unrecht „irratio- 
nale“ („unverntinftige“ oder „vernunftwidrige“) nennt, in der Weise ergänzt, 
daß die Zahlen des damit vervollständigten Systems aller rationalen und 
irrationalen Zahlen gerade genau eindeutig den gesamten Punkten der 
Geraden entsprechen, die wir dann fortan als die „Zahlenlinie“ bezeich- 
nen wollen. Die Größenverhältnisse dieser Zahlen regeln sich nach der 
Lage ihrer Bildpunkte auf der Zahlenlinie, und die rationalen Rechnungen 
können wir zunächst dadurch auch für die irrationalen Zahlen erklären, 
daß wir die entsprechenden geometrischen Konstruktionen, die wir oben 
auf die Bildpunkte der rationalen Zahlen, die „rationalen Punkte“ der 
Zahlenlinie, ausgeübt dachten, auch auf die „irrationalen Punkte“, d. h. 
die übrigen Punkte der Geraden, beziehen *). 

Die gesamten rationalen und irrationalen Zahlen setzen dasjenige 
Zahlensystem zusammen, welches dem größten Teile der weiteren Entwick- 
lungen zugrunde liegt, und welches wir im Gegensatze zu den imagi- 
. nären und komplexen Zahlen als das „System der reellen Zahlen“ bezeich- 


*) Über eine arithmetische Erklärung der Zahlen s. 8 2. 
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nen. Wie den Punkten der Zahlenlinie sprechen wir dem System der 
reellen Zahlen die Eigenschaft der „Stetigkeit“ zu, durch welche sich dieses 
Zahlensystem z. B. von dem System aller rationalen Zahlen, wie wir 
sahen, wesentlich unterscheidet. 


2. Der Begriff der Grenze einer Zahlenreihe. Unter den Hilfs- 
mitteln, welche man zu einer arithmetischen Erklärung der irrationalen 
Zahlen besitzt, ist dasjenige der „Dezimalbrüche“ das bekannteste. Wenn 
auch die Dezimalbrüche schon früh in den Elementen der Mathematik be- 
trachtet werden, so führt uns doch die Erklärung der dabei vorliegenden 
Verhältnisse bereits zu demjenigen Begriffe, welcher die ganze Differen- 
tial- und Integralrechnung beherrscht, nämlich zum Begriff der „Grenze 
einer Zahlenreihe“. 

Ist P irgend ein irrationaler Punkt der Zahlenlinie, so gibt es eine 
bestimmte größte ganze Zahl a,, deren Bildpunkt dem Punkte P zur 
Linken am nächsten liegt. Bezeichnen wir den Bildpunkt der Zahl œ 
kurz selbst als den „Punkt a“, so liegt P zwischen den Punkten a, und 
(a, +1). Unter den zehn rationalen Punkten ag, @o + $, o + 5r +, 
von denen keiner mit dem „irrationalen“ Punkte P identisch ist, gibt es 
wieder einen bestimmten, der dem Punkte P zur Linken am nächsten 
liegt. Ist dies der Punkt a, = @ + 2, so ist P zwischen den beiden 


Punkten a, und (a, + $) gelegen, so daß der Abstand dieses Punktes a 
von P sicher < į ist. Unter den zehn weiteren rationalen Punkten a, 
Vy 
100? 
der dom Punkte P zur Linken am nächsten liegt, wobei dann der Ab- 
stand des Punktes a, von P sicher < 4; ist. So fortfahrend erhalten wir 
völlig bestimmte, nicht abbrechende Reihe rationaler Zahlen in Gestalt 
der Dezimalbrüche: 


i n gae en. may 
a, + iws a F io s s a + ig gibt es wieder einen, etwa a, = @, + 


(1) a; er Co a aa = Aua 2° 

Jede Zahl a, dieser Reihe ist zwar kleiner als die zu P gehörende irra- 
tionale Zahl; aber wir können doch diese irrationale Zahl mit jedem 
vorgeschriebenen Grade der Genauigkeit angenähert durch die Zahlen 
der Reihe (1) darstellen, da der Abstand des Punktes a, sowie derjenige 
jedes weiter folgenden Punktes a„,,, 4mp; vom Punkte P sicher 


< 


-— ist. 
10” 

Aber die Reibe (1) leistet nicht nur eine angenäherte Berechnung 
der zum Punkte P gehörenden irrationalen Zahl: Vielmehr erscheint diese 


Zahl durch die Reihe (1) geradezu eindeutig bestimmt, und zwar als 
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„Grenze“ der Reihe (1). Wir wollen die hierbei in Betracht kommenden 
Überlegungen zur Vermeidung von Wiederholungen sogleich in allge- 
meiner Gestalt ausführen. 

Eine als „Maß der Annäherung“ zu benutzende Zahl wollen wir 
weiterhin mit der Bezeichnung ô belegen; die Zahl ô soll demnach in 
jedem Falle > 0 sein, mag übrigens aber „beliebig klein“ gewählt sein. 
Wir nennen ferner, wenn a eine negative Zahl ist, die ihr „entgegenge- 
setzte“ Zahl — æ ihren „absoluten Betrag“ und bezeichnen denselben 
durch das Symbol |a]; für eine positive Zahl a, sowie auch für die Zahl 
0, setzen wir den wieder durch a| zu bezeichnenden absoluten Betrag 
gleich a selbst. 

Es sei nun eine nicht abbrechende Reihe bestimmter reeller Zahlen: 


(2) Aos Mis Ag, Ay, .. 
gegeben; dann gilt folgender Satz: Wenn nach Auswahl einer „beliebig 
kleinen“ Zahl ö immer eine Anzahl m derart angebbar ist, daß: * 


(3) Q,+r pr 4, | < ò 
für „alle“ der Bedingung n > m genügenden Anzahlen n und für „alle“ 


Anzahlen k erfüllt ist, so gibt es eine und nur eine als „Grenze“ („Limes“) 
der Reihe (2) zu benennende und durch das Symbol lim a, zu bezeichnende 


Zahl g = lim a, für welche folgende Tatsache zutrifft: Nach erneuter 


Auswahl einer „beliebig kleinen“ Zahl 6° kann man stets einen Index m’ 
derart angeben, daß für alle der Bedingung n > m’ genügenden Indizes die 
Ungleichung |g — a,| < Ò zutrifft. 

Gibt es eine Zahl der Reihe, etwa a,, von der an alle weiter folgen- 
den Zahlen gleich sind, a, = a, = m42 =", so ist der Satz selbst- 
verständlich. Die Bedingung (3) ist für dieses m stets erfüllt, und es ist 
einleuchtend, daß g = a,, die eindeutig bestimmte Grenze der Reihe (2) 
ist. Indem wir also diesen Fall als elementar ausschließen, nehmen wir 
weiterhin an, daß in der Reihe (2) unbegrenzt viele verschiedene Zahlen 
vorkommen. 

Unter Gebrauch einer geometrischen Sprechweise überlege man nun, 
wie die unbegrenzt vielen verschiedenen Bildpunkte, die den unterschie- 
denen Zahlen der Reihe (2) entsprechen, auf der Zahlenlinie liegen mögen. 
Ist a ein beliebiger Punkt der Zahlenlinie, so nennen wir das von den 
beiden Punkten (a — ô) und (a + ô) eingegrenzte Intervall, dem auch die 
beiden Endpunkte (a +ò) als angehörig angesehen werden mögen, eine 
„Umgebung“ des Punktes a. Finden sich in „jeder“ Umgebung des 
Punktes a, wie klein auch ô gewählt sein mag, unendlich viele verschie- 
dene Punkte (2), so nennen wir a eine „Häufungsstelle“ des Systems der 
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Punkte (2). Unser nächstes Ziel ist, zu zeigen, daß dieses System zufolge 
der an die Ungleichung (3) geknüpften Voraussetzung eine und nur eine 
Häufungsstelle besitzt. 

Zunächst nehmen wir einmal ð = 1 und denken die zugehörige, der 
Ungleichung (3) zugrunde liegende Anzahi m bestimmt. Dann werden 
eben zufolge dieser Ungleichung die unbegrenzt vielen verschiedenen 
Punkte an, @,41> ampo- alle in dem durch die Punkte (a „+ 1) ein- 
gegrenzten Intervalle liegen. Von irgend einer Zahl c muß nun notwendig 
eine der beiden folgenden, sich ausschließenden Aussagen zutreffen*): Ent- 
weder gibt es nur eine „endliche“ Anzahl **) verschiedener Zahlen der Reihe 
(2), die >c sind, oder es gibt „unbegrenzt viele“ solche Zahlen. Im ersten 
Falle wollen wir c als eine Zahl 8 bezeichnen, im zweiten als eine Zahl «. 
Es ist einleuchtend, daß „alle“ Zahlen, die größer als eine schon gefun- 
dene Zahl 8 sind, wieder Zahlen £ sein müssen, sowie, daß „alle“ Zahlen, 
die kleiner als eine schon gefundene Zahl « sind, gleichfalls Zahlen «œ 
darstellen; auch ist offenbar jede Zahl « kleiner als jede Zahl $. Es liegt 
hier also, da „jede“ Zahl c entweder eine Zahl œ oder eine Zahl ß ist, 
eine Zerlegung des ganzen Zahlenkontinuums in zwei Kontinua, die wir 
entsprechend A und B nennen wollen, vor; oder (um es geometrisch 
auszusprechen) es liegt eine Zerlegung der ganzen Zahlenlinie in zwei 
Teile A und B vor, von denen A ganz links von B liegt, und die zusam- 
men die ganze Zahlenlinie gerade erschöpfen. Dabei gehört (a, —1) dem 
Teile A und (a„ +1) dem Teile B an. Derjenige Punkt a, in dem beide 
Teile zusammenstoßen, und der entweder dem Teile A oder dem Teile B 
angehört, liegt also zwischen (a,—1) und (an +1). Dieser Punkt a ist 
nun in der Tat eine Häufungsstelle des Punktsystems (2). Wie klein wir 
nämlich auch ð wählen mögen, es ist immer («—6) eine Zahl « und 
(a +ò) eine Zahl 8, so daß in „jeder“ Umgebung von a unendlich viele 
verschiedene Punkte des Systems (2) liegen. 

Es läßt sich nun ferner leicht zeigen, daß keine gweite von a ver- 
schiedene Häufungsstelle a unseres Punktsystens (2) existiert. Zu jedem ð 
gehört ja ein die Ungleichung (3) begründender Index m und damit ein 
dureh die beiden Punkte (a„ +ô) eingegrenztes Intervall, dem alle 
Punkte am, @,41> 442, - - angehören. Für jedes ô können wir also ein 
Intervall der Länge 26 angeben, außerhalb dessen nur endlich viele 
Punkte (2) liegen, und welchem demnach notwendig jede Häufungsstelle 
des Punktsystems als Innenpunkt oder doch wenigstens als Endpunkt an- 


*) Die folgende Schlußweise ist von Dedekind zur Erklärung der irrationalen 
Zahlen in der Schrift „Stetigkeit und irrationale Zahlen“ (Braunschw. 1872) ausgebildet. 
**) Die Zah] U ist hier zu den „Anzahlen“ als zugehörig angesehen, 
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gehören muß. Nimmt man nun noch eine von a verschiedene Häufungs- 
stelle a’ an, so wähle man irgend ein der Bedingung d < $ |a —a'| ge- 
nügendes ð. Dann gibt es überhaupt kein Intervall der Länge 26, dem 
a und a’ zugleich angehören, so daß sich aus der Annahme der zweiten 
Stelle a’ ein Widerspruch ergibt. 

Wir haben nun in der Zahl a die Grenze g = lim a,, deren Existenz 


wir nachweisen wollten, tatsächlich gewonnen. Wählen wir also ein beliebig 
kleines ð’, so muß stets ein Index m derart angebbar sein, daß |9—a,| < ò’ 
für alle n > m zutrifft. Man wähle nämlich eine neue Zahl ð, die < ð’ 
ist, und setze: 
(4) ð — ô = ô”. 
Zu ò gehört ein Index m, so daß für jedes n> m und beliebiges % die 
Bedingung (3) gilt, die wir auch in die Form: 
(5) 4,9 <a,<a,,,t6 
kleiden können. Nun gibt es, da g =a die betrachtete Häufungsstelle 
ist, in der durch (9+6”) eingegrenzten Umgebung von g unbegrenzt 
viele Punkte der Reihe (2), also auch nach Fortnahme der n ersten ao, 
@,@,...,d,_, noch unbegrenzt viele. Wählen wir einen derselben als 
Punkt a, ,,, so gilt also: 

IS a, 0”. 
Durch Addition dieser Ungleichungen zu (5) folgt mit Benutzung von (4) 
(6) 9-9<a,<y+l 
und also '9—a,|< ö’ für jedes n > m, wie wir beweisen wollten. 

Ist endlich a’ eine von g verschiedene Zahl, so wähle man eine der 
Ungleichung ð< 4]9—a’| genügende Zahl ð und bestimme eine zuge- 
hörige Zahl m im Sinne der Ungleichung (6). Außerhalb des durch 
die Punkte (g + ô^) eingegrenzten Intervalls können dann höchstens 
die m Punkte a,, @,..., @,_, liegen. Da aber das durch die Punkte 
(a’ +0) eingegrenzte Intervall gänzlich außerhalb des eben zuvor ge- 
nannten Intervalls liegt, so können zwischen den Punkten (a' + 6”) eben 
auch höchstens m Punkte (2) liegen. Keine von g verschiedene Zahl kann 
hiernach den Charakter einer Grenze der Reihe (2) haben, so daßg=lima, 


in Übereinstimmung mit unserer Behauptung eindeutig bestimmt ist. 


3. Beispiele monotener Zahlenreihen. Vielfach hat man mit Zahlen- 
reihen ay, di, Ag, ... zu tun, bei denen jede Zahl größer ist als die vor- 
aufgehende: 

(1) Ag < Ay < ALAK 
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oder auch mit solchen, bei denen a,,, <a, für jedes n gilt. Zahlenreihen 
dieser Art wollen wir als „monoton“ bezeichnen und unterscheiden die 
beiden eben gemeinten Fälle als monotone Reihen „wachsender“ bzw. 
„abnehmender“ Zahlen. 

Für eine monotone Reihe wachsender Zahlen trifft eine der beiden 
folgenden, sich ausschließenden Aussagen zu: Entweder ist eine Zahl A 
angebbar, die größer ist als jede Zahl a,, oder es gibt keine solche Zahl A. 
Wählen wir im letzteren Falle eine Zahl œ „beliebig“ groß, so gibt es 
immer noch einen Index m derart, daB a,> ® und also "auch Ganne 


Ay > 0, ... gilt. Wir sagen dann, die Reihe habe die Grenze ©, und 
drücken dies kure durch die Gleichung lim a, = © aus. 


Im ersten Falle aber gilt der häufig zu verwendende Satz: Eine 
monotone Reihe wachsender Zahlen hat eine bestimmte endliche Grenze 
g= lim Gy, falls sich eine Zahl h angeben läßt, die größer als jedes a, ist. 


Der Deget dieses Satzes gelingt leicht durch die schon in § 2 benutzten 
Überlegungen, die wir der Übung halber hier nochmals wiederholen. Von 
einer beliebigen Zahl e gilt notwendig eine der beiden folgenden, sich 
ausschließenden Aussagen: Entweder kann man eine Zahl «a, Ans 
die >c ist — und dann gilt natürlich auch a, ,; >C, Oaze = C, — 
oder es gibt keine Zahl tp, die >c ist. Im ersten Falle nennen wir ¢ 
eine Zahl œ, im zweiten eine Zahl $. Sicher ist dann wieder, daß jede 
Zahl, die kleiner als eine schon gefundene Zahl « ist, wieder eine Zahl « 
liefert, und daß jede Zahl, die größer als ein schon festgestelltes £ ist, 
zu En Zahlen ß gehört; ao y jedes « kleiner als jedes 6. Wir ni 
demnach durch wörtliche Wiederholung der S.6 ausgeführten Über- 
legung die ganze Zahlenlinie in zwei Teile A und B zerlegt, die in einem 
eindeutig bestimmten Punkte 9 zusammentreffen. Dabei liegt dieser 
Punkt g zwischen irgend einem «a,, das ja immer eine Zahl « ist, und 
der Zahl h, die dem Teile B angehört. Wir können übrigens hier hinzu- 
setzen, daß g selbst dem Teile B angehört. Wäre nämlich g eine Zahl «, 
so könnten wir ein a, angeben, das > g wäre und also im Teile B läge, 
während doch jedes a, eine Zahl « ist. Wählen wir nun eine Zahl ô be- 
liebig klein, so ist (g — ô) eine Zahl «, und also ist ein Index m ugebbag, 
für den a m>g— ò zutrifft. Zufolge Gi ist dann eben allgemein a&,>g— 6 
für alle v 1 > m, und da a, < g gilt, so folgt weiter: 


WE Upsz gt KÀ 


für jeden der Bedingung n > m entsprechenden Index ». Hierdurch 
charakterisiert sich g als Grenze der Reihe a,, a, @,, ---. Auch ist ein- 
leuchtend, daß diese Grenze eindeutig bestimmt ist. Ist nämlich a >g, 
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so wähle man < a — g und findet in der zu ð gehörenden Umgebung 
von a überhaupt keinen Punkt a, Ist aber a< y, so gibt es eine Zahl a,, 
die >a ist. Wählen wir dann ô <a, — a, so liegen alle Punkte a,,a, 41> 
4,9," außerhalb der zu ð gehörenden Umgebung von a. Somit hat 
keine von g verschiedene Zahl « den Charakter einer Grenze der Reihe 
ae. 

Durch Zeichenwechsel aller Zahlen übertragen wir die aufgestellten 
Sätze auf monotone Reihen abnehmender Zahlen. Offenbar besteht hier 


der Satz: Eine monotone Reihe abnehmender Zahlen a,, 4, @,... hat 


entweder eine eindeutig bestimmte endliche Grenze g = lim a,, oder es ist 
lim a, = — œ, je nachdem sich eine Zahl angeben läßt, die kleiner als jedes 


n=® 
a, ist oder nicht. 

Eine monotone Reihe wachsender Zahlen war es, welche wir am 
Anfang von $2 zur angenäherten Darstellung einer vorgelegten irratio- 
nalen Zahl konstruierten. Wenn wir damals sagten, die irrationale Zahl 
sei durch die Reihe eindeutig festgelegt, so ist dies jetzt einleuchtend, 
insofern die irrationale Zahl die eindeutig bestimmte Grenze jener Reihe ist. 

Ein noch weit einfacheres Beispiel einer monotonen Reihe wachsen- 
der Zahlen haben wir in den Vielfachen einer von O verschiedenen positiven 
Zahl a. Diese Reihe der Zahlen a, =n- a hat offenbar die Grenze oo. 
Wählen wir nämlich eine „beliebig große“ Zahl œ aus, so ist der Quo- 


tient S eine mit ø bestimmte endliche Zahl. Man braucht jetzt nur eine 


w u 
ganze Zahl m > — zu wählen und hat dann eben «= .a> o, woraus 


die Behauptung hervorgeht. 

Ein anderes Beispiel bilden die Potenzen a, = b" einer Zahl b, die 
>l ist; auch diese offenbar monotone Reihe wachsender Zahlen hat die 
Grenze oo: 


(2) lim b = x, b>1). 


Setzen wir nämlich b= 1 +a, so gilt a>0. Es ist aber für n > 1 stets: 
(3) x M>1+xu, 


wie wir durch den Schluß der „vollständigen Induktion“ zeigen wollen. 
Dieses häufig angewandte Verfahren besteht in folgender Überlegung: 
Wir nehmen die Bedingung (3) für irgend ein n> 1 als richtig an. Dann 
folgt durch Multiplikation von (3) mit der positiven Zahl b = 1 + a: 


b+ > (14+na)(1+a) = 1 + (n+1)a + na > 1+ (n+l)a, 
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so daß die Bedingung (3) entsprechend auch noch für die nächst folgende 
Zahl (n-+1) gilt. Da nun zufolge: 


= (1+a}=1 +2a +a >11 +2a 
die Ungleichung (3) für n = 2 richtig ist, so gilt sie auch für n = 3 und 
also für n = 4 usw. Wir brauchen uns jetzt nur noch darauf zu berufen, 
daß lim na = œ ist, und erkennen aus (3), daß auch die Zahlen b” jede 
noch so groß gewählte Zahl œ bei hinreichend großem n übersteigen, 
d. h., daß die Behauptung (2) richtig ist. 

Ist c eine zwischen O und 1 gelegene Zahl, so haben wir in den Po- 
tengen a, = @ eine monotone Reihe abnehmender Zahlen, die die Zahl O 
gur Grenze hat: 

(4) lim = 0, (O. 
Daß diese Reihe eine nicht-negative, endliche Grenze g hat, ist nach den 
allgemeinen Sätzen über monotone Reihen selbstverständlich. Wäre aber 
9>0, so würde aus der für jedes » gültigen Ungleichung g < ¢” um- 


gekehrt ( =) < = folgen, was gegen den in (2) zum Ausdruck kommen- 


den Satz verstoßen würde. 
Zwei besonders wichtige Reihen rationaler Zahlen a,, as, a,, ... und 
bis bz, Dz; . . .*) erklären wir durch die Vorschriften: 


jiane a (rpt eaga i 


Die ersten Zahlen dieser Reihen sind: 


q= ?; b= 
a= ($) = 225; 1 = er = 3,315; 
m= (P= 2870-5; b= A-3100. 
tl m Ahle 
a; = ($) = 2,488 - ;; b; = ($) = 2,985 - «; 
OP b = O = 2,941 -.; 
a, = ($) = 2,546 - ;; b, = (£) = 2,910 - -; 
Diese Zahlen legen die Vermutung nahe, daß die a,, a,, ... eine mono- 
tone Reihe wachsender, die b}, ba, .... eine ebensolche Reihe abnehmen- 


*) Um die Gleichungen (5) f. bequem schreiben zu können, beginnen wir hier 
mit dem Index 1. 


Š Mi 
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der Zahlen bilden. Nun gilt zufolge (5) für jeden Index n die Ungleichung 
a, <b,; ist demnach die Vermutung richtig, so gilt für Jedes n und für 
jede Anzahl k: 

CAE Uny Z b, < b,» 

(as b 


Ea 


woraus wir weiter: 


ntà? a HS b, 


folgern würden. Es müßte also jede Zahl a kleiner als jede Zahl b sein, 
woraus bereits die Existenz zweier endlichen Grenzen lim a, und lim b, 


n= n= 


hervorginge. Uberdies würde aus: 


1 1 
|b, — an br, = n Caesa a 


offenbar folgen: 


lim (b — a) =0 und also lim b,= lim a, 


n 00 n=% n=0 


so daß die Grenzen unserer beiden Zahlenreihen gleich wären. 
Um nun die Monotonie der beiden Reihen zu zeigen, verstehen wir 
unter e und d zwei der Bedingung: 


N) 


genügende Zahlen und Pape an die für jede Anzahl » gültige Glei- 
ehung an: 

art — grt: 

A = EN + ~ig g Gaida sre" + cedr~i + d". 
Die (n-+1) rechts stehenden Summanden sind, abgesehen vom letzten, 
sämtlich > d” und, abgesehen vom ersten, sämtlich < c”; es gilt also: 


er! _ ar! ’ 
nt ya < TFT <atl)e 


C 
oder, wenn wir mit der positiven Zahl (c—d) multiplizieren: 
(e—d) +) < œt — d'tt < (e—d) (n1). 

Durch ein paar Umstellungen leiten wir hieraus ab: 

(dd + a+De-a) < eH, 

\ (ce — a+1) (c—d)) < dert, 

Die beiden Zahlen: 

c=l+.; delt, 


(6) 


n j 1 
befriedigen die Bedingungen c > d > O und liefern: 
c — (n+1)(ce-d)=1, 
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so daß die zweite Ungleichang (6) ergibt: 
15\a 1 n+1 
s (itaga oder a,<a,,, 
Setzen wir andrerseits für ein beliebiges n > 1: 
1 
n— 1? 


ee d-1+4, 


so ist wieder ce > d > 0, und man findet leicht: 
d+ (+1) e-)- "7 (14i) (14,2 ,)=dee. 
Nun liefert die erste Ungleichung (6) 
dr.de<ert!, (1 + pz (1 A =) oder b,<b,_,. 


so daß tatsächlich beide Reihen monoton sind. 

Die gemeinsame Grenze unserer beiden Reihen ist eine weiterhin 
oft zu nennende Zahl, welehe man mit der besonderen Bezeichnung e 
belegt hat: 


(1) e = lim [(1+ 5) ']: 


Aus den oben angegebenen Zahlen a, und b, können wir zunächst nur 
entnehmen, daß e zwischen den beiden rationalen Zahlen 2,546 und 
2,911 liegt: 
2,546 < e < 2,911. 

Es wäre zwar möglich, durch Berechnung weiterer Zahlen a,, b, engere 
Schranken für die Zahl e anzugeben; aber diese Rechnungen werden als- 
bald wegen ihres Umfangs undurchführbar. Auch würde, selbst wenn wir 
bis n = 100 gingen, der Abstand der beiden Schranken: 


= eu ls > a TE ə 
broo — Uio = ior ioo > moy 4 = 0,02 


sein, so daß schon die zweite Dezimalstelle unsicher wäre. Wir werden 
unten handlichere Mittel zur Berechnung von Näherungswerten der Zahl 
e kennen lernen. Eine auf zehn Dezimalstellen genaue Darstellung ist: 


(8) e = 2,1182818284 ...; 
sie überbietet bei weitem die Genauigkeit, welche man für gewöhnlich 
bei praktischen Zwecken einhalten muß. 


4. Der Begriff der stetigen Variablen. Wenn wir Gegenstände, die 
in bezug auf ihre Größe vergleichbar sind, in einer geeigneten Maßein- 
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heit messen, so drücken wir die Größen dieser Gegenstände in Zahlen 
aus. Die Tatsache, daß ein und derselbe Gegenstand zu verschiedenen 
Zeiten verschiedene Größen haben kann, führt uns zu dem Begriffe der 
„veränderlichen“ oder „variablen Größe“ oder, wie wir kurz sagen, der 
„Veränderlichen“ oder „Variablen“. Eine solche Variable ist also in jedem 
„Zeitpunkte“ eine bestimmte Zahl, bedeutet aber in zwei verschiedenen 
Zeitpunkten nicht oder doch nicht stets die gleiche Zahl. 

Ist demgegenüber eine Größe in je zwei verschiedenen Zeitpunkten 
stets ein und dieselbe Zahl, so nennen wir sie eine „konstante Größe“ 
oder kurz eine „Konstante“. 

Wir vereinbaren hier sogleich, daß wir durch die Wahl der Bezeich- 
nungen für die Größen von vornherein andeuten wollen, ob dieselben 
variable oder konstante sind. Gebrauchen wir zur Bezeichnung der Zahl, 
der eine Größe gleich ist, einen Buchstaben aus dem Anfange der Alpha- 
bete, wiea,b,c,..., A, B,C,...,«, B, y, - .., so wollen wir damit für 
gewöhnlich, d. h. unter Vorbehalt gelegentlicher Ausnahmen, zum Aus- 
druck bringen, daß die Größe eine Konstante sei; gebrauchen wir da- 
gegen als Zahlzeichen einen Buchstaben vom Ende der Alphabete, wie 
2,6%... X, Y, Z,.. , so deuten wir damit für gewöhnlich an, daß 
es sich um eine variable Größe handle. 

Es ist übrigens auch leicht möglich, den Begriff der Variablen in 
einer rein mathematischen, von der Zeitvorstellung unabhängigen Gestalt 
zu bestimmen. Kommt in einer Rechnung eine etwa mit dem Zeichen a 
belegte Zahl vor, so wollen wir damit ausdrücken, daß die Rechnung nur 
für die bestimmte Zahl gelten soll, deren Zeichen « ist; freilich soll das 
nieht ausschließen, daß wir zu Beginn der Rechnung für die Zahl, welche 
wir mit æ bezeichnen, eine Auswahl unter mehreren haben, wie dies ja 
bei Gebrauch eines Buchstabens zur Bezeichnung einer Zahl immer ge- 
meint ist. Kommt hingegen eine mit der Bezeichnung x belegte Zahl 
vor, so bedeutet dies, daß die Rechnung gelten soll für mehrere von- 
einander verschiedene Zahlen, die wir nach Willkür für æ im unsere 
Formeln eintragen mögen. 

An Stelle des Begriffes der im Laufe der Zeit veränderlichen Größe 
tritt also dann der Begriff des „Zahlensysiems“, und die „Variable x“ ist 
nur noch ein Zeichen für eine Zahl, welche wir nach Willkür aus dem 
System herausgreifen können. Dieses Zahlensystem ist dann natürlich 
in jedem Einzelfalle deutlich zu erklären. Es kann z. B. sein, daß x über- 
haupt jede reelle Zahl bedeuten darf; wir nennen die Variable x dann 
„unbeschränkt“. Andrerseits sind Einschränkungen in der mannigfaltigsten 
Weise denkbar. Z. B. können wir vorschreiben, daß x nur die zwischen 
zwei bestimmten, voneinander verschiedenen Zahlen a und b gelegenen 
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reellen Zahlen bedeuten darf; wir drücken dies, wenn etwa a die kleinere 
unter beiden Zahlen ist, durch die Vorschrift: 


(1) a<a<b 


aus. und nennen die von den beiden Punkten a und b eingegrenzte Strecke 
der Zahlenlinie das „Intervall“ der Variablen x. Meist setzen wir voraus, 
daß x auch noch mit der „unteren“ und „oberen Schranke“ a und b des 
Intervalls gleich werden darf, und sprechen dann kurz vom Intervall: 


(2) CERED 


In diesem Falle, wo die beiden Streckenendpunkte oder Schranken dem 
Intervalle selbst noch angehören, sprechen wir von einem „abgeschlossenen 
Intervalle“, während das in (1) erklärte Intervall als ein „nichtabge- 
schlossenes“ zu bezeichnen ist. Wir können ein anderes Mal vorschreiben, 
daß x nur den rationalen Brüchen zwischen O und 1 gleich sein darf 
oder vielleicht den gesamten rationalen Brüchen, deren Nenner Potenzen 
der Zahl 2 sind, und dergl. mehr. 

Gegenüber diesen einfachen Vorstellungen der „Zahlensysteme“ wird 
nun freilich der Begriff der im Laufe der Zeit variablen Größe eben 
durch die Hereinnahme der Zeitvorstellung schwieriger. Die Zeit selbst 
erscheint unserer Anschauung als eine in einer zweckmäßig gewählten 
Einheit (etwa einer Sekunde) meßbare Größe, und die Zeitgröße oder Zeit- 
dauer stellen wir uns als eine beständig wachsende und zwar „stetige“ 
Variable vor. Es ist dies dieselbe Eigenschaft der Stetigkeit, des lücken- 
losen Zusammenhanges, welche wir oben der Zahlenlinie zuerkannten. 
Wir können uns geradezu als ein Bild der Zeit eine unbegrenzte gerade 
Linie vorstellen, auf der ein bestimmter Augenblick zu einem „Zeit- 
punkte“ wird, und auf der man die Gegenwart unter dem Bilde eines mit 
konstanter Geschwindigkeit immer in der gleichen Richtung fortwandern- 
den Punktes sich vorstellt. Im übrigen handelt es sich bei der Stetigkeit 
um eine Grundeigenschaft unserer Anschauungen der Zeit und des Raumes, 
welche eine weitere Erklärung weder nötig macht, noch einer solchen 
zugänglich sein würde. 

Der Begriff der im Laufe der Zeit veränderlichen Größe x würde nun 
darauf hinauslaufen, daß jedem Zeitpunkte eine bestimmte Zahl & zuge- 
wiesen ist. Auf diese Weise aber gelangen wir bereits zu der Vorstellung 
einer Zuordnung von Zahlen zu Paaren, wie wir sie erst im nächsten 
Paragraphen näher betrachten wollen. Wir wollen demnach bei dem Be- 
griffe der variablen Größe nur das Kennzeichen festhalten, duß sie sich 
überhaupt im Laufe der Zeit ändert; dagegen wollen wir von einem beson- 
deren Gesetze, nach dem diese Änderung sich vollziehen soll, absehen oder 
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auch uns vorbehalten, dieses Gesetz je nach Umständen in gweckmäßiger Art 
zu wählen oder doch zu beschränken. 

Vor allen Dingen ist der Begriff der „monotonen“ und „stetigen“ Varia- 
bien fir alles Folgende grundlegend. Wir nennen im Anschluß an § 3 eine 
Variable x während eines Zeitintervalles „monoton“, wenn sie während 
dieser Zeit entweder beständig wächst oder beständig abnimmt, und be- 
zeichnen sie entsprechend genauer als eine monoton „wachsende“ oder 
„abnehmende“ Variable. Hat x zu Anfang des Zeitintervalls den Wert a 
und zu Ende den Wert b, so heißt die „monotone“ Variable x „stetig“, 
wenn sie „jeder“ zwischen a und b gelegenen Zahl c während der betrach- 
teten Zeit gleich wird. DaB bei einer wachsenden Variablen x unter zwei 
Zahlen c allemal die kleinere von x eher erreicht wird als die größere, 
ist selbstverständlich. 

Im Anschluß an die Entwicklungen von $ 2, aber unabhängig von 
den eben besprochenen Begriffen der Monotonie und Stetigkeit, erklären 
wir weiter: Die Variable x nähert sich einer Zahl g als einer „Grenze“ 
g = lim x an, wenn nach Auswahl einer beliebig kleinen Zall ô stets ein 
Zeitpunkt angebbar ist, von dem an \g—x| < ò gilt, ohne daß x zu irgend 
einer Zeit die Zahl g selbst ist. Entsprechend sagen wir, die Variable & 
nähere sich der „Grenze“ + oo an, oder es sei lim x = + 00, wenn nach 
Auswahl einer beliebig großen Zahl œ stets ein Zeitpunkt angebbar ist, von 
dem an x > o gilt.*) Am einfachsten ist es, wenn wir uns die Variable x 
hierbei sogleich als „monoton“ und „stetig“ denken. Ein Beispiel für eine 
stetige Variable ©, die sich der Grenze + oo annähert, liefert die Vor- 
schrift, der Bildpunkt der Zahl y solle sich auf der Zahlenlinie etwa vom 
Punkte 1 ab mit konstanter Geschwindigkeit nach rechts bewegen. Dabei 
liefert uns zugleich der reziproke Wert x° = x”! dieser Variablen x eine 
neue und natürlich auch stetige Variable x’, welche ein einfachstes Bei- 
spiel für die Annäherung an die Grenze O darstellt. 


5. Der Begriff der Funktion. Die Änderungen der Größe x eines 
Gegenstandes sind unserer Erfahrung gemäß häufig verknüpft mit den 
Veränderungen der Größe y eines zweiten Gegenstandes. In einem solchen 
Falle hat die Mathematik nicht etwa nach einem Kausalzusammenhange 
zwischen den beiden Gegenständen zu forschen; vielmehr betrachtet sie 
einzig die tatsächlich vorliegende Zuordnung von Zahlen y, denen die 
eine Variable gleich ist, zu den jeweils gleichzeitig stattfindenden Zahlen- 
werten x der anderen Variablen. Solche Zuordnungen führen uns zu einem 
neuen Begriffe: Falls jeder Zahl x eines vorgelegten Zahlensystems eine 


”) Die Bedeutung von lim y == — œ wird man leicht entsprechend angeben. 
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bestimmte Zahl y zugeordnet ist, so soll die durch diese Zuordnung erklärte 
Variable y eine „Funktion“ der Variablen x heißen. Es soll nicht ausge- 
schlossen sein, daß jeder Zahl x des Systems ein und dieselbe Zahl y zu- 
geordnet ist; dann würde die Funktion y eine Konstante sein, und wir 
hätten einen oben (S. 13) ja vorbehaltenen Ausnahmefall von der Regel, 
daß wir Konstante durch die Anfangsbuchstaben des Alphabets bezeich- 
nen wollten. 

Wir verabreden, daB wir die Aussage, y sei eine Funktion von z, 
kurz durch die Gleichung y = f(x) kennzeichnen wollen, wobei man das 
Symbol f als ein Zeichen fasse für die besondere Art der im einzelnen Falle 
vorliegenden Zuordnung, vielleicht auch gleich für eine Rechenvorschrift, 
nach der wir für die Zahlen © des Systems die zugehörigen y berechnen 
mögen. Denken wir die Zahl z hierbei dem System frei entnommen und 
dann allemal das zugehörige y bestimmt, so heißt x die „unabhängige“ 
und y die „abhängige“ Variable. Die unabhängige Variable x nennen wir 
auch das „Argument“ der Funktion f(x). 

Übrigens wollen wir uns auch die Wahl anderer Bezeichnungen offen 
halten. Es ist nach den vorstehenden Festsetzungen selbstverständlich, 
was es heißt, v sei eine Funktion des Argumentes u, oder s sei eine 
Funktion von #, usw. Auch an Stelle des Symbols f zur Bezeichnung 
einer Funktion ganhan wir gelegentlich andere, wie p, Y, 9, h, F,. 

Der für uns wichtigste und später allein in Betracht kommende Fall 
ist der, daß eine Funktion y = f(x) für „alle“ Zahlen x eines Intervalles 
erklärt ist, vielleicht sogar für „unbeschränkt“ veränderliches x, oder für 
„alle“ x, die nicht kleiner als eine Zahl a oder nicht größer als eine Zahl b 
sind. Die einfachste Vorstellung ist die, daß die Funktion y = f(x) für 
alle Punkte eines abgeschlossenen Intervalles a< x <b gegeben ist; an diese 
Annahme schließen sich die nächsten Entwicklungen an. 

Es möge x als eine monoton wachsende und stetige Variable das 
Intervall von «a bis b beschreiben. Wenn hierbei f(x) entweder niemals 
abnimmt oder niemals wächst, so heißt unsere Funktion im Intervall 
„monoton“. Der Wortlaut der Erklärung läßt die Möglichkeit zu, daß 
f(x) in einem Teile des Intervalls oder gar im ganzen Intervalle konstant 
ist. Meist aber haben wir mit monotonen Funktionen zu tun, die mit 
wachsendem z selbst entweder beständig wachsen oder beständig abnehmen, 
derart daß zu zwei verschiedenen Argumenten x immer auch zwei ver- 
schiedene Funktionswerte y gehören. Ist f(x) zwar nicht im ganzen 
Intervall a < xz S b monoton, läßt sich dieses Intervall aber in eine end- 
liche Anzahl von „Teilintervallen“ zerlegen, in deren jedem f(x) monoton 
ist, so heißt f(x) im Intervall a < z <b „abteilungsweise“ monoton. 

Für eine solche Funktion ist nun der Begriff der „Stetigkeit“ leicht 
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erklärbar. Ist f(x) im Teilintervalle a, < £ < by monoton, so heißt die 
Funktion daselbst „stetig“, falls „jeder“ zwischen f(a,) und f(b,) gelegene 
Wert d in mindestens einem Punkte c jenes Intervalles von f(x) wirklich 
angenommen wird. Ist etwa f(a,) < fibo), Bo wird dann selbstverständlich 
allemal wieder unter zwei verschiedenen Werten d der kleinere für ein 
kleineres Argument c angenommen als der größere. 

Die vorstehenden Erklärungen erweisen sich nun leider bereits im 
Gebiete derjenigen Funktionen, welche der Elementarmathematik ent- 
stammen, als nieht durchweg brauchbar. Die Monotonie einer einzelnen 
vorgelegten Funktion ist nicht immer unmittelbar zu erkennen, so daß 
es unzweckmäßig erscheint, die Erklärung der Stetigkeit an die Voraus- 
setzung der Monotonie zu knüpfen. Aber selbst wenn die letztere fest- 
stellbar ist, würde die Stetigkeit auf Grund der gegebenen Erklärung 
unmittelbar keineswegs immer leicht zu prüfen sein. Setzen wir z. B.: 

y = flx) =æ + 2r 4+ 3r 41, 
so gilt f(O)=1 und f(1)= 7T, und es ist hier freilich sofort einleuchtend, 
daß diese Funktion f(x) etwa im Intervalle O<x=<1 monoton ist. 
Fragen wir aber, ob z. B. der zwischen f(O) und f(1) gelegene Wert 6 
von der Funktion wirklich erreicht wird, so würden wir zur Beautwortung 
dieser Frage die Existenz einer zwischen O und 1 gelegenen Lösung x 
der Gleiehung: 
+22. +32—5-0 


nachweisen müssen, bütten also mit einem Problem der Algebra zu tun, 
das nicht zu den einfachsten gehört. 

Bei dieser Sachlage stellen wir unabhängig von der Monotonie fol- 
gendes praktisch brauchbare, hinreichende und notwendige Kennzeichen 
der Stetigkeit auf: Die Funktion f(x) heißt im „abgeschlossenen“ Intervall 
ase<b „gleichmäßig stetig‘, wenn nach Auswahl einer „beliebig“ kleinen 
Zahl ô steis eine von O verschiedene positive Zahl A derart angebbar ist, 
daß für je zwei Argumente x, und x, des Intervalles die Bedingung 
Ya) —-fa)| < À erfüllt ist, sobald nur |x, — r| <A zutrifft). 

Wir müssen nun natürlich hinterher zeigen, daß einer Funktion f(z), 
welche diese Bedingung der Stetigkeit erfüllt, jene Eigenart der Stetig- 


*) Gewöhnlich bezieht man die Erklärung zunächst auf die einzelne Stelle c 
des Intervalles und sagt, f(x) sei „im Punkte e stetig“, wenn für diesen Punkt c 
ein A derart existiert, daß stets ! f(x) — f(c)| <ò zutrifft, falls 2 —c|i<2 gilt. Ist 
dann f(x) in jedem Punkte des „abgeschlossenen“ Intervalles a <x<b stetig, so 
kann man zeigen, daß sie daselbst auch „gleichmäßig stetig“ im Sinne der obigen 
Erklärung ist. Um diesen Beweis übergehen zu können, ist im Texte sogleich 
die „gleichmäßige Stetigkeit“ in einem Intervalle erklärt. 

Fricke, Diferential- u. Integralrechnung. I. 2 


18 Einleitung. Zahlen, Variable und Funktionen [6 


keit zukommt, welche wir von der Vorstellung der Zahlenlinie, der Zeit 
und der stetigen Variablen x ber kennen. Dies soll in $ 6 geschehen. 


6. Die Stetigkeit der Funktionen*). Es seien C; , Cs, €,, ... unbegrenzt viele 
Zahlen des Intervalles a <xz<b, welche eine Grenze lim c, =c besitzen; dann 
gehört die Zahl c selbst dem abgeschlossenen Intervall an, da man leicht erkennt, 
dab sie weder <a noch >b sein kann. Für unsere Funktion f(x) läßt sich nun 
folgender Satz zeigen: Die im Intervall a<x<b gleichmäßig stetige Funktion ra) 
nimmt für die Argumente C, Cz, Cz,- mit der Grenze c Werte F) Fie) feh 
an, die gleichfalls eine Grenze lim f(c,) besitzen, und zwar ist diese Grenze RN 

n=% 
mit dem Funktionswerte fle). 

Nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl ð können wir nämlich zufolge 
der Stetigkeit eine Zahl 4 derart angeben, daß: 


(1) fen + — flen) | < 


gilt, sobald |C} — Cn! SA zutrifft. Da aber die Zahlen c, C,, Cy». eine Grenze 
haben, so gibt es für das hier vorliegende A und also für das gewählte ô einen 
endlichen Index m derart, daß für alle n>m die Bedingung |C, 4p — „| <A und 
P- die Ungleichung (1) erfüllt ist**). Demnach existiert tatsächlich eine Grenze 

= lim f(e,). Nehmen wir nun an, daß diese Grenze g nicht gleich f(c) sei, so ist: 


$ s HAO — g= 
für eine von O verschiedene positive Zahl. Dann gibt es zufolge der Stetigkeit 
der Funktion eine positive Zahl 4° derart, daß: 


(3) [FO — fæ) < 8 
für alle die Bedingung |c —gæ|<% befriedigenden Zahlen x des Intervalles gilt. 
Da nun lim n (e,) = g und lim o, = ¢ ist, so kann man einen Index m’ derart an- 


geben, dab für alle nm zugleich Iren 9 <ð und |e—c,|<A und also 
zufolge (3) auch | (ce) -- f(e,)| < 6° zutrifft. Wir können die erste und dritte dieser 
Ungleichungen auch in die Gestalten kleiden: 


— !<fle)—-9<H+6, 
— STILE 
und finden aus ihnen durch Addition und Division mit 2: 


<a d<tN ro lK, 


was gegen die Gleichung (2) verstößt. Es ist demnach lim f(e,)= f(c), womit 
unser Satz bewiesen ist. 

Mit dem eben bewiesenen Satze ist der folgende nahe verwandt: Sind Ci, Cz, 
Cz, +++ unbegrenzt viele verschiedene dem Intervalle a< æ <b entnommene Werte, und 
haben die zugehörigen Werte fle), f(cz), FCs) +- der in jenem Intervalle gleichmäßig 
stetigen Funktion f(x) eine Grenze im f(c) so tritt dieser Grenzwert an mindestens 


einer Stelle des Intervalls als Funktionswert auf. 


*) Beim ersten Studium nehme der en nur von den Kursivsätzen des § 6 
Kenntnis, da diese Sätze später Anwendung finden. 

*) Es mag hierbei bemerkt werden, daß die Bedingung (3) S. 5 für die 
Existenz einer Grenze lim a, nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig ist, 


n= 00 
wie aus den damaligen Entwicklungen leicht folgt. 
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Durch wörtliche Wiederholung der S. 6 ausgeführten Überlegung zeigen 
wir zunächst, daß die Bildpunkte der Zahlen c,, e,,--- im Intervall mindestens 
eine „Häufungsstelle“ c von der Art haben, daß sich in „jeder Umgebung von ec 
unbegrenzt viele verschiedene Punkte c, finden. Man wähle also ô, und hat dann 
innerhalb der durch (c + d,) eingegrenzten Umgebung von c noch unbegrenzt viele 
verschiedene e,. Ein von ce verschiedener unter diesen Punkten sei cy, und werde 
kurz ec,’ genannt; es gilt somit: 


le=g'I<d. 


Man setze zweitens |c — c,’ | =ð, und hat dann innerhalb der durch (e+ ð) 
eingegrenzten Umgebung von ¢ auch noch unbegrenzt viele verschiedene Punkte 
der Reihe El re Ein von e verschiedener unter diesen sei c, und werde 


kurz c,’ genannt, so daß die Ungleichung: 


we, <d <HA 


befriedigt wird. Man setze nun wieder 4 |c — c, | = ða, wähle aus Cpp 
eine von e verschiedene Zahl c, = c,', die: 
à 


eg |<, < GA 


befriedigt, und fahre in der gleichen Weise fort. Man gewinnt auf diese Art eine 
neue Zahlenreihe e,’, c,‘, --- mit der Grenze lim e/= ce, die dem Intervall angehört. 


Pera 


n=% 
Nach dem schon bewiesenen Satze hat die zugehörige Reihe f{e,‘), f(e) -- eine 
Grenze, welche mit dem Funktionswerte f(e) gleich ist. Da aber die Reihe fl) 
Fle), F(C) durch Fortlassung gewisser Zahlen aus der Reihe f(c,), f(e,), fl&) > 
entsteht, so gilt: 

lim f(e)) = lim f(c,,) = lim f(e,), 

n=% n = %0 n = 0 


und alsó ist in c entsprechend der Behauptung ein Argument nachgewiesen, dessen 
Funktionswert f(c) = lim f(e,) ist. 


n=® 

Mittelst des letzten Satzes können wir leicht einen weiteren Satz zeigen, 
welcher bei unserer Funktion f(x) auf den Begriff der „Stetigkeit“ im ursprüng- 
lichen Sinne zurückführt: Jeder zwischen f(a) und f(b) gelegene Zahlenwert y wird 
von unserer im Intervalle gleichmäßig stetigen Funktion f(x) in mindestens einem 
Punkte des Intervalls a<x<b wirklich angenommen. Natürlich dürfen wir die 
beiden Werte y = f(a) und y = f(b), welche ja in den Endpunkten des Intervalles 
wirklich eintreten, hier mit einschließen. Ist der Satz richtig, so gilt er auch für 
jedes Teilintervall a<a,<x<b,<d, in dem f(x) selbstverständlich auch gleich- 
mäßig stetig ist. Lassen wir demnach æ stetig von a, bis b, wachsen, so wird 
sich f(x) von f(a,) bis f(b,) derart ändern, daß hierbei niemals irgend ein zwischen 
f(a,) und f(b,) gelegener Wert y übersprungen werden kann. Damit aber würde 
die Stetigkeit der Funktion im ursprünglichen Sinne erkannt sein. 

Wir beweisen den aufgestellten Satz indirekt und nehmen also an, es gäbe 
eine Zahl d zwischen (a) und f(b), der f(x) an keiner Stelle des Intervalles gleich 
wird. Man wähle dann eine beliebig kleine Zahl ð und bestimme die zugehörige 
von 0 verschiedene Zahl A. Im Intervall markiere man von a aus die Teilpunkte 
a +1, a-+24, a +34, ..., welche Teilintervalle der Länge 4 eingrenzen. Da die 
Zabl A in der endlichen Zahl (b — a) nur eine endliche Anzahl von Malen ent- 
halten ist, so erschöpfen wir durch endlich viele Teilintervalle, unter denen das 
letzte <A ist, das ganze Intervall. Nun sind je zwei benachbarte unter den end- 
lich vielen Werten (a), f(a +2) fia +22) -+ f(b) um weniger als & voneinander 
unterschieden. Da aber d zwischen f(a) und f(b) liest und der Annahme nach 
mit keinem der Funktionswerte f(a), fla + 1), --, f(b) gleich ist, so kommt min- 
destens ein Paar aufeinander folgender Werte f(a), fla +1), :--, f(b) vor, die d 


9t 
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einschließen, und von denen also mindestens der eine von d um weniger als 48 
verschieden ist. Nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahi ð können wir dem- 
nach im Intervall immer ein c derart angeben, daß die Ungleichung gilt: 


(4) 0—4] <4. 


Die eben mit ö und c bezeichneten Zahlen mögen jetzt ô, und c, heißen, 
so daß zufolge (4) die Ungleichung besteht: 


If) — d <td. 

Da f(c) der Annahme nach nicht gleich d ist, so können wir weiter zu 
tifa) di m d, 

eine Zahl c, bestimmen, für welche: 


ife) — d| <ta < GA 


gilt, und welche wegen |(c) —d|<4if(&)— d| von c, verschieden ist. Auch 
f(c,) ist von d verschieden; wir setzen also jetzt 4 |/(c,) — d| = d,, bestimmen 


eine die Bedingung: 
|A() — dl < t ds <H e < G A 


befriedigende Zahl c,, welche von c, und c, verschieden ist, und fahren in gleicher 
Weise fort. Wir erhalten eine unbegrenzte Reihe €j, C3, Cg, +- verschiedener 


Zahlen, wobei: 
Med di <<< n 


gilt und also die Reihe f(c,), f(c) f(c) ++- die Grenze d hat. Der zuletzt be- 
wiesene Satz ergibt also die Existenz eines Wertes c im Intervall, für welchen 
entgegen der Annahme f(c) = d gilt; und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 


7. Folgerungen aus der Stetigkeit der Funktionen“). Die Überlegungen 
von § 6 gestatten uns, noch einige weitere Sätze über stetige Funktionen aufzu- 
stellen. Unter Festhaltung der bisherigen Bezeichnungen ergibt sich aus der Er- 
klärung der gleichmäßigen Stetigkeit: Die im Intervall a <æ < a 4-2 vorkommen- 
den Funktionswerte sind zwischen den beiden Zahlen (f(a) -H ô) gelegen, und dies 
gilt also insbesondere auch für den Funktionswert f(a +4). Da aber weiter im 
Intervalla +2 <2<a-+ 24 die Werte f(x) zwischen den Werten (f(a +% + ò) 
liegen, so sind die Werte /(«) im Intervall a«<x<a+ 24 notwendig von den 
beiden Zahlen (f(a) +28) eingeschlossen. Durch Fortsetzung dieser Überlegung 
stellt man fest, daß die dem Intervalle a <x <a-+ mA angehörenden f(x) zwischen 
den Schranken (f(a) + med) liegen. Da wir nun das ganze Intervall a <x <b 
durch eine endliche Anzahl von Teilintervallen erschöpfen, so existieren zwei end- 
liche Schranken für alle daselbst vorkommenden Werte f(x): Für jede vorgelegte im 
Intervall a<x<b gleichmäßig stetige Funktion f(x) existiert eine endliche positive 
Zahl h, unter der alle im Intervalle vorkommenden Beträge |f(x)| liegen. 

Ist f(x) im Intervall an keiner Stelle gleich 0, so ist f(x) ebenda nach dem 
letzten Satze von § 6 entweder überall >0 oder überall <0. Auf diesen Fall 
bezieht sich der Satz: Ist die vorgelegte im Intervall a <x<b gleichmäßig stetige 
Funktion f(x) daselbst nirgends gleich O, so existiert eine von O verschiedene posi- 
tive Zahl k, die kleiner ist als alle im Intervalle auftretenden Beträge |f(«)|. Würde 
nämlich eine solche Zahl nicht existieren, so würde nach Auswahl einer beliebig 
kleinen Zahl ö immer noch ein c im Intervall vorkommen, für welches |f(c)| <8 
ist. Daraus würden wir leicht eine Reihe f(c), f(c), /(&), +++ mit der Grenze 0 


*) Soweit der Text in Kleindruck gegeben ist, wolle der Leser beim ersten 
Studium auch in § 7 nur von den Kursivsätzen Kenntnis nehmen. 
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herstellen, und also würde die Funktion nach einem in $ 6 aufgestellten Satze der 
Voraussetzung entgegen im Intervall in mindestens einem Punkte den Wert 0 
haben. 

Die letzten Ergebnisse setzen uns in den Stand, noch folgenden Satz 
zu beweisen: Sind y(x) und p(x) zwei im Intervall a Sæ Kb gleich- 
mäßig stetige Funktionen, so sind ebenda auch die ersten drei von den vier 


folgenden Funktionen: 
MD) pæ) tva), Para) Pa): 7, pa): va) 
gleichmäßig stetig, und dasselbe gilt von der vierten Funktion, wenn y(x) 


in keinem Punkte des Intervalles den Wert O hat. 
Setzen wir nämlich erstlich f(x) = (x) + y(x), so gilt: 
far) — fa) = (Bo) - pe) EB) U), 
(2) a) -fa))< yo) ya) + Eva) 
da der absolute Betrag der Summe oder der Differenz zweier Zahlen nie 
größer sein kann als die Summe der absoluten Beträge beider Zahlen. 
Nach Auswahl von ô gibt es nun zwei positive Zahlen A,, A, derart, daß 
ya) -pya)l<;d für 19-0 SA 
und 
va) ra) <ie für 1, |< 
gilt. Ist demnach A gleich der kleineren der beiden Zahlen A,, A, oder, 
falls A, = 2, ist, ihnen gleich, so folgt aus (2) und den eben angegebenen 
Ungleichungen |f(x,) — f(x,)| < d, sobald |z, — 2,| SA zutrifft. Damit 
aber ist unser Satz für die beiden ersten Funktionen (1) bewiesen. 
Ist weiter f(x) = (x) : y(x), so gilt: 
(as) — F) = p (2) Ba) - va) + Hla) (ya) Pa), 
3) If) - Fol < Ip) va) va) + va) ya) — Pl: 
Nun gibt es zwei endliche positive Zahlen h,, h,, so daß |p(a)| < h, 
\v(@)| < h für alle x des Intervalles, also auch für x, und x, zutrifft. 


Ist aber ein ô gewählt, so gibt es weiter zwei positive Zahlen A,, A, von 
der Art, daß die Ungleichungen: 


a) we) -eea P) oel an 


für alle z,, x, des Intervalles bestehen, die |z, — z| <A, bzw. |z —2, SA, 
befriedigen. Wählen wir 4 wie vorhin, so gilt zufolge (3) und (4) auch 
fa) — f(e) < ő, so oft |, — a| <å zutrifft; damit ist die gleich- 
mäßige Stetigkeit von g(x) y(x) erkannt. 
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Endlich haben wir für f(x) = p(x) : y(x) anzuknüpfen an: 


1 $ 
fa)-fa)= pin) (PR) pa) — vers (vay—ra)), 


ja Yes kon Zu a ER BR. 2 = E | 
(5) f(e) fæ) s 5) Ip(z,) ya) + PECAR | v(,)| CCA) plz) he 
Da y(x) im Intervall nirgends den Wert O hat, so existiert eine von O 
verschiedene positive Zahl /,, die kleiner ist als alle Beträge |y(x)| des 
Intervalls. Setzen wir A7'—= h, und gebrauchen h, im bisherigen Sinne, 
so folgt aus (5) leicht: 


fe) = fit) Lh pa) — ya) th hg” [Y (2) — vl): 
Hieraus ergibt sich die gleichmäßige Stetigkeit der vierten Funktion (1) 
durch dieselbe Überlegung wie diejenige der dritten. 


8. Geometrische Deutungen und Ausführungen. Zahlreiche Bei- 
spiele von stetigen Funktionen werden uns von der Geometrie, sowie 
von den naturwissenschaftlichen und technischen Erfahrungen geliefert. 
Wir können andrerseits die besonderen Einkleidungen solcher Beispiele 
zur Veranschaulichung zahlenmäßig vorgelegter stetiger Funktionen 
heranziehen. Zwei solche Veranschaulichungen sollen schon hier genannt 
werden. 

Erstlich deuten wir, wenn uns eine stetige Funktion y = f(x) ge- 
geben ist, x und y als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene und denken 
im einzelnen Punkte x der Abszissenachse, soweit f(x) erklärt ist, den 
Funktionswert y = f(x) nach Art der analytischen Geometrie*) als Ordi- 
nate aufgetragen. Dann ist es eben eine Folge der Stetigkeit der Funk- 
tion, daß die Ordinatenendpunkte eine zusammenhängende Punktreihe, 
die wir „Kurve“ nennen, als Bild der Funktion liefern. Es ist dies eine 
so bekannte Maßregel, daß wir zu ihrer Einführung hier weiter nichts zu 
sagen brauchen. 

Zweitens deuten wir, wenn uns eine stetige Funktion s = fit) ge- 
geben ist,**) t als Maß der Zeit (eines der Urbilder der stetigen Variablen) 
und s einfach als Bildpunkt auf der Zahlenlinie; dann ist uns die Funk- 
tion versinnlicht als Bewegung eines Punktes auf einer Geraden. 


*) Bei Benutzung von Sätzen aus der Geometrie beziehen wir uns weiterhin 
auf die „Analytische Geometrie“ des Verfassers, die in der Sammlung „Teubners 
Leitfäden für den mathematischen und technischen Hochschulunterricht“ erschienen 
ist (Leipzig und Berlin 1915). Dieses Buch soll als „A. G.“ zitiert werden. 

*), Wir benutzen hier gleich die Bezeichnungen t und s für Argument und 
Funktion, wie sie in der Mechanik gebräuchlich sind. 


WW\ 
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Die Deutung der Funktion durch eine Kurve hat den großen Vorzug, 
daß die verschiedenen Funktionswerte „nebeneinander“ in einem einzigen 
Bilde vereinigt sind. Vornehmlich werden wir also diese Deutung der 
Funktionen benutzen und häufig die einer Funktion entsprechende Kurve 
zu zeichnen haben. Bei solchen Zeichnungen bedienen wir uns zweckmäßig 
des sogenannten Millimeterpapiers, d. h. eines Papierbogens, der eine Ein- 
teilung in Quadratmillimeter trägt. Ob wir dabei ein cm oder ein dm 
oder irgend eine andere Länge als Längeneinheit zugrunde legen, mag je 
nach Umständen entschieden werden. Es ist sogar manchmal zweckmäßig, 
für die Messung der Ordinaten eine andere Einheit zu wählen wie für 
die Abszissen. Wenn z. B. bei kleinen Änderungen von x die Verände- 
rungen der Funktion verhältnismäßig groß ausfallen, so wird man die 
„Ordinateneinheit“ kleiner wählen als die „Abszisseneinheit“, um die 
Kurve, soweit man sie betrachten will, auf das Reißbrett zu bekommen.*) 

Die Versinnlichung der Funktion durch eine Kurve vermag uns 
übrigens auch zu neuen Aufgaben und zur Aufstellung neuer Begriffe 
hinzuführen. Eine in dieser Richtung liegende Ausführung wollen wir 
gleich hier geben, weil uns dieselbe eine nützliche Einübung der Sätze 
über den Grenzbegriff vermittelt und andrerseits die Grundlage für eine 
alsbald auszuführende Untersuchung liefert. 

In einem durch O<a<x<{b charakterisierten Intervalle sei eine 
stetige, mit wachsendem x beständig abnehmende Funktion gegeben, 
deren Werte im Intervalle überall > 0 seien. Die dieser Funktion ent- 
sprechende Kurve denken wir uns über 
dem Intervalle der x-Achse, für welches 
die Funktion erklärt ist, gezeichnet. 

Jedermann wird nun zugeben, daß 
der von der Kurve, der x-Achse und 
den beiden Ordinaten bei z =a@ und 
x—=b eingegrenzte Teil der Ebene 
(s. Fig. 1), gemessen in der Flächen- 
einheit (dem Quadrate der Längenein- 
heit), einen ganz bestimmten Flächen- 
inhalt J hat. In besonders einfachen ® Fig. 1 
Fällen mag die Inhaltszahl J sogar 
nach elementar-planimetrischen Regeln berechenbar sein; aber auch in 
jedem anderen Falle meinen wir der Existenz und Bestimmtheit der Zahl J 
sicher zu sein. Und doch ist es, selbst wenn wir die elementaren plani- 


.. *) Bei den weiter folgenden Zeichnungen ist jedoch stets die „Ordinaten- 
einheit“ gleich der „Akszisseneinkeit‘ gewählt. 
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metrischen Inhaltssätze als bekannt und bewiesen ansehen, ohne Zuhilfe- 
nahme etwa physikalischer und also der Sache fremder Erwägungen nicht 
ganz einfach, diese Sicherheit zu bestätigen. Eine Art, wie dies jedoch 
geschehen kann, ist die folgende: 

b 


5 a P —a 
Wir verstehen unter n irgend eine Anzahl, setzen _ =h und 


zerlegen die von den Punkten a und b begrenzte Strecke der z-Achse 
durch Einzeichnung der (n— 1) Teilpunkte a +h, a+2h, +, a + (n—1)h 
in n gleich lange Teilstrecken. Die zu den (n+1) Argumenten a, a + h, 
a+ 2h,- a + nh=b gehörenden Funktionswerte bezeichnen wir durch: 


y= fla), y =f(a+h), y =fa+2h), - -Y= fla +nh) =f). 


Tragen wir sie als Ordinaten auf, so zerlegen wir dadurch die fragliche 
Fläche in n» Streifen, von denen der $° links von y,_, und rechts von y, 
begrenzt wird. Da nun Y,_, > Y, gilt, so ist (Fig. 1) das über der Grund- 
linie h des kt Streifens errichtete Rechteck der Höhe y, nur erst ein 
vom Ganzen verschiedener Teil des Streifens, und ebenso ist der Streifen 
wieder ein vom Ganzen verschiedener Teil des größeren Rechtecks der 
Höhe y,_, über der gleichen Grundlinie. 

Der Begriff des Rechtecksinhaltes und die Regel seiner Berechnung 
gelten als bekannt. Alle n kleineren Rechtecke (in Fig. 1 schraffiert) zu- 
sammengelegt geben uns eine Fläche des Inhaltes: 


(1) el ty: the) 

ebenso alle größeren Rechtecke eine Fläche des Inhaltes: 

(2) B= hlt ntt Yni) 

Es gilt A, < B,; denn wir haben: 

(8) B,- 4, = hny) = 0—0) (f@— fO) >O. 


Es gilt aber überhaupt für je zwei Anzahlen ! und m stets: 
(4) A, < Bni 
denn die Fläche des Inhaltes Å, ist ein vom Ganzen verschiedener Teil 
der Fläche des Inhaltes D,. 
Indem wir jetzt der Reihe nach n = 1, 2, 3, . . . setzen, erhalten wir 


zwei unbegrenzte Reihen bestimmter Zahlen A,, A,,... und B,, B,,... 
von denen wir leicht zu zeigen vermögen, daß sie eine gemeinsame Grenze: 


(5) g = lim A, = lim Ð, 


n=% n= m 
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besitzen. ®) Es ist nämlich zufolge (4) stets Á, į < B, und also, wenn 
wir beiderseits A, abziehen, zufolge (3): 


9) Ar As<Be—Ay Any Ar< da) (FO -FB) m 
Fast ebenso leicht ergibt sich: 
AA Bay An = ba Or) 4 <ta- h, 
woraus wir folgern: 
— (ba) (fa) —fO)- 2 < Ayyu— An 
Diese und die zweite Ungleichung (6) fassen wir zusammen in: 
An 4 O O- 


gültig für je zwei Anzahlen n und k. Hieraus geht hervor, daß die 
Zahlenreihe A,, As, .. die Voraussetzung des Satzes von 8.5 erfüllt, 
und also gibt es eine bestimmte endliche Grenze g = lim A,. Aus (3) 


lim (B,—4A,) = lim ((B,—9+@—4,) = 0, 


folgt weiter: 


so daß sich aus lim (9—4A,) = 0 leicht auch lim (B,—g) = Ô und damit 


die zu rn FE (5) ergibt. 

Übrigens gilt für jedes » die Ungleichung: 

Gäbe es nämlich ein A,>g, so setze man A,— g = ò und ist dann der 
Existenz eines B, sicher, welches der Ungleichung |g — B, |< Ò genügt 
und also im Widerspruch zu (4) kleiner als A, sein müßte. Ebenso zeigt 
man, daß kein B„< g sein kann. Wäre aber ein A, = g, so wäre sicher 
An >9, wie man sich in Fig. 1 leicht deutlich macht. Ebenso erkennt 
man die Unmöglichkeit einer Gleichung B, = 9. 

Die Zahl g stellt sich demnach als einzige Zahl zwischen die beiden 
Zahlen A, und B, jedes Paares, wie die Fläche, deren Inhalt wir erklären 
wollten, zwischen je die beiden Flächen der Inhalte A, und 5,, deren 
eine sie als Teil enthält, und in deren anderer sie als Teil enthalten ist. 
Wir haben den Inhalt J demnach jetzt dahin zu erklären, daß er be- 
grifflich und seinem Zahlenwerte nach gleich der Grenze unserer beiden 
Zahlenreihen ist: 

(8) ne u, 


n=% 


* Die A Reihen sind oR keineswegs immer monoton. 
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Unsere Methode zur Bestimmung des Flächeninhaltes J, welche wir 
späterhin noch verschiedentlich weiter zu entwickeln und zu verfeinern 
haben, liefert uns zwar für den Zahlenwert J nur zwei Reihen von 
„Näherungswerten“. Daß aber unsere Näherungsbetrachtungen auch be- 
reits hier leicht zu präzisen Ergebnissen führen können, möge die fol- 
gende weitere Überlegung dartun. 

Es sei u irgend eine von O verschiedene positive Zahl. Man setze 
dann, unter f(x) die eben betrachtete Funktion verstanden, y =u - f(x), 
wodurch 3’ als eine im Interval a«<x<b gleichfalls stetige und mit 
wachsendem x beständig abnehmende Funktion von x erklärt ist. Die 
Kurve der neuen Funktion erhalten wir aus der eben betrachteten Kurve 
einfach dadurch, daß wir jede Ordinate y nach dem Verhältnis u : 1 in 
y abändern. Insbesondere wird demnach auch jede der (n +1) Ordinaten 
%;, die in (1) und (2) auftreten, abgeändert in y; = uy,. Wenn wir also 
den Inhalt J’ des von der neuen Kurve, der &-Achse und den Ordinaten 
bei x =a und x =b umgrenzten Ebenenstücks nach unserer Methode 
bestimmen, so treten dabei an Stelle der in (1) und (2) angegebenen A, 
und B, die Zahlen A/=u4A,, B, = uB,- Diese aber nähern sich der 
Grenze ug = uJ, so daß, wenn wir den Inhalt J kennen, der Inhalt J’ 
des neuen Flächenstücks präzise durch die Formel J = uJ gegeben ist. 

Übrigens kann man die mit den Ordinaten der ersten Kurve vor- 
genommenen Änderungen auch gleich auf alle Punkte der Ebene beziehen, 
indem man allgemein an Stelle des Punktes (x, y) den durch: 
(9) =r, y= uy 
gegebenen Punkt (z’, y^) treten läßt. Durch diese „Transformation“ wird 
dann unser Flächenstück des Inhaltes J in ein ähnliches Flächenstück 
über der gleichen Basis übergeführt, das gegenüber dem ersten Stück 
gedehnt oder zusammengedrückt erscheint, je nachdem u >1 oder u <1 
ist. Der Inhalt des neuen Stücks ist dann eben der mit u multiplizierte 
Inhalt des ursprünglichen Stücks. 

Man überlege gleich auch noch, wie die durch: 
(10) s= us, y-y 
gegebene Transformation auf das Flächenstück wirkt. Jetzt werden bei 
gleichbleibenden ÖOrdinaten die Abszissen im Verhältnis u : 1 geändert; 
wir erhalten wieder ein ähnliches Flächenstück, das, je nachdem u > 1 
oder u < 1 ist, gegenüber dem ursprünglichen nach rechts verschoben 
und gedehnt oder nach links verschoben und zusammengedrückt erscheint. 
Setzen wir zur Inhaltsbestimmung die Formeln (1) und (2) an, so bleiben 
nun die y, unverändert, während A durch k= uh zu ersetzen ist. 
Wiederum wird demnach J’= uJ sein. 
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Indem wir beide Arten der betrachteten Transformationen nach- 
einander ausüben, ergibt sich noch folgender, alsbald zu verwendender 
Satz: Die Transformation: 


(11) =p, Y =vy 


führt das oft genannte Flächenstück des Inhaltes J in ein ähnliches Flächen- 
stück über, dessen Inhalt J’ = uv. J ist. 


9. Die Funktionen &” und ihre inversen Funktionen Yx. Eine 
Klasse einfacher aber sehr wichtiger Funktionen stellen die Potenzen z" 
mit ganzzahligen positiven Exponenten n = 1, 2, ... dar. Ihre Betrachtung 
wird uns zu einigen neuen Begriffen hinführen, mit denen wir uns ohne- 
hin bekannt machen müssen. Zunächst ist beim einzelnen » die Funktion 
x” für jedes Argument x mit einer bestimmten Zahl y = x" gleich, so 
daß die Funktion y = g” für unbeschränkt veränderliches x erklärt ist. 
Ist 2>0, so ist auch y>0; und sind x, und x, zwei verschiedene nicht- 
negative Argumente, von denen x, das kleinere sei, so sind auch y, = x: 
und y, = x} verschieden, und es gilt y, < Ya: Die Funktion x" ist also 
in jedem durch O <a S x <b charaklerisierbaren Intervalle monoton und 
mit wachsendem x beständig wachsend. Für die beiden oben gedachten 
Argumente z,, Xa schreiben wir aus einer S. 11 aufgestellten Ungleichung: 
(1) nar- < 


ar — L 
= — Lng! 
La — B, < oi 


ab als für alle Anzahlen » > 2 gültig; die damaligen Voraussetzungen 
würden zwar die Bedingung z, > 0 einschließen, doch gilt (1) offenbar 
auch noch für x, = 0. Wir folgern hieraus, daß für irgend zwei dem 
Intervalle O<a<xr<b entnommene Argumente x,,%, die Ungleichung: 
|23 — s7 | < nb? |x — x, | 
besteht. Hieraus aber ergibt sich sofort (S. 17), daß die Funktion z” in 
jedem Intervalle Oo <a<x<b stetig ist, eine Behauptung, die in dem 
eben ausgeschlossenen Falle n = 1, d. h. bei der Funktion y = x, selbst- 
verständlich ist. 

Setzen wir an Stelle von x das Argument — x, so bleibt der zuge- 
hörige Funktionswert y unverändert, oder er geht selbst in seinen ent- 
gegengesetzten Zahlenwert über, je nachdem n gerade oder ungerade ist, 
Wir verabreden gleich allgemein: Hat die Funktion f(x) die besondere 
Eigenschaft, daß sie bei Zeichenwechsel von x entweder stets (d. h. welcher 
Wert x auch vorliegt) unverändert bleibt oder stets Zeichenwechsel erfährt, 
so bezeichnen wir sie als eine „gerade“ bzw. als eine „ungerade“ Funktion. 
Die Kurve einer geraden Funktion hat die y-Achse zur Symmetrielinie 
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oder geht bei Spiegelung an der y-Achse in sich selbst über; demgegen- 
über geht die Kurve einer ungeraden Funktion in sich über, wenn wir 
sie um den Nullpunkt O des Koordinatensystems in der Ebene um 180° 
herumdrehen. 

In Fig. 2 ist der Verlauf der Funktion y = x” in den niedersten 
Fällen n = 1, 2, 3 und 4 in der Nähe des Nullpunktes O durch die zu- 
Fa 
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Fig. 2. 


gehörigen Kurven dargestellt;*) für m = 1 liegt natürlich eine Gerade 
vor und für n = 2 eine Parabel; eine Länge von 5 cm ist als Längenein- 
heit gewählt. Alle Kurven laufen durch den Nullpunkt O und den Punkt 
der Koordinaten z = 1, y = 1 hindurch. Unter zwei zu verschiedenen n 
gehörigen Kurven läuft die mit dem kleineren n im Intervall 0< z< 1 


*) Zur Kürzung numerischer Rechnungen bei Kurvenkonstruktionen und sonstigen 
Gelegenheiten wolle sich der Leser von vornherein mit einem Tabellenwerke ver- 
sehen, in dem die Quadrate, Kuben, lteziproken, Quadratwurzeln und Kubikwurzeln 
der ganzen Zahlen von 1 bis 1000 angegeben sind, auch die Werte der Logarith- 
men, der Kreisfunktionen und der Hyperbelfunktionen zusammengestellt sind. Man 
findet solche Zusammenstellungen z. B. in dem von dem Verein „Hütte“ heraus- 
gegebenen „Taschenbuch des Ingenieurs“. 
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oberhalb, für æ > 1 aber unterhalb der mit dem größeren n.*) Nähert 
sich z als stetige Variable der Grenze + oo (vgl. 8. 15), so gilt auch 
lim y = + 00; ebenso folgt für lim z = — œ als Verhalten der Funktion 
limy = + œ, wo das obere Zeichen für gerades n, das untere für unge- 
rades n gilt. Wir können demnach in diesem Falle + oo und — œ auch 
noch als Argumente x zulassen, denen dann die „Werte“ + oo bzw. + © 
der Funktion entsprechen. 

Zufolge der Stetigkeit und Monotonie nimmt unsere Funktion y = x”, 
die bei z = 0 verschwindet und für lim 2 = + oo selbst den „Wert“ 
+ œ annimmt, jeden beliebigen nicht-negativen Wert y für ein und nur 
ein bestimmtes nicht-negatives Argument x an (S. 17). Wir können dem- 
nach die Beziehung zwischen den beiden Variablen x und y auch so 
auffassen, dab jedem willkürlich gewählten nicht-negativen y eine be- 
stimmte Zahl x zugeordnet ist; dann also ist y als unabhängig und x als 
abhängig gedacht, und x wird zu einer Funktion z = p(y) des Argu- 
mentes y. 

Zur geometrischen Deutung dieser Funktion x = p(y) haben wir 
die Kurve der ursprünglichen Funktion y = f(x) so konstruiert zu denken, 
daß wir die Zahlenwerte y als Abszissen auf der y-Achse abtragen und 
dann allemal die zugehörigen Funktionswerte x als Ordinaten senkrecht 
zur y-Achse errichten. Dies würde indessen dem bisherigen Brauche 
widersprechen. Wir ziehen demnach vor, unter Austausch der Bezeich- 
nungen x und y die Gleichung x = p(y) in die Gestalt y = p(x) umzu- 
schreiben, tragen nun wieder die Argumente x auf der ursprünglichen 
x-Achse ab und errichten die y als Ordinaten senkrecht. Die entstehende 
Kurve ist dann offenbar einfach das Spiegelbild der Kurve der ursprüng- 
lichen Funktion y = f(x) an der in Fig. 2 gezeichneten und durch y =x% 
dargestellten Winkelhalbierenden des Achsenkreuzes. So entstehen ins- 
besondere aus den drei in Fig. 2 gezeichneten Kurven der Funktionen 
x, x°, x* die drei in der Figur gleichfalls angegebenen Kurven, welche 
die Bezeichnungen Vz, Vz, Vz tragen. 

Den hier vollzogenen Übergang von der Funktion f(x) zur Funktion 
p(x) nennen wir „Inversion“ oder „Umkehrung“ der Funktion f(x), und 
entsprechend heißt g(x) die zu f(x) „inverse“ oder „umgekehrte Funktion“. 
Es ist selbstverständlich, daß jede von beiden Funktionen die inverse 
der anderen ist, wie denn natürlich die Kurve der Funktion g(x) durch 
Spiegelung an der genannten Winkelhalbierenden wieder in die erste 
Lage, d. i. in die Kurve von f(x) zurückkehrt. 


. . *) Die Richtung nach oben ist entsprechend den Zeichnungen an der Wandtafel 
diejenige der positiven y-Achse. 
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Wenn wir eben der Einfachheit wegen die Umkehrung unserer be- 
sonderen Funktion z” nur auf die nicht-negativen Werte von x und y 
bezogen, so kann diese Beschränkung jetzt hinterher leicht abgestreift 
werden. Wir haben in Fig. 2 die Kurven sogleich in ihrem ganzen zur 
Abbildunggelangen- 
den Verlaufe an der 
Winkelhalbierenden 
gespiegelt und übri- 
gens in Fig. 3 noch- 
mals für die beiden 
niedersten Fälle n=2 
und n=3unter Wahl 
von 1 cm als Längen- 
einheit die Kurven 
der zu x” inversen 
J Funktionen darge- 
stellt. Hier kommt 
wieder der Unter- 
schied zwischen ge- 
raden und ungeraden Zahlen n zur Geltung. Im Falle eines geraden » ist 
die Kurve zur x-Achse symmetrisch, liefert für jedes x >O zwei nur im 
Vorzeichen verschiedene y, für x = 0 nur den einen Wert y = 0 und 
endlich für x < 0 überhaupt keinen zugehörigen Funktionswert. Wir 
haben hier zum ersten Male die Gelegenheit, den Fall zu beobachten, 
daß jedem einzelnen Argumente x mehr als ein Funktionswert zugeordnet 
ist. Man wird es sofort verstehen, wenn wir für gerades n die zu æ in 
verse Funktion bei allen x>0O als „gweideutig“, bei x= Q als „eindeutig“ 
und folgerecht für æ < 0 als „nulldeutig“ bezeichnen. Eine Beeinträch- 
tigung der Bedeutung aller unserer bisherigen Betrachtungen über 
Stetigkeit, Monotonie usw. durch das Auftreten der „Mehrdeutigkeit“ 
ist keineswegs zu befürchten. So werden sich z. B. bei der eben be- 
trachteten für æ> 0 zweideutigen Funktion alle positiven Werte y 
(und ebenso alle negativen) zu einer eindeutigen Funktion zusammen- 
fügen, auf die jene Betrachtungen unmittelbar Anwendung finden. Den 
Fall einer ungeraden Zahl n veranschauliche man sich am Beispiele 


Fig. 8. 


n = 3, welches die in Fig. 3 mit der Bezeichnung Yz bezeichnete Kurve 
liefert. Jetzt ist die zu x inverse Funktion für alle x eindeutig und 
liefert eine stetige, mit wachsendem x beständig wachsende Funktion. 
Rechnerisch haben wir hier mit bekannten und sehr einfachen Dingen 
zu tun, die uns aber auch noch zu ein paar neuen Benennungen hin- 
führen sollen. Indem wir in der Gleichung y = x” den Wechsel der Be- 
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zeichnungen der Variablen vornehmen, erscheint die zugehörige inverse 
Funktion y von x mit & verknüpft durch die Gleichung y” — z = 0. 
Wenn wie hier y als Funktion von æ durch Nullsetzen eines x und y um- 
fassenden Ausdrucks erklärt ist, so sagen wir, y sei „unentwickelt“ oder 
„implizite“ als Funktion von x gegeben. Die Ausrechnung von y aus der 
Gleichung würde uns dann die Funktion, wie man sagt, „entwickelt“ oder 
„explizite“, d. h. in unserer bisher gedachten Gestalt y = p(x) ergeben. 
Im vorliegenden Falle ist nun, wenn wir das Zeichen der Radizierung 
gebrauchen, einfach y = Yx die entwickelte Darstellung der Funktion, 
so daß wir in x” und Yx ein erstes Beispiel zweier zueinander inverser 
Funktionen vor uns haben. 
Auch die Potenzen mit negativen Exponenten: 


@) y„-r'-: 
führen uns noch zu einer bisher nicht betrachteten Tatsache. Die Funk- 
tion (2) ist für jedes von O verschiedene Argument eine bestimmte Zahl 
y; aber für x = 0 gibt es, da die Division durch O unstatthaft ist, keine 
zugehörige Zahl y, so daß die Funktion (2) zunächst nur für die von O 
verschiedenen Argumente x erklärt ist. Nähert sich nun x als stetig ab- 
nehmende Variable der Grenze 0, so gilt, wie wir sahen, dasselbe von g”, 
und also wird sich y = x”" stetig der Grenze + oo nähern (vgl. S. 15). 
Nähert sich x als stetig wachsende Variable oder, wie wir im Anschluß 
an die Zahlenlinie sagen können, von links her der Grenze 0, so wird 
entsprechend lim y = + œ oder =— œ, je nachdem n gerade oder unge- 
rade ist. Wir wollen in diesem Falle den Punkt x = O der Zahlenlinie 
oder der x-Achse als einen „Unendlichkeitspunkt“ der Funktion begeichnen.*) 

Für lim z= -+ oo und ebenso für lim z =— oo nähert sich die Funktion y 
stetig der Grenze 0. Hier können wir also auch wieder + oo und — oo 
als Argumente x zulassen, denen beide Male der Funktionswert y = 0 
entspricht. 

Weitere Ausführungen über die Funktionen (2) wird man mühelos 


*) Die betrachtete Funktion ist zwar (zufolge des Satzes von 8. 21) in jedem 
Intervalle o<a<x<b gleichmäßig stetig; doch gilt dies nicht für das abge- 
schlossene Intervall O<x<b, da ja die Funktion im linken Endpunkte dieses 
Intervalles unendlich wird und die Erklärung der gleichmäßigen Stetigkeit in 
einem abgeschlossenen Intervalle die Endlichkeit der Funktion daselbst zur Voraus- 
setzung hat. Etwas schwieriger ist einzusehen, daß unsere Funktion auch in dem 
linksseitig „nicht-abgeschlossenen“ Intervalle 0 <x<d nicht gleichmäßig stetig 
ist; doch gehen wir hierauf nicht näher ein, da die gleichmäßige Stetigkeit oben 
nur für abgeschlossene Intervalle erklärt wurde. 
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hinzufügen. In Fig. 4 sind die zugehörigen Kurven für n= 1 und n=2 
gegeben, wobei man im ersten Falle mit einer auf ihre Asymptoten als 
Koordinatenachsen bezogenen gleichseitigen Hyperbel zu tun hat.*) Wir 
erkennen nach den allgemeinen Sätzen (s. 8.21) sofort, daß die Funktion 
y=&7* in einem Intervalle O<a<xz<b stetig, monoton und mit 


Fig. 4. 


wachsenden x beständig abnehmend ist. In diesem Intervalle nimmt 
z. B. die Funktion y = x”! jeden zwischen db’! und a”! gelegenen Wert y 
einmal und nur einmal an, nämlich einfach an der Stelle x = y7 t. 
Den Übergang zu den mit (2) inversen Funktionen: 
1 

3 en = 
(8) y 7% 
wolle man sich durch Spiegelung der Kurve der Funktion (2) an der 
Winkelhalbierenden des Koordinatenkreuzes veranschaulichen. Dabei ist 
wieder die Fallunterscheidung der geraden und ungeraden n zu treffen; 
die Funktionen (3) haben bei z =O einen Unendlichkeitspunkt, sind 
übrigens in jedem den Unendlichkeitspunkt nicht enthaltenden abgeschlos- 
senen Intervalle ‚stetig usw. 


*) Als meee en wir hier 2cm Ra 
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10. Inhaltsberechnungen bei der gleichseitigen Hyperbel. Die 
S. 24 ff. über die Flächeninhalte gegebenen Ausführungen passen un- 
mittelbar auf den zur rechten Seite der y-Achse gelegenen Zweig der 
gleichseitigen Hyperbel, durch welche wir soeben die Funktion y = «7! 
veranschaulichten. Ist æ irgend eine von O verschiedene positive Zahl, 
so hat das Ebenenstück, welches durch die zu diesem x gehörende 
Hyperbelordinate y„=x!, durch die beim Argumente 1 eintretende Ordi- 
nate y = 1, sowie durch die zwischenliegenden Teile der Hyperbel und 
der x-Achse eingegrenzt ist, einen bestimmten von x abhängenden Inhalt. 
Wir wollen unter f(x) den Zahlenwert dieses Inhaltes verstehen, falls 
æ > l ist; für z < 1 sei dagegen f(x) der mit negativem Vorzeichen ver- 
sehene Zahlenwert dieses Inhaltes. Hierdurch ist jeder von O verschie- 
denen positiven Zahl x eine bestimmte Zahl f(x) zugeordnet, und zwar 
ist f(x) <O für 0<x<1 und f(x) >O für v > 1, während f(1) = 0 
gilt. Dadurch, daß wir f(x) für 0< x< i mit der negativ genommenen 
Inhaltszahl des Ebenenstücks gleichsetzten, erreichen wir, daß die Funk- 
tion f(x) für alle «>0, d. h. soweit die Funktion überhaupt erklärt ist, 
„monoton“ und mit wachsendem x „beständig wachsend“ ist. Sicher ist 
auch f(x) in jedem Intervalle O0 <a <x<b „stetig“. Offenbar ist näm- 
lich (fix) — f(z,)) für irgend zwei diesem Intervalle entnommene z, und 
%>x, der Inhalt des von der Hyperbel, der z-Achse und den bei x, 
und x, gelegenen Ordinaten eingegrenzten Flächenstücks. Dieses Stück 
aber ist ein Teil des über der gleichen Grundlinie errichteten Rechtecks 


der Höhe x7!. Da nun x, > a und also z7!< a! gilt, so folgt: 


ra) - fa) = fa) Fa) <a aa) S a 2]. 

Es wird demnach |f(x,) — f(&,)| < ò zutreffen, so oft |y—2,| <A ist, 
unter 4 die von O verschiedene Zahl a - ö verstanden. Daraus aber folgt 
die Stetigkeit von f(x) im fraglichen Intervall. 

Um über die Werte der Funktion f(x) in der Nähe der Stelle z = 1 
einige Angaben zu machen, haben wir in Fig. 5 (S. 34) unter Wahl von 
1 dm als Längeneinheit die Hyperbel im Intervall 1<x< 3 gezeichnet 
und die aus einer Reziprokentafel entnommenen Ördinaten für x = 1,0; 
11; 1,2;...;3 in die Figur eingetragen.*) Wollen wir nun etwa nach 
den Methoden von S. 24ff. den Inhalt f(2) näherungsweise berechnen, so 
setzen wir unter Benutzung der damals gebrauchten Bezeichnungen im 
Anschluß an Fig. 5: 


*) Um mit der Breite der Druckseite zu reichen, sind die beiden durch 
n=2 getrennten Hälften des Intervalles übereinander getragen, wobei für die 
rechte Hälfte des Intervalles Abszissen und ÖOrdinaten durch Einklammerung 
kenntlich gemacht sind. 
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n = 10, h= ġ, Y= 1, y= 0,9091, .. , 90 = 0,5. 
Die beiden S. 24 mit A,, und B,, bezeichneten Näherungswerte bestim- 
men sich daraufhin mit Hilfe der Rechenmaschine in ein paar Sekunden 
zu A, = 0,6688 und B,, = 0,7188, überall auf vier Dezimalstellen ge- 
kürzt; es gilt somit: 
0,6688 < f (2) < 0,7188. 

Die hier erzielte Annäherung ist nur erst eine sehr rohe, da die 
beiden Schranken noch um 5 Einheiten der zweiten Dezimalstelle diffe- 
rieren. Eine weit bessere Annäherung erzielen wir dadurch, daß wir den 
Hyperbelbogen, der den einzelnen der zehn Streifen 
oben begrenzt, durch seine Sehne, die oberhalb des 
Hyperbelbogens liegt, ersetzen. An Stelle des Streifens 
tritt dann ein nur wenig größeres 
Trapez. Für die Summe der zehn 
Trapezinhalte rechnen wir leicht 
den Betrag Bo = 0,6938 aus. 
Zeichnen wir uns andrerseits im 


(0,4545) 


H) 


Fig: 5. 


einzelnen Streifen die in der Mitte verlaufende Ordinate und in ihrem 
Endpunkte die Hyperbeltangente, so grenzt diese ein etwas zu kleines 
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Trapez ein, dessen Flächenzahl die durch 10 geteilte Länge der inmitten 
gelegenen Ordinate ist. Die Reziprokentafel liefert darauf hin die untere 
Schranke Aio = 0,6928. Man findet so: 


0,6928 < f (2) < 0,6938 


als bereits weit bessere Annäherung. Aus späteren Rechnungen ergibt 
sich der Wert von f(2) auf vier Dezimalstellen zu: 


f(2) = 0,6931. 


Berechnet man nach der letzten Methode aus den weiter in Fig. 5 
angegebenen Ordinaten, sowie den aus der Reziprokentafel hervorgehen- 
den Hyperbelordinaten für æ = 2,05; 2,15; ....; 2,95 den Flächeninhalt 
f(3) — f(2), so findet sich hierfür die gute Annäherung: 


0,4054 < f(3) — f(2) < 0,4059, 
woraus für den Wert f(3) mit Rücksicht auf f(2) = 0,6931 folgt: 
1,0985 < f(8) < 1,0990. 


Tatsächlich ist der auf vier Stellen gekürzte Wert von /(3) gleich 1,0986. 

Da f(x) mit x beständig wächst und stetig ist, so gibt es zwischen 
2 und 3 eine bestimmte Zahl x, für welche f(x) = 1 ist. Diese weiterhin 
sehr wichtige Zahl bezeichnen wir mit e und wollen gleich einen Näherungs- 
wert derselben feststellen. Zu diesem Zwecke berechnen wir uns für die 
zwischen 2 und 3 gelegenen Argumente nach unserer Methode die Funk- 
tionswerte f(2,1), f(2,2), /(2,3),. . . und stellen im Laufe dieser Rechnung 
leicht fest, daß f(2,7) = 0,9933, also <1 und f(2,8)= 1,0296, also > 1, 
ist. Hieraus folgt 2,7 < e < 2,8. Ersetzen wir nun die gleich zu zeich- 
nende Kurve der Funktion f(x) im Intervall 27 < x < 2,8 durch ihre 
zugehörige Sehne, so wird die Ordinate dieser Sehne zufolge einer ein- 
fachen Ähnlichkeitsbetrachtung bei demjenigen Werte x= e gleich 1 
werden, der aus der Proportion 


(29 — 1) : (1 — f2D) = (2,8 — e) : (e — 2,7) 
folgt. Hieraus berechnet sich als Näherungswert von e: 
(1) e = 2,1183, 
der, wie wir noch sehen werden, in der Tat die Zahl e auf vier Stellen 
genau angibt. 
In Fig. 6 ist die Kurve unserer Funktion f(x) in der Umgebung von 
z= 1 dargestellt; die Zeichnung kann natürlich mit der Genauigkeit der 


vorstehenden numerischen Angaben nicht entfernt wetteifern. Für die 
3* 
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Fortsetzung der Kurve von y = 1 nach links haben wir übrigens bei 
1 
= 
Gebrauch gemacht. Die Längeneinheit ist hier gleich 2 cm gewählt. 


der Zeiehnung sogleich von dem bald zu beweisenden Gesetze f ( ) = — f(x) 


Fig. 6. 


11. Additionstheorem für die Inhaltsfunktion f (æ) bei der gleich- 
seitigen Hyperbel. Für die in § 10 betrachtete Funktion f(x) existiert 
ein wichtiges Theorem, das auf einer einfachen Eigenschaft der Hyperbel 
beruht. Ist u irgend eine positive Zahl*), so wird durch die Trans- 
formation: 

(1) d= yur, y =u 'y 

ein Punkt (x, y) stets in einen Punkt («’, y) übergeführt, der in dem- 
selben durch die Koordinatenachsen eingegrenzten Quadranten liegt. Gilt 
insbesondere x - y = 1, so folgt auch z: y = 1 und umgekehrt. Hieraus 
aber ist zu entnehmen, daß der zur Erklärung der Funktion f(x) benutzte 
Hyperbelzweig durch die Transformation (1) in sich übergeführt wird. 

Die Transformation (1) ordnet sich nun der noch etwas allgemeineren 
Transformation (11) S. 27 unter. Sind z, und z, > x, irgend zwei posi- 
tive Zahlen, so folgt aus den Entwicklungen von S. 26 ff., daß unser oft 
genanntes Ebenenstück des Inhaltes (f(x,) — f(x,)) durch die Transforma- 


*) Bei Gebrauch dieser Sprechweise soll die Zahl 0 stets ausgeschlossen sein; 
ist u = 0 zugelassen, so sprechen wir von einer „nicht-negativen‘“ Zahl u. 
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tion (1) in ein ähnliches zu den Abszissen z; = ug, 2, = ux, gehören- 
des Stück übergeführt wird, welches zufolge des eben ausgesprochenen 
Satzes oberhalb wieder durch die Hyperbel begrenzt wird. Nach dem 
Schlußsatz von § 8, S. 27, bleibt der Inhalt des Flächenstücks bei dieser 
Transformation unverändert, so daß die Relation: 


(2) flur) — f (uz) = f) — fa) 
besteht. Die Bedingung x, > x, ist hierbei übrigens keineswegs wesent- 
lich; offenbar gilt (2) auch für z, = x, und für v, < 3, d. h. also für 
irgend drei positive Zahlen &,, %,, W. 

Als Beispiel wählen wir zunächst ,—=1,,=2,u= x! und er- 
halten das Gesetz: 


1 

8) f(z) =- ro, 
das wir schon vorhin bei der Zeichnung der Kurve benutzten. 

Wir wählen zweitens æ, = 1 und gebrauchen hernach statt u wieder 
die Bezeichnung z, wodurch sich: 
(4) fa -%) = f(x) + flra) 
ergibt. Ersetzen wir hier x, durch das Produkt 2, x, irgend zweier 
positiver Zahlen z, x,, so folgt: 

Tea &g 03) = Fear) + Far 2) = Flo) + Fl) + FR). 
Offenbar ergibt sich durch Wiederholung der gleichen Überlegung für 
jede Anzahl % positiver Zahlen &,, Lo, ..,%,: 
(5) far 2) = F) Fa) rt Fe). 

In dieser Gleichung kommt das „Additionstheorem“ der Funktion f(x) 
zum Ausdruck: Durch Addition von irgend n Funktionswerten f(x), 
(23), ...,f(@,) erhält man den Funktionswert, welcher dem Produkte 
T, £y- X, der n Argumente £i, 2g, `- `, L, entspricht. 

Sind alle n Argumente einander gleich, so folgt: 
(6) fæ) =n- fla). 
Diese Formel gilt auch für n = 0, da f(2°) = f(1) = 0 ist, sowie zufolge 
(3) auch für die negativen ganzen Zahlen n. Setzen wir, unter n wieder 
eine positive ganze Zahl verstanden, x” = x,, so können wir auch x, be- 


liebig positiv wählen und haben dann nach $. 29 immer eine eindeutig 
1 


zugehörige positive Zahl x —Ya, = x*, für welche q" = x, zutrifft. Glei- 
chung (6) liefert /(x,) =n -f(Va,) oder, wenn wir den Index fortlassen: 


€) SAR i fa): 
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Tragen wir endlich in f(x”) = m - f(x), unter m irgend eine ganze Zahl *) 
verstanden, Yx an Stelle von z ein, so folgt unter Benutzung von (7): 


m 1 
fhe") m-rler) =" fa). 
Also gilt der Satz: Ist a irgend eine rationale Zahl, so ist: 
(8) fa) = a: f(a). 

Wir können jetzt beweisen, daß die Zahl e, für welche f(e) = 1 ist, 
identisch ist mit der in (T) S. 12 erklärten Zahl e. Ist x> 1, so bedeutet 
f(x) den Inhalt eines oben durch die Hyperbel begrenzten Flächenstücks 
der Grundlinie (x—1) und der seitlichen Ordinaten 1 und z-'. Es liegt 


also f(x) zwischen den Rechtecken der gemeinsamen Grundlinie (x — 1) 
und der Höhen 1 bzw. %71: 


(N) -at < fl <x — i. 
Ist n eine positive ganze Zahl, so ist v = 1 + + > 1, so daß die vor- 


stehende Ungleichung für dieses x gilt: 
1 1 


Multiplizieren wir mit der positiven Zahl n, so folgt mit Benutzung 
von (8): 
1 ı1\" 
— <r[l1+4)]<ı: 


1+- 


Für lim n = + œ nähert sich die linke Seite dieser Ungleichung der auf 
der rechten Seite stehenden Zahl 1 als Grenze, während sich das Argu- 
ment der Funktion f der in (7) 8. 12 erklärten Grenze e nähert. Aus der 
Stetigkeit der Funktion (s. 8.18) folgt also für dieses e die Gleichung 
f(e) = 1, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Es ist bislang noch nicht festgestellt, wie sich f(x) verhält, falls æ 
als stetige Variable sich der Grenze + co nähert. Ist œ eine beliebig 
groB gewählte Zahl und a eine rationale Zahl, die > œ ist, so ist zufolge 
(8) offenbar f(x) > œ, sobald x > e* ist. Hieraus ergeben sich die Eigen- 
schaften: 


(9) lim f(x) = + œ, lim f(z) = — œ, 


da die zweite Gleichung auf Grund von (3) aus der ersten soeben be- 


*), D. i. eine positive oder negative ganze Zahl oder die Zahl 0. 
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wiesenen folgt. Die in Fig. 6 begonnene Kurve unserer Funktion f(z) 
setzt sich somit nach rechts in der Art fort, daß die Ordinate y mit der 
Abszisse x über alle Grenzen wächst, während sich die Kurve nach links 
hin der negativen y-Achse „asymplotisch“ nähert. Bei der Monotonie und 
und Stetigkeit der Funktion können wir das Ergeb- 
nis auch dahin aussprechen, daß jede beliebig gewählte 
Zahl y als Funktionswert bei einem und nur einem 
Argumente & eintritt. 


12. Die natürliche Exponentialfanktion e” und 
der natürliche Logarithmus In &. Die letzten Sätze 
werden grundlegend, wenn wir jetzt die zu f(x) in- 
verse Funktion g(x) betrachten. Wir haben in Fig. 7 
sogleich die Kurve dieser Funktion g(x) durch 
Spiegelung der Kurve von f(x) an der Winkel- 
halbierenden des Achsenkreuzes hergestellt 
(vgl. 8.29), wobei wir als Längen- 
einheit 2 cm wählten.*) Wir er- 
kennen sofort: 
Die Funktion 
px) isteine für 
unbeschränktes 
x erklärte ein- 
deutige Funk- 
tion, die stetig 
und mit wach- 
sendem x be- 
ständig wach- 
send ist; für 

z< oO gilt 
0< g(£)<1, 
für &>0 aber 
p(X)>1, und endlich bestehen die Gleichungen: 


Fig. 7. 


(1) ọ(0)=1, limø(r)=0, lmgy(z)— +œ. 
r=- z= +o 


Setzt man z = e in (8) S. 38 ein, so folgt wegen f (e)=1 die Glei- 


) Eini o p DEA a % = r 
der Figur A E e ezimalstellen gekürzte Werte der Funktion p(x) sind in 
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ú 


chung f(e*) =a und nach Inversion e = g(a). Die Funktion (x) hat 
demnach für jedes „rationale“ & einfach die Bedeutung: 


(2) ya) ec, 

wie sich diese Bedeutung aus dem elementaren Polenzbegriff (unter Erweite- 
rung auf gebrochene Exponenten) ergibt. Es ist also für den „rationalen“ 
Bruch 2 = = der Wert (x) gleich der positiven Zahl Ye”, während mit 
einer Potenz e eines „irrationalen“ Exponenten aus dem Potenzbegriff 
allein überhaupt kein Sinn verknüpft werden kann. Der Bequemlichkeit 
halber wollen wir jedoch fortan das Symbol e auch bei „irrationalem“ x 
als besondere Bezeichnung unserer für „alle“ x erklärten Funktion p(x) bei- 
behalten. Im Anschluß an diese Bezeichnung e" nennen wir p(x) = č 
fortan „Exponentialfunktion“, und zwar zum Unterschiede von anderen in 
$13 zu betrachtenden Exponentialfunktionen „natürliche Exponentialfunk- 
tion“, da sie unter allen Funktionen dieser Art, wie später gezeigt wird, 
das „natürlichste“, d. i. das einfachste Verhalten zeigt. 

Die für „rationales“ x gedachte Gleichung eœ = y invertiert die Ele- 
mentarmathematik in x =logy und bezeichnet x als den „Logarith- 
mus“ von y oder vom „Numerus“ y zur „Basis“ e. Im Anschluß an die 
Benennung „natürliche“ Exponentialfunktion sagt man auch kurz, v sei 
der „natürliche“ Logarithmus (logarithmus naturalis) von y, und schreibt 
abkürzend x = ln y. Diese Bezeichnung In, welche sich in der Elementar- 
mathematik (soweit dieselbe ohne den Grenzbegriff arbeitet) nur auf die 
Fälle „rationaler“ Funktionswerte beziehen kann, wollen wir allgemein 
für die zu e* inverse Funktion In x beibehalten. Wir bezeichnen also die 
mit Hilfe der gleichseitigen Hyperbel für „alle positiven“ x erklärte eindeutige 
Funktion f(x) durch das Symbol In x und nennen sie den „natürlichen 
Logarithmus“ von x. 


Wir wollen schließlich noch das „Additionstheorem des natürlichen 
Logarithmus“: 


ln (y, -Yai Ya) = la y, + ln ya t-i Hin ye 
in ein entsprechendes Theorem für die Exponentialfunktion e” umrech- 
nen. Setzen wir In y, = æ, und also y, = e"*, so folgt: 
ln (y Y2 Yn) = (E, H2 HH Ry). 
Durch Inversion ergibt sich: 
Ya Ya e Y yon 
oder, wenn wir auch links die y durch die x ausdrücken: 


(3) en. er... Fn = eht tat tan 
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Das „Additionstheorem“ der Funktion e” lautet also: Die natürliche Ex- 
ponentialfunktion, gebildet für die „Summe“ von n Argumenten, ist gleich 
dem „Produkt“ der Funktionswerte, die den einzelnen Argumenten sngehören. 


13. Der Logarithmus *log x und die Exponentialfunktion b". Mittelst 
der Funktion In & und einer endlichen, von O verschiedenen Zahl u sei 
jetzt eine neue Funktion durch: 


(1) f)=-u.lhz 
erklärt, und zwar wie In x selbst für alle positiven Argumente x und 
nur für diese. Die Funktion fix) ist für alle x>0 eindeutig und stetig,*) 
und zwar durchläuft sie, wenn x stetig wachsend alle positiven Werte be- 
schreibt, alle reellen Zahlen stetig und beständig wachsend oder abnehmend, 
je nachdem u > 0 oder u <0 ist. Die Kurve der neuen Funktion geht 
aus der In-Kurve (Fig. 6, 5. 36) dadurch hervor, daß man die Ordinaten 
der In-Kurve nach dem Verhältnis |ui: 1 ändert und dann, sofern u <0 
ist, die geänderte Kurve noch an der x-Achse spiegelt. 

Der reziproke Wert von u ist gleichfalls endlich und von O ver- 


schieden. Die durch die Gleichung: 
1 


(2) b= ei 
eindeutig bestimmte Zahl b ist demnach endlich und von 1 verschieden, 
und zwar gilt O<b<1 für u <0 oder b > 1 für u >Q. Durch diese 
Zahl b stellt sich der Faktor u in der Form: 

1 
8) We, 
dar, so daß wir an Stelle von (1) auch: 


(4) fe)= (5) -Iing 


schreiben können und in b dasjenige Argument der Funktion f(x) er- 
kennen, für welches f(b) = 1 ist. 

Die zu f(x) inverse Funktion p(x) bestimmt sich aus: 
à z=u: ny oder ny=x-Inb 
in der Gestalt: 
(8) y-yla)=er".. 
Diese für unbeschränkt variables & erklärte Funktion ist eindeutig und stetig; 
und sie durchläuft, wenn x stetig wachsend alle Werte beschreibt, alle „posi- 
tiven“ Werte beständig wachsend oder abnehmend, je nachdem b > 1 oder 


*) Betreffs der Stetigkeit können wir uns etwa auf den Satz von 8. 21 be- 
rufen, indem wir p(x)=u und (x) =ln æ setzen. 


Fricke, Differential- u. Integralrechuung. I. kiaz 


42 Einleitung. Zahlen, Variable und Funktionen [13 


<1 ist. Ibre Kurve geht aus der von f(x) natürlich wieder durch die 
bekannte Spiegelung hervor. Im übrigen notieren wir noch das aus 
ln (y~?) = — ln y für die Funktion sich ergebende Gesetz: 

~s -n 1 —z:lnb _ 1 "O 
(6) p(— zx) = Se oder € = am 

Für jede rationale Zahl a gilt In (a°) = a » In x, woraus durch Multi- 
plikation mit u sich f(a*) = a - f(x) ergibt. Setzen wir hier z = b ein, 
so folgt wegen f(b) = 1 sofort /(b*) = a und also durch Inversion: 

p(a)=b" oder ga) = b" 
als für jedes rationale x gültig. Wir behalten nun gleich wieder auch 
für die irrationalen x das aus dem Potenzbegriff nicht erklärbare Symbol 
b? als Bezeichnung unserer Funktion mit (x) bei: 
(1) pla) = em = 
und nennen sie „Zaxpcnentialfunktion der Basis b“. 

Entsprechend nehmen wir die für rationale x in der Elementar- 
mathematik vollzogene Umkehrung von b” = y in x = *log y zum Anlaß, 
unsere Funktion f(x) nicht nur für ihre rationalen, sondern auch für ihre 
irrationalen Werte, d. h. für „alle“ Argumente x >O durch das Symbol 
log x zu bezeichnen: 


(8) fd) = (3) -In z = "log x, 


sowie weiterhin als den „Logarilhmus der Basis W“ von x zu benennen. 
Die Zusammenstellung der zu einem System von Zahlen x gehörenden 
Zahlen y = log x nennt man „Logarithmensystem der Basis b“. Aus (8) 
ergibt sich: Das Logarithmensystem einer belübigen (jedoch von 1 ver- 
schiedenen) positiven Basis b berechnet sich aus dem natürlichen Logarith- 
mensystem, indem nıan jede Zahl In x mit dem Faktor: 
(9) Ho Ti y 
dem sogenannten „Modul“ des Logarilhmensystems der basis b multipliziert. 
Für Zwecke numerischer Rechnungen hat das zur Basis b = 10 ge- 
hörende System der „Briggschen“ oder „dekadischen“ Logarithmen Vor- 
züge, welche in der Elementarmathematik erörtert werden. *) Da die 
Berechnung der natürlichen Logarithmen nach den Regeln von $ 10 und 
später zu entwickelnden Methoden am einfachsten ist, so hat man her- 
nach für den Übergang zu den dekadischen Logarithmen einen brauch- 


*, Unabhängigkeit der „Mantisse‘' von der Stellung des Dezimalkommas im 
„Numerus“, Bestimmtheit der „Kennziffer“ durch die Ziffernanzahl links vom 
Komma im Numerus. 
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baren Näherungswert für den Modul u,, dieser Logarithmen nötig. Wir 
wollen uns demnach sogleich hier einen solchen Näherungswert berechnen. 

Aus dem S. 35 angegebenen Werte In 3 = 1,0986 folgt nach dem 
Additionstheorem In 9 = 2,1972. Die Differenz (In 10—In 9) hatte ur- 
sprünglich die Bedeutung eines Flächeninhaltes, den wir unter Gebrauch 
der Bezeichnungen und Methoden von S. 34 in die beiden Schranken 

Aio = 39,08)! + 0,15771 40,28) +++. + 0,9579), 

Bu 7 Re) 
einschließen. Mittelst der Reziprokentafel stellt man leicht fest, daß die 
Zahlen Aio und Bio bereits in den ersten vier Dezimalstellen überein- 
stimmen und gleich 0,1054 sind. Somit findet sich: 

In 10 = ln 9 + 0,1054 = 2,3026. 
Der reziproke Wert von In 10 liefert uns den auf fünf Dezimalstellen 
genauen Wert des Moduls der dekadischen Logarithmen : 
(10) uio = 0,43429. 

Bezeichnet man die dekadischen Logarithmen unter Fortlassung der 
Basis kurz durch log x, so ist für die Bereehnung dieser Logarithmen 
aus den natürlichen die Gleichung zugrunde zu legen: 

(11) log x = 0,43429 - In x. 

Bei Anwendung dieser Gleichung muß man sich über die Genauig- 
keitsgrenzen klar werden, welche die Näherungswerte u,, und la æ für 
den zu berechnenden Näherungswert log x ergeben. Will man einer 
positiven Zahl a durch einen Näherungswert a, mit n Dezimalstellen so 
nahe als möglich kommen, so hat man bei Kürzung auf n Stellen be- 
kanntlich die n"? Stelle um eine Einheit zu erhöhen, falls in der (n+ 1) 
Stelle eine der Ziffern 5, 6, 7, 8, 9 steht. Es ergibt sich domnach : 

(12) a=a,+4%-10*r, —1<ə<1, 
wo & irgend eine Zahl des in der Ungleichung (12) angegebenen Inter- 
valls ist. Gilt nun entsprechend für eine zweite positive Zahl b die Dar- 


stellung: nn eh ee, 
so folgt bei ihrer Multiplikation: 

a-b=a,.b,„+*+(a,n-10°”+5,.9.10”%) +48n- 10-mtm, 
Benutzt man demnach a,b, als Näherungswert für a.b, so ist der 
Fehler jedenfalls absolut genommen nicht größer als: 

+(a,-10°= + bn: 1077) +4 10° @tm, 

Einige Werte Inv sind S. 35 auf vier Dezimalstellen angegeben. 

Um die zugehörigen dekadischen Logarithmen zu berechnen, ist somit 
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m= 4 und n= zu setzen, da für a, der Näherungswert (10) des Moduls 
Uio einzutragen ist; b, ersetzen wir zweckmäßig durch die Bezeichnung 
ln,- In diesem Falle ist der durch das Produkt 0,43429 - In, gegebene 
Näherungswert gegen den genauen Wert des dekadischen Logarithmus 
um eine Differenz fehlerhaft, deren Betrag kleiner ist als 


0,217145.10-* +4 In,- 1075 +4 10-°< 3- 1075 + 4 1n,-10=°. 
Ist dieser Betrag kleiner als fünf Einheiten der fünften Stelle: 
3-10-5+%1n,-10-°< 5-10-75, Iņ <4, 
was bei allen Numeris x < 54 zutrifft, so ist der erhaltene Näherungs- 


wert der genauste, den man bei Gebrauch von vier Dezimalstellen erzielen 
kann. Die als Beispiele dienenden Angaben: 


log 2 = 0,43429 . 0,6932 = 0,3031, 
log 3 = 0,43429 . 1,0986 = 0,4771, 
log 9 = 0,43429 . 2,1972 = 0,9542 


sind also in den ersten vier Dezimalstellen sicher, sobald man beim ab- 
gekürzten Multiplizieren der Näherungswerte auf Sicherheit der vierten 
Stelle Obacht gibt. 


14. Mechanische und graphische Rechenmethoden mittelst der 
Logarithmen. Auf dem Additionstheoreme des Logarithmus und seinen 
Folgerungen beruhen die Verwendungen, welche die Logarithmen für die 
Zwecke numerischer Rechnungen gefunden haben. Man bedient sich da- 
bei in erster Linie der Logarithmentafeln und zwar je nach der Genauig- 
keit, die man erzielen will, 7-stelliger, 5-stelliger oder 4-stelliger Tafeln. 
Ist selbst die mit 4-stelligen Tafeln erzielbare Genauigkeit der Rechnung 
nicht erforderlich, so bedient man sich weit schneller durchführbarer 
mechanischer und graphischer Methoden, denen das Additionstheorem 
des Logarithmus zugrunde liegt. Wir schalten hier einige Ausführungen 
zum Verständnis dieser Methoden ein. 

Man denke unter Benutzung von 1 dm als Längeneinheit die Kurve 
des dekadischen Logarithmus y = log x gezeichnet, projiziere den ein- 
zelnen Punkt (x, y) der Kurve mittelst eines Lotes auf die Ordinatenachse 
und denke am Fußpunkte des Lotes den zugehörigen Wert x der Abszisse 
angeschrieben. Die ganze Ordinatenachse ist dann Punkt für Punkt mit 
Zahlen x besetzt, und zwar kommen hierbei alle positiven Zahlen x und 
jede nur einmal zur Geltung; z. B. trägt der Punkt y = — 1 den Wert 
z=4,y=0 den Wetz=1, y = 03010... den Wetz=2, y=1 
den Wert z = 10 usw. Die in dieser Art mit Zahlen besetzte Gerade 
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nennen wir „die unendliche logaritlmische Skala“. Der obere Teil von 
Fig. 8 zeigt das Intervall O<y<1 dieser Skala; wir wollen diesen Teil 
der unendlichen Skala kurz als „die einfache logarithmische Skala“ be- 
zeichnen. Die ganzzahligen Werte x sind hier angeschrieben; zwischen 
z = Ď und z = 10 sind durch die Teilstriche auch noch die Zehntel mar- 
kiert, zwischen <= 2 und g = 5 die Zwanzigstel und zwischen g = 1 
und z = 2? sogar die Fünfzigstel. Eine weitere Unterteilung würde un- 
deutlich sein, ist auch bei der mit der logarithmischen Skala beabsich- 
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tigten Genauigkeit der numerischen Angaben entbehrlich. Versieht man 
das Intervall 1<y<2 mit denselben Teilstrichen, so haben, da allemal 
y + 1=log (10 -x) ist, an Stelle der Zahlen z= 1, 2, 3,..., 10 die Zahlen 
æ = 10, 20, 30, ..., 100 zu treten; hier schreitet also die Einteilung zu- 
nächst, d. h. bis x = 20, nach Fünfteln und von v = 50 ab nach Ein- 
heiten fort. Ebenso haben wir im Intervall — 1 < y <0 bei genau der- 
selben Unterteilung die Zahlen z= 1, 2, 3,..., 10 durch v= 01; 
0,2; 0,3; ...; 1 zu ersetzen usw. 

Für die praktischen Zwecke reicht man nun entweder bereits mit 
der in Fig. 8 dargestellten logarithmischen Skala oder mit zwei neben- 
einander gereihten Skalen dieser Art, die wir als eine „logaritmische 
Doppelskala“ bezeichnen wollen. Soll zunächst zu irgend einem „Numerus“ 
x der Logarithmus y = log x bestimmt werden, so teilen wir x durch 
eine solche Potenz 10” von 10, daß im Quotienten x eine (von O ver- 
schiedene) Ziffer links vom Komma steht. Die Entfernung des Punktes 
x der einfachen Skala vom linken Endpunkte dieser Skala bestimmt man 
mit dem in Fig. 8 zugefügten metrischen Maßstabe (in dm als Einheit) 
und erhält dadurch die Mantisse des gesuchten Logarithmus, während v 
die Kennziffer ist (die natürlich auch eine negative ganze Zahl sein kann). 
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Will man umgekehrt zu einem Logarithmus y den zugehörigen Numerus 
x = 10” gewinnen, so bringt man wieder den metrischen Maßstab der 
Längeneinheit (1 dm) mit der logarithmischen Skala zur Deckung, liest 
den zur Mantisse von y gehörenden Wert q” der logarithmischen Skala 
ab und setzt das Komma der Kennziffer entsprechend. Bei richtiger 
Schätzung der Zehntel zwischen den Teilstrichen ersetzt uns die logarith- 
mische Skala und ein in mm geteilter Maßstab der Längeneinheit (1 dm) 
eine dreistellige Logarithmentafel der Zahlen 1 bis 1000. 

Die Richtung wachsender Zahlen x (und y) wollen wir die „Aich- 
tung der Skala“ nennen. Man wolle nun zwei gleichgeriehtste unendliche 
Skalen über- oder nebeneinander lagern und zwar derart gegeneinander 
verschoben, daß der Nullpunkt y, = 0 der zweiten Skala mit dem Punkte 
y, = € der ersten Skala in Deckung ist. Dann gilt für je zwei in Deckung 
befindliche Punkte y, und y, die Gleichung y, = ya + ¢ und also für die 
beiden korrespondierenden Zahlen x, und æ, der Skalen: 


log z, = log z, + ¢ oder = = 10%. 


Sind also z,, 2, und x,', x, irgend zwei Paare in Deckung befindlicher 
Skalenpunkte, so folgt stets: 
(1) A E E 

Mittelst zweier gegeneinander verschiebbarer Skalen kann man dem- 
nach folgende Rechenaufgaben mechanisch lösen: Erstlich kann man zu 
drei positiven Zahlen a, b, c die vierte Proportionale bestimmen. Man bringt 
einfach durch Verschiebung der zweiten Skala den Punkt æ, =b mit 
dem Punkte x, = a der ersten Skala zur Deckung; der mit dem Punkte 
% = c der ersten Skala zusammenfallende Punkt x,’ der zweiten Skala 
ist die vierte Proportionale. Setzt man weiter 2=a,2,=1,2,=bin 
(1) ein, so folgt x’ =a -b. Daraus ergibt sich die „Multiplikationsregel“ : 
Um das Produkt zweier positiver Zahlen a, b zu bestimmen, bringe man 
den Punkt 1 der zweiten Skala mit dem Punkte a der ersten zur Deckung; 
der mit dem Punkte b der zweiten Skala zusammenfallende Punkt der ersten 
Skala ist das Produkt x =a-b. Man setze drittens = a, £ =b, ty =1 
und findet z’ =a :b und damit die „Divisionsregel“: Um den Quotienten 
zweier positiver Zahlen a und b zu bestimmen, bringe man den Punkt b 
der zweiten Skala mit dem Punkte a der ersten zur Deckung; der Punkt 1 
der zweiten Skala liefert dann als mit ihm zusammenfallenden Punkt der 
ersten Skala den Quotienten x = a: b. 

Es ist nun wichtig, daß man bei der mechanischen Ausführung der 
Rechnungen bereits mit zwei gegeneinander verschiebbaren logarithmischen 
„Doppelskalen“ auskommt, die, zum praktischen Gebrauch zweckmäßig 
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vorgerichtet, ein als „Zechenschieber“ bekanntes Instrument liefern*). Man 
wolle nämlich zunächst bei der Multiplikation die beiden positiven Fak- 
toren a und b durch die Potenzen 10“ und 10” derart teilen, daß die 
Quotienten a’ und b eine (von O verschiedene) Ziffer links vom Komma 
haben. Da das Produkt ab = (a’- 5’) 10“+? ist, so genügt die Kenntnis 
von &'- U, um unter entsprechender Versetzung des Komma auch a. b 
zu erhalten. Die Punkte a’ und b’ liegen nun in den linken Hälften der 
Doppelskalen und also der Punkt a’. b’ jedenfalls innerhalb der Doppel- 
skala. Man überträgt diese Betrachtung leicht auf die Division, wobei 
man, um in allen Fällen mit der Doppelskala zu reichen, den Punkt b’ 
der linken Hälfte der einen Skala mit dem Punkte a’ der rechten Hälfte 
der anderen zur Deckung zu bringen hat. Die Genauigkeitsgrenze ist 
bei der gebräuchlichen Größe der Rechenschieber dadurch festgelegt, daß 
man, sichere Zehntelschätzung vorausgesetzt, das Produkt oder den Quo- 
tienten zweier dreiziffriger Zahlen genau ablesen kann. 


Aufgaben. 1) Man lagere zwei entgegengesetzt gerichtete und gegeneinan- 
der verschiebbare logarithmische Doppelskalen aneinander und entwickle für diesen 
Fall die Regeln der Multiplikation und Division, und zwar zunächst für unend- 
liche Skalen und sodann für zwei Doppelskalen. 

2) Man denke mit der einzelnen Skala eine zweite nach doppeltem Maßstab 
(Längeneirheit = 2 dm) gezeichnete Skala unter Deckung der beiden Punkte z = 1 
zusammengelagert und überlege, wie diese Anordnung zur Berechnung der Quadrate 
und der Quadratwurzeln gegebener Zahlen zu verwenden ist. 


Man kann die logarithmische Skala mittelst eines graphischen Ver- 
fahrens auch zur Potenzierung und Radizierung verwerten. Wir wollen 
beide Rechnungsaufgaben gleich zusammenfassend so einkleiden, daß man 
zu einer gegebenen positiven Zahl v die zugehörige positive Zahl: 

(2) yo" 
berechnen soll, unter m und n positive ganze Zahlen verstanden. Aus 
(2) folgt durch Logarithmierung unter Gebrauch der Abkürzung log z = £, 


log y = q: 

(8) n=". 

Man deute & und y als rechtwinklige Koordinaten und denke auf Milli- 
meterpapier die der Gleichung (3) entsprechende Gerade, welche durch 
den Nullpunkt O und den Punkt (n, m) hindurchläuft, gezeichnet. Man 


lege dann die (unendliche) logarithmische Skala gleichgerichtet auf die 
&-Achse, indem man den Punkt 1 der Skala mit dem Nullpunkte O zur 


*) Zur Erinnerung an die Einrichtung des Rechenschiebers ist ein solcher im 
unteren Teile der Fig. 8 abgebildet; das Original ist aus Pappe hergestellt und 
wird von der Firma Gebr. Wichmann (Berlin) zu wohlfeilem Preise vertrieben. 
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Deckung bringt. Im vorgeschriebenen Punkte x der Skala (dem Punkte 
£ = log x der Abszissenachse) ist dann eine zweite (unendliche) loga- 
rithmische Skala parallel und gleichgerichtet der Ordinatenachse so auf- 
zulagern, daß die &-Achse auf dieser den Punkt 1 ausschneidet. Die Ge- 
rade (3) schneidet auf dieser zweiten Skala dann unmittelbar den gesuchten 
Wert y aus. 

Man kommt übrigens sehr leicht mit der einfachen logarithmischen 


Skala und der nur zwischen O und dem Punkte (1, ”) gezeichneten 


Strecke der Geraden (3) aus. Ist nämlich » die Kennziffer von $= log z, 
und gehört zu der zwischen O und 1 gelegenen Mantisse &, = Ë — v von 
log x die Ordinate n, der Geraden (3), so gilt (4 — 1o) : =m:n und also: 


erh 
Hieraus ergibt sich folgende einfache Regel: Man lagert eine logarith- 
mische Skala gleichgerichtet mit der &-Achse auf das Intervall O<&<1 
und ordnet eine zweite Skala an der Stelle ©, = x : 10°” der ersten zur 
n-Achse parallel und gleichgerichtet derart an, daß der Anfangspunkt 1 der 
gweilen Skala die zuvor auf Zehntelmillimeter abzuschätzende Ordinate 


v n hat; dann ist y der Schnittpunkt der Geraden (3) mit der zweiten 


Skala. Schneidet jedoch die Gerade (3) die „einfache“ Skala nicht, so ist 
die letztere nach oben oder nach unten um die zum Schnitt erforderliche 
Anzahl von Längeneinheiten (dm) zu verschieben), was einfach zur Wirkung 
hat, daß das Komma im Ergebnis y um die entsprechende Anzahl von 
Schritten nach rechts oder links zu verschieben ist. 


15. Die Messung der Kreisbogen, der Kreissektoren uud der 
Winkel. Auf dem Kreise des Radius 1 um den Nullpunkt der Koordinaten 


sei durch zwei Punkte P, und P, ein „Kreisbogen“ PB, eingegrenzt. 
Das durch diesen Bogen und die beiden Radien OP, und OP, einge- 
grenzte Flächenstück heißt der zugehörige „Kreissektor“ und der Winkel 
X P OP, der zum Bogen gehörige „Zentriwinkel“. Da die Kreisperipherie 
bei Drehung um den Mittelpunkt in sich selbst verschiebbar ist, so ist 


es möglich, zwei Kreisbogen P, P, und P,'P, durch Aufeinanderlagerung 
in bezug auf ihre Größen miteinander zu vergleichen und auszusagen, ob 
sie einander gleich sind, oder welcher von ihnen größer ist. Man kann 


* Diese Verschiebung ist, falls die Gerade (3) auf Millimeterpapier gezeichnet 
ist, unmittelbar vollziehbar. 
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sogar irgend einen beliebigen Bogen zur Maßeinheit wählen, durch Zu- 
sammenlegung zweier, dreier usw. solcher Bogen Kreisbogen der Größe 
2, 3, . . . herstellen, auch einen Bogen in eine Anzahl gleicher Teilbogen 
paa denken*) usw. Tragen wir die Bogeneinheit etwa von dem 
Schnittpunkte A der positiven z-Achse mit der Peripherie in der Rich- 
tung gegen die positive y-Achse ab, so können wir demnach von A aus 
auch Bogen der Größen 2,3, .. ni auch der Größen 4, 4, 2, ab- 
messen. 

Ein Unterschied gegenüber der Zahlenlinie liegt hier freilich insofern 
vor, als der Kreis eine im Endlichen in sich zurücklaufende Linie ist. 
Bezeichnen wir, wie üblich, die Maßzahl für die halbe Peripherie mit x, 
so würden zunächst nur die dem Intervall O<s<2x angehörenden 
Zahlen s als Maßzahlen der Kreisbogen auftreten. Indessen hindert nichts, 
die Kreisbogen auch über die ganze Peripherie einmal, zweimal, ja be- 
liebig oft hinauswachsen zu lassen, wobei dann die Maßzahl s des Bogens 
nach der positiven Seite hin unbegrenzt erscheint. Auch können wir die- 
jenigen Bogen, welche wir von A aus in der Richtung gegen die nega- 
tive y-Achse auf dem Kreise abtragen, nach Analogie der Zahlenlinie mit 
negativen Maßzahlen s versehen und haben dann, indem wir auch nach 
dieser Seite hin die Peripherie beliebig oft umlaufen, die Maßzahl s auch 
nach der negativen Seite hin als unbegrenet anzusehen. 

Wie die Bogen, so können wir weiter auch die Kreissektoren unter- 
einander und ebenso auch die Zentriwinkel unter sich in bezug auf ihre 
Größe vergleichen, addieren, teilen und in einer Einheit messen, wobei 
wir leicht wieder die Vorstellung entwickeln, daß die Sektorgröße S 
und die Winkelgröße # nach beiden Seiten hin unbegrenzt sind. Ent- 
spricht die Maßeinheit der Sektoren, sowie auch die der Zentriwinkel 
der Bogeneinheit, so kommt, da dem n-fachen Bogen allemal auch der 
n-fache Sektor und Winkel, dem »'®* Teile des Bogens aber auch wieder 
der n* Teil des Sektors und des Winkels entsprechen, dies darauf hinaus, 
daß die Maßzahlen 8, # und s zusammengehöriger Sektoren, Zentriwinkel 
und Bogen stets gleich sind. Wählen wir jedoch andere Einheiten für die 
Sektoren- und Winkelmessung, so werden die Maßzahlen S der Sektoren 
und % der Winkel nur erst mit den Maßzahlen s der zugehörigen Bogen 
proportional sein: 

(U) Siam bist 

Wir besitzen uun bereits eine Einheit für die Messung der Sektoren, 

insofern diese Sektoren ebene Flächenstücke sind, die wir in der Flächen- 


*) Freilich ohne hier diese Teilung in jedem Falle mit Zirkel und Lineal 
durchführen zu können. 


Fricke, Ditterential- u. Integralrechnung. I 4 
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einheit (dem Quadrate der Längeneinheit) messen. Legen wir zu dem in 
Fig. 9 schraffierten Sektor das Dreieck OPR des Inhaltes 4 xy hinzu, 
so haben wir eine Fläche vor uns, zu deren Äusmessung wir sogar un- 
mittelbar die Grenzmethoden von 8. 24ff. 
(unter Austausch von x und y) anwenden 
können. Mit einem anderen Mittel als 
dem Begriff der „Grenze einer Zahlenreihe“ 
vermag auch die Elementarmathematik 
dem Inhalte der Kreisfläche nicht beizu- 
kommen. Sie arbeitet bekanntlich, um 
zunächst die ganze Kreisfläche auszu- 
messen, mit den Inhalten a, und b, des 
eingeschriebenen und des umgeschriebenen 
n-Ecks. Dabei erweisen sich die Zahlen- 
reihen. ag, a,, ... und by, ba, ... als 
monoton, und zwar ist die erste eine 
Reihe wachsender, die zweite eine Reihe abnehmender Zahlen, und es gilt 
für irgend zwei Indizes m und n stets a, <b,, während lim (b,— a,)=0 


n= 


zutrifft. Daraus geht dann (vgl. S. 24ff.) die Existenz einer gemeinsamen 
Grenze hervor, welche man mit x bezeichnet, und für welche man den 
Näherungswert findet: 


(2) x = lim a, = lim b, = 3,1415927 - - -. 


n=® 


Auch für die Winkelmessung gebraucht die Elementarmathematik 
eine besondere Einheit, nämlich den 90*® Teil des rechten Winkels, und 
nennt diese Einheit 1 Grad (19). 

Besonders bemerkenswert ist nun aber, daß die Elementarmathematik 
für die Messung der Kreisbogen ohne Bedenken die zunächst nur für die 
Messung „gerader“ Strecken bestimmte Längeneinheit benutzt. Die Zulässig- 
keit dieser Maßnahme begründen wir durch den Umstand, daß der Kreis 
erstlich (was wir bisher noch nicht besonders erwähnten) eine „stetige“ 
Linie ist, und weiter, daß derselbe in jedem Punkte eine bestimmte Tanyente 
hat, die, falls der Berührungspunkt stetig und ohne Umkehrung der Rich- 
tung über den Kreis hingeführt wird, ihre Richtung selbst „stetig“ und immer 
im „gleichen Drehungssinne“ (monoton) ändert. Denken wir uns die Tan- 
gente als einen biegsamen, aber nicht dehnbaren Faden, so erscheint es 
möglich, ein Stück des Fadens längs eines Kreisbogens aufzuwi«keln, 
der dann die Länge s des Stückes als „Bogenlänge“ erhält. Wir können 
auch umgekehrt den Kreisbogen auf einem Geradenstück abwiekeln, wie 
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man sagt, „rektifizieren“ und sprechen dann die Länge s des Geraden- 
stückes dem Kreisbogen als „Bogenlänge“ zu. 


In Fig. 10 sei AP irgend ein von 0 verschiedener Bogen, der kleiner 
als ein Quadrant ist. Es sei s die in der Längeneinheit gemessene Länge 
des Bogens AP»), æ und y seien die Koordinaten von P, 6 die Länge 
der Sehne AP und endlich £ die Länge des Stückes AB der Kreistan- 
gente im Punkte A, welches durch die 
Verlängerung des Radius OP abge- 
schnitten wir. Wenn man nun die 
Strecke # von A aus nach oben hin auf 
der Peripherie aufwickelt, so schreitet 
bei dieser Operation der Punkt B stets 
senkrecht zur jeweiligen Lage der Tan- 
gente fort. Der Punkt B beschreibt da- 
bei eine stetige Kurve, welche ganz ober- 
halb des Radius OP und seiner Ver- 
längerung liegt, nur daß natürlich die 
Anfangslage von B sich auf dieser Ver- 
längerung findet.**) Es ist demnach klar, 
daß s<t gilt; und da übrigens nach 
einem bekannten Grundsatze 6 < s ist, so erscheint die Bogenlänge s 
zwischen den beiden Geradenlängen o und £ als Schranken eingeschlossen: 


(3) weEs<i, 


Hierauf gründet sich das bekannte Verfahren der Elementarmathe- 
matik, die Länge der ganzen Kreisperipherie wieder als gemeinsame 
Grenze zweier Zahlenreihen A,, A,,... und By, B,,... darzustellen, 
indem nämlich A, und B, die Umfänge des eingeschriebenen und des 
umgeschriebenen n-Ecks sind. Doch können wir die Durchführung dieser 
neuen Grenzbetrachtung auch durch folgende Überlegung ersetzen, die 
wir ohnehin ausführen müssen: 


Da OA = 1 sein sollte, so gilt y:x =t:1 oder = y-x”!. Wir 
haben demnach (vgl. Fig. 10) die Ungleiehungen: 


JERR aE yarımlı 


“) Die Längeneinheit ist in den Figuren 9 und 10 gleich 3 cm gewählt. 
ee) Der Kürze und Anschaulichkeit halber mag die mechanische Betrachtung 
Textes bei Begründung der Bogenlänge des Kreises zugelassen werden. 


4f 


des 
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oder nach Division durch die positive Zahl y: 
© 1 


Lassen wir nun s stetig gegen die Grenze O abnehmen, so gilt lim s = 1 
und also auch lim «!=1. Aus (4) ergibt sich daraufhin der wichtige 
Satz: Nähert sich s von „rechts“ her*) der Grenze O, so nähert sich der 
Quotient der Sehne 6 und der Ordinate y und ebenso der Quotient des 
Bogens s und der Ordinate y von „rechts“ her der Grenze 1: 


. 6 . S 
© Ze a aa 
woraus sich dann weiter mit Rücksicht auf 6 < s ergibt, daß sich der 
Quotient der Sehne 6 und des Bogens s von „links“ her der Grenze 1 an- 
nähert: 

i 6 

i) UR 
Zur Erläuterung dieser Angaben haben wir für die Zentriwinkel der 
ersten zehn Grade die zugehörigen Werte von y, 6 und s, auf vier Dezi- 
malstellen gekürzt, tabellarisch zusammengestellt: 


6 s 
H 
0,0175 | 0,0175 
0,0349 | 0.0849 
0,0524 0,0624 
0,0698 0.0698 
0.0872 0.0873 
0,1047 0.1047 
0.1221 0,1222 
0.1395 0,1396 
0,1569 0,1571 
0.1743 0,1745 


Selbst bei # = 10° ist die Differenz zwischen Bogen und Sehne noch 
nicht gleich einem Hundertstel des Wertes von s. 

Wir können nun leicht auch die konstanten Faktoren a und b in 
den Gleichungen (1) feststellen. Der Inhalt S des Sektors OAP ist 
(vgl. Fig. 10) krößer als der Inhalt ły des Dreiecks OAP und kleiner 


* D. h. (im Anschluß an die gewohnte Lage der Zahlenlinie) „von größeren 
Werten her“. 
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als der Inhalt 4y-x”! des Dreiecks OAB. Da aber $=a:s ist, so 
folgt y < Zas <y-x”! oder bei Division durch y: 


1<2a ` C 
Hieraus folgt für lim s = 0 und also für lim y7'= 1: 


lim (2a. =) = 2a sdim (5)= W, 
so daß sich aus (5) sofort 2a = 1 ergibt: Die zum Bogen s gehörende 
Sektorfläche hat den Inhalt S = | s, so daß sich der ganzen Kreisfläche 
S = x entsprechend der Kreisumfang zu s = 2x berechnet. 

Die zweite Gleichung (1) schreiben wir in s =c:® um und bezeich- 
nen auch wohl s als den zum Winkel von 9° gehörenden Bogen oder 
„Arcus“ durch s = are 9°. Da 9° = 180° den Bogen s = # liefert, so ist 
c = x : 180, was für c oder arc 1° den in der Tabelle angegebenen Wert 
0,0175 liefert. Genauere Näherungswerte für arc 1° und für die einer 
Minute und einer Sekunde entsprechenden Bogen sind: 


arc 1° = 0,017 453 293, 
arc 1° = 0,000 290 888, 
are 1” = 0,000 004 848. 
Zur Ergänzung der obigen Tabelle, welche die zehn Werte arc 1°, are 29,.. 


.„ arc 10° gibt, stellen wir noch die folgenden Werte arc # zu späterem 
Gebrauche zusammen: 
arc 10° = 0,1745, arc 40° = 0,6981, arc 70° = 1,2217, 
are 20° = 0,3491, arc 50° = 0,8727, are 80° = 1,3963, 
are 30°= 0,5236, arc 60° = 1,0472, arc 90° = 1,5708. 
Zwischen 50° und 60° liegt derjenige Winkel #, dessen Bogen arc 9° —1 ist: 
8 = 51° 17° 44,806”. 

Da es bei den Funktionen des Winkels zweckmäßig sein wird, das 
Argument als Abszisse und also als eine Länge deuten zu können, so be- 
nutzen wir fortan als Maß der Winkel nicht die in Graden bestimmte Zahl 
?, sondern die zugehörige Bogenlänge s = arc ® des Kreises vom Radius 1. 
Die vorstehenden numerischen Angaben ermöglichen es, das „Gradmaß“ 
eines Winkels in das jedenfalls noch in der dritten Dezimalstelle ge- 
sicherte „Bogenmaß“ umzurechnen. 

Für gelegentliche Anwendungen stellen wir noch fest, wie sich die 
Bogenlänge und die Sektorfläche ändern, wenn wir von dem hier zugrunde 
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liegenden Kreise des Radius 1 zu einem Kreise mit beliebigem Radius r 
übergehen. An Stelle der oben benutzten Figuren treten dann einfach 
ähnliche Figuren, in denen alle geraden Strecken im Verhältnis »:1 ab- 
geändert sind. Es gilt der Satz: Zum Zentriwinkel s des Kreises von 
‚Radius v gehört der Bogen r -s und der Sektor 4r" - s. 


16. Die trigonometrischen Funktionen sin ac, cos æ, tg æ und cotg a. 
Die in $ 15 betrachteten Größen, in ihren gegenseitigen Abhängigkeiten 
aufgefaßt, liefern die „Kreisfunktionen“, unter welcher Benennung wir die 
„erigonometrischen Funktionen“ der Elementarmathematik und ihre in- 
versen, die „eyklometrischen Funktionen“ zusammenfassen wollen. Wir ge- 
winnen den herkömmlichen Zugang zu diesen Funktionen, wenn wir die 
Bogenlänge s oder, was auf dasselbe hinauskommt, die doppelte Sektor- 
fläche 25 zur unabbängigen variabelen Größe machen, die wir dann im 
Sinne von 8. 49 als unbegrenzt variabel ansehen.*) Um x und y sogleich 
in anderer Bedeutung gebrauchen zu können, bezeichnen wir die Koordi- 


naten des Endpunktes P vom Bogen AP mit & und y; im übrigen be- 
halten wir die Bezeichnungen von $ 15 bei. Die Trigonometrie nennt 
nun die Variablen 7 und & in ihrer Abhängigkeit vom Bogen oder Zentri- 
winkel s den „Sinus“ und den „Kosinus“ von s, und sie bezeichnet die 
Quotienten 2 = ¢ und Fr =i7! in Abhängigkeit von s als „den Tan- 
gens“**) und „den Kotangens“ von s; abkürzende Symbole für diese vier 
„Irigonometrischen Funktionen“ sind: 


= cotgs. 


S|m 


(1) n= sins, &= Coss, = = İg s, 


Einige Wiederholungen und Ergänzungen zu den Betrachtungen der 
Elementarmathematik über die vier Funktionen (1) sind hier zunächst 
einzuschalten. Sind s, und s, > s, zwei Zahlen des Intervalles 

ga 


2 ’ 


so gehören diesen beiden Argumenten s, und s, zwei bestimmte Zahlen 
sins; und sins, und ebenso zwei bestimmte Zahlen coss; und coss, zu, 
und es gilt (vgl. Fig. 10): 

EL SS ns ee 

L > cos s >08, >20. 

*) Das Verfahren von $ 10, S. 33, auf den Kreis der Gleichung æ! -+ y?= 1 

(an Stelle der damaligen Hyperbel) angewandt, würde uns zuerst zu den zyklo- 
metrischen Funktionen führen, die demnarh der Funktion lng entsprechen. 


*) Dio Sprechweise „die Tangente von s vermeiden wir, um „den Tangens 
eines Winkels“ nicht mit „der Tangente einer Kurve“ zu verwechseln, 
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Unsere Funktionen sins und coss sind demnach im Intervall 
A 
0 < S £ z 


eindeutig und monoton, und zwar ist bei wachsendem s die Funktion sin s 
in jenem Intervalle beständig wachsend und coss beständig abnehmend. Da 


umgekehrt zu jedem Werte 7 des Intervalles O < y < 1 ein bestimmter 
Bogen s des Intervalles 0 < s < s gehört, so ist sin s und entsprechend 


auch coss im fraglichen Intervall stetig.*) Zu gleichem Argumente s ge- 
hörende Werte sins und coss sind stets durch die Relation: 


(2) cos + sin?s = Í 


se nE e x . 
verbunden **), und für zwei einander zum Quadranten — ergänzende, so- 


genannte „komplementäre“ Bogen s und (5 — ) gilt: 
(3) coss = sin ($ — $), sins = cos ($ — s) 


Deuten wir s als Abszisse x und den Funktionswert sins = sin g 
oder coss = cos x als Ordinate y in einem neuen Koordinatensysteme, so 
gelangen wir zur Versinnlichung unserer Funktionen y= sing und 
y = cosx durch die zugehörigen Kurven, welche in Fig. 11 zunächst 


-i 


Fig. 11. 


wieder für das Intervall O <x< $ dargestellt sind. Als neuen Null- 


punkt haben wir den bisherigen Punkt 4 gewählt, die neuen Achsen 
sind den bisherigen $- und 7-Achsen parallel und gleichgerichtet, und 


*) Wie unten auch noch auf anderem Wege gezeigt werden wird. 
**) Statt der genaueren Schreibweise (sin 3)‘, (cos s)°, . . . für die Potenzen der 


trigonometrischen Funktionen gebrauchen wir die üblichen Abkürzungen sin? s, 
SS 
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die Längeneinheit ist gleich 4cm gewählt. Um die „Sinuskurve“ zu zeich- 
nen, markiere man auf der x-Achse zunächst die Stelle Z= 1,571, teile 


durch fortgesetzte Winkelhalbierung den Kreisquadranten in 2” gleiche 
Bogen (in der Figur ist n = 3 gewählt) und zerlege die von den Punkten 


0 und begrenzte Strecke der x-Achse gleichfalls in 2” gleiche Teile. 


Man hat dann nur noch nötig, die von den Bogenendpunkten gelieferten 
Ördinaten y als Ordinaten y an die richtige Stelle x zu verschieben (wie 
dies Fig. 11 näher andeutet), um 2”+! Punkte der Sinuskurve zu ge- 
winnen. Aus ihr ergibt sich weiter die „Kosinuskurve“ einfach auf Grund 
der ersten Regel (3). 

Fassen wir jetzt s als unbeschränkte Variable im Sinne von S. 49 
auf, so gehört zu jedem positiven oder negativen Werte s ein bestimmter 
Bogen, den wir von A aus in der durch das Vorzeichen von s gegebenen 
Richtung abtragen, demnach auch ein Bogenendpunkt P und damit ein 
bestimmtes Zahlenpaar 7 = sins und Ë = coss. Dabei liefern je zwei 
solche s, die um ein Multiplum der Peripherielänge 2x verschieden sind, 
den gleichen Endpunkt P und also die gleichen Werte sins und coss. 
Die Funktionen sin s und cos s sind bei unbeschränkt veränderlichem s „ein- 
deutige“ Funktionen, die die Eigenschaft haben, ihre Werte unverändert zu 
erhalten, falls das Argument s um ein Multiplum 2nx von 2x geändert wird: 


(4) sin(@e-+2nn)=sina, cos(x +2nn)=coss, n=0, +1, +2, .... 


Wir nennen die Funktionen sing und cosz dieserhalb „periodisch“ und 
bezeichnen 2x als ihre „Periode“. 

Zu zwei Argumenten s und $ = — s gehören Bogenendpunkte P und 
P’, die zur x-Achse symmetrisch liegen, also gleiche &, aber entgegen- 
gesetzte y und ņ' = — n haben. Die Funktionen siny und cosx der un- 
beschränkten Variablen x genügen den Gleichungen: 
(5) sin (— z) = — sing, cos(— x)= + cosz, 
sodaß nach $. 27 die Funktion sin g eine „ungerade“ Funktion, cos v aber 
eine „gerade“ Funktion ist. Zu zwei Bogen s und s' =s 4- x gehören 
diametrale Endpunkte P und P’, deren Koordinaten in der Beziehung 
g = — Ë, n’ = — y stehen. Bei Veränderung des Argumentes x um x 
gehen die Funktionen sing und cosg in ihre entgegengesetzten Werte 
über: 
(6) sin (x + x) = — sing, cos(z + x)= — tosg. 
Setzen wir hier — x an Stelle von v ein, so folgt bei Benutzung von (5): 


(7) sin(x — z) = sing, cos(x — 2%) = — cosa 
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und damit der Satz: „Supplementäre“ Argumente x und (x — x) haben 
gleiche Sinus und entgegengesetzte Kosinus. Schreibt man endlich s == —x 
in (3) und benutzt (5), so ergeben sich die mehrfach anzuwendenden Glei- 
chungen: 
(8) ain (z + 5) = (609%, cos (x + =) = — sing. 

Die Gleichungen (3) ff. geben uns einfache Mittel, die Kurven unserer 
Funktionen über das in Fig. 11 behandelte Intervall hinaus fortzusetzen. 
Wir gelangen zu den bekannten in Fig. 12 dargestellten Bildern, denen 


als Längeneinheit 1 cm zugrunde liegt. Alle vorstehenden Formeln (3) ft. 
kommen am Verlaufe dieser Kurven zum Ausdruck; so entspricht es z. B. 
der ersten Formel (8), daß die Sinuskurve durch Verschiebung um die 


Strecke ha nach links in die Kosinuskurve übergeht. Selbstverständlich 


ist nun auch folgender Satz: Die eindeutigen Funktionen sin und cos sind 
in jedem endlichen Intervalle „ubleilungsweise monoton“ (vgl. 8.16) und 
stetig. 

Ein bemerkenswerter Unterschied gegenüber den früher betrachteten 
Funktionen aber tritt zutage, wenn sich das Argument etwa als stetige 
Variable einer der Grenzen + oo nähert. Während z. B. für die natür- 
liche Exponentialfunktion lim e= 0 war, und also das Argument — oo, 


dem der Funktionswert O entsprach, noch zugelassen werden konnte, 
nähern sich weder bei lim x = + œ noch bei lim x = — 00 die Funktionen 
sing und cosg einer Grenze, da sie ja fortdauernd zwischen ihren Extrem- 
werten + 1 und — 1 hin und her schwanken. Bei den Funktionen sinx 
und cosg ist demnach weder + oo noch — oo als Argument zulässig. 

Die Eigenschaften der beiden Funktionen tgx und cotg x können auf 
Grund ihrer Darstellungen durch sin x und cos g: 


(9) tgs = m eA + Ya m Sole — le 


COBX sing tg® 
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leicht aus denen der Funktionen siny und cos abgeleitet werden. Doch 
kann man zunächst im Intervall 0 < x < Č die Untersuchung von tgx 


auch an die Länge t = tgs der Geraden AB in Fig. 10, S. 51, anknüpfen 
und sich dann auf die Darstellung cotgs = ti"! der Funktion cotg be- 
rufen. Hieraus folgt, wie bei den Funktionen sinx und cosg, daß tgs 


in jedem Intervalle O < x <b < Ž eindeutig, monoton, stetig und mit wach- 
senden x beständig wachsend ist, und daß, falls sich x von links her der 


Grense = nähert, imtgx = + oo wird. Ebenso ergibt sich, daß cotg x 


in jedem Intervall O <a<x< 5 eindeutig, monoton, stetig und mit wach- 


sendem x beständig abnehmend ist, sowie daß lim cotg £ = + œo ist, falls 
sich x von rechts her der Grenze O nähert. 
Aus (5) ergibt sich: 


(10) tg (— s) = — tgx, cotg(— x) = — cotgz, 
so daß tgx und cotgx „ungerade“ Funktionen sind. Weiter liefert (6) 
(11) tg(x +x) =tgz, cotg(x + x)= cotg z; 


die Funktionen tgz und cotgx sind demnach gleichfalls periodisch, und 
zwar ist ihre Periode gleich x. Aus (3), (7) und (8) gehen endlich die 
Regeln hervor: 


tg (Z = 2) = cotg y, eotg = = x) = tgs, 
(12) tg (x — x) = — tg v, cotg (x — x) = — cotgr, 
ee i cotg (z + $) = — gs, 


welche man leicht in Worte kleidet. 
Die „Tangenskurve“ y = tgx können wir zunächst im Intervalle 


nach der bei der Sinuskurve in Fig. 11, S. 55, befolgten Methode zeichnen, 
indem wir die zu den einzelnen Bogen s gehörenden Längen ż als Ordi- 
naten y= nach den zugehörigen Punkten y = s verschieben. Fig. 13 
gibt die Kurven unserer beiden Funktionen sogleich im Maßstab der 
Fig. 12 (Längeneinheit = 1 cm). Wir lesen aus ihnen ab: „Unendlichkeits- 
punkte“ der Funktion tgx sind z = + Ž, + 35, + De ..., Solche der 


Funktion cotg z aber x = 0, +7, +27, +3#,...; zwischen je zwei Un- 
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endlichkeitspunkten sind unsere Funktionen eindeutig, monoton und stetig. 
und zwar ist bei wachsendem x die Funktion tæ x beständig wachsend und 
cotg x beständig ab- 


nehmend. f m ; 
Auf die numeri- II | 


| ' 
| a ur 
sche Berechnung der m iS i ! 
® , Wou '! | 
trigonometrischen | | A | | 
Funktionen kommen | ml 


wir unten zurück. 


17. Die Addi- 
tionstheoreme der 
Funktionen sinx und 
cos&. Für die Funk- 
tionen sin g und cos 
bestehen „Additions- 
theoreme“, die wir 
genau nach der 8.37 
bei den Funktionen 
ln y und e” befolgten 
Methode behandeln 
können. Die Überlegung gründet sich auf den selbstverständlichen Satz, 
daß der Kreis um seinen Mittelpunkt in sich drehbar ist, und daß hierbei 
die Bogenlängen unverändert bleiben. 

Es ist nun die Drehung der Ebene um den Nullpunkt O, bei der der 
Punkt A der Koordinaten (1,0) in den Endpunkt des beliebig gewählten 
Bogens s, übergeht, allgemein durch: 


(1) E’ = È . cosso — y -sin Sp, y'= Ẹsin syt y cos, 


dargestellt.*) In der Tat ist durch diese Transformation der Nullpunkt 
(0, 0) sich selbst zugeordnet, der Punkt (1, 0) rückt an die gewünschte 
Stelle (cos sọ, sin s) und der Punkt (0, 1) an die Stelle (— sin sp, cos so) 
und also zufolge (8), S.57, wie es sein muß, in den Endpunkt des Bogens 


(s + z). Gehen aber allgemein die beiden Punkte (£1, 7,) und (Es, na) 


hei der Transformation (1) in ($, 7,') und (&,', 7,') über, so folgt aus (1): 
E — 8: = (6, — 85) COS So — (N — 9) Sin So, 
nn = (És — a) sin So + (mM — 12) COS S 


>) Es handelt sich hier um eine bekannte Regel der analytischen Geometrie; 
doch geben wir im Texte einen unabhängigen Beweis für ihre Richtigkeit. 
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und also durch Quadrieren, Addieren und Wurzelziehen mit Rücksicht 
auf (2), 8. 55: 


HVE - EY H mn + Ve + m)". 

Nach einer bekannten Regel der analytischen Geometrie lehrt diese Glei- 
chung, daß die Entfernung irgend zweier Punkte bei der Transformation 
(1) unverändert bleibt. Die Kreisperipherie, bestehend aus allen Punkten, 
die vom festbleibenden Punkte O die Entfernung 1 haben, wird also in 
sich transformiert, und zwar derart, daß alle Sehnenlängen unverändert 
bleiben. Mit Rücksicht auf die schon festgestellte Verschiebung der 
Punkte (1, 0) und (0, 1) erkennt man somit, daß in (1) tatsächlich die 
gewünschte Drehung dargestellt ist. 

Durch unsere Drehung wird nun der Endpunkt (ë, ņ) eines belie- 
bigen Bogens s in den Endpunkt (8’, y’) des Bogens (s + $) übergeführt. 
Es gilt also, wenn wir für &, y, &', y’ ihre Ausdrücke als Kosinus und 
Sinus dieser Bogen in (1) eintragen: 

cos (s + Sp) = COS S 608 Sọ — SÌN $ - SIN Sy, 
sin (s + Sp) = cos s - sin Sy + sin $ - COS Sọ- 


Setzen wir hier s = q, und s, = + %g, so folgen mit Benutzung von (5), 
S. 56, die Additionstheoreme der Funktionen Sinus und Kosinus: 


[sin (2, £ T) = sin x, COS Xy + COS x, sin £g, 
|] == o . 
| COS (2, + X2) = 6087, 608%, F sin x, sin zz. 


Aus diesen Grundformeln entwickelt die Trigonometrie eine große 
Reihe von Folgerungen, denen wir insbesondere die beiden bekannten 
Formeln entnehmen: 


(2) 


. . Lo % U — X 
ET TrA a. = sin =, 


(3) , 
| cos æ, — cos z, =— asnata t. sin” 7 . 

Diese Gleichungen setzen uns jetzt leicht in den Stand, die Stetigkeit 

der Funktionen sinz und cosg auch nach dem 8.17 aufgestellten Satze 


zu beweisen. Es sei x, >x, und beide Argumente seien bereits einander 
1 x 
so nahe, daß der Bogen s = — (z, — 2,) dem Intervalle 0<s< -5 ange- 


hört. Unter Benutzung der Abkürzung s können wir die erste Formel (3) 
in die neuen Gestalten: 

% +2 Bins 

sin Zy — Bin, = (7, — 2.) cos a Pe 


nta r — r bes 


sin 2, — sin 2; = (£a — 1) cos- "08. B 
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setzen und erinnern uns übrigens (S. 51ff.), daß für O < s < Z stets: 


sin $ 


ar Bas 


ist. Hieraus folgt, wenn cos a a > 0 ist: 


at, u; BEER 
(4) (2a — x,) cos = T L eos” z <sin z, — sin 25 (T — æ) cos =” EN 
x T. . 

und, wenn cos oa <0 gilt: 
(5) ( “h m << < Be er 

) (£a — 2.) cos = < sin Za — sinz,<(2, — 24) 008° h 

TT e o r am = x La H T, 

wobei die Gleichheitszeichen nur im Falle sin x, = sin z, cos +, = 0 


eintreten. In jedem Falle ist also, da 2, > x, gilt: 

| sin za — sin ți |< | 2 — a, |, 
woraus nach $. 17 die Stetigkeit von sin v folgt. Für die Funktion cos x 
ergeben sich aus der zweiten Formel (3) entsprechend die Ungleichungen: 


(6) — (Ag — 2, )ein ns cos”? 3 Ti < 0080, — CORT) 
— (z, — 2) sin“ B E 
für sin >T <0 und 
2 
(7) — (£ — 2) sin” t Pi <L COS La — COS Ty 
— (x, — q) sin” t Sa eost 


für sin ®- et a >0, woraus dann wieder leicht die Stetigkeit der Funk- 


tion cos % folgt. 
Additionstheoreme für die Funktionen tgx und cotgx ergeben sich 
leicht aus der Division der Formeln (2) durch einander. 


18. Die zyklometrischen Funktionen arcsin æ, are cos, are tgs 
und arccotgx. Die zum Sinus inverse Funktion stellt (bei Gebrauch 
der Bezeichnungen von S. 5lff.) die Abhängigkeit des Bogens s von der 
Ordinate „= sins dar. Als Bezeichnung dieser Funktion benutzt man 
das Symbol s = arcsin y, welches wir „Arcus-Sinus“ lesen, und welches 
eben zum Ausdruck bringt, daß s ein Bogen (Arcus) ist, dessen Sinus 
den Wert 7 hat. Gebrauchen wir gleich wieder x und y als Bezeich- 
nungen der unabhängigen und der abhängigen Variablen, so schreiben 
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wir y = arcsing und haben also arcsinx als die zu sing inverse Funk- 
tion zu bezeichnen. Die Abhängigkeiten des Bogens s von der Abszisse 
5 = coss, von der Tangentenlänge t= tgs und von dem reziproken Werte 
derselben 4- t= cotg s führen in genau derselben Art 
SG? | % zu den inversen Funktionen arc cos æ, arc tg und 
m arc cotg x der Funktionen cosz, tgs und cotg g. 
Insofern bei der ursprünglichen Bedeutung diese 
Funktionswerte allemal als Bogen s auf dem Kreise 
abzumessen waren, bezeichnet man arc sin æ, arc cos z, 
are tgz und arce cotg x als die „eyklometrischen“ 
Funktionen. 
Die Kurve der Funktion y = are sin x wird nach 
5. 29 durch Spiegelung der Sinuskurve (Fig. 12, 
5.57) an der Winkelhalbierenden des Koordinaten- 
kreuzes erhalten und hat die in Fig. 14 skizzierte 
Gestalt. Die Kurve gehört vollständig dem Streifen 
der Ebene an, welcher durch beide rechts und links 
je im Abstande 1 zur y-Achse parallel laufenden 
Geraden eingegrenzt wird. Zu jedem x des Inter- 
valles — 1 <æ < + 1 gehören aber unendlich viele 
Ordinaten y, deren gegenseitige Beziehungen aus 
den Entwicklungen von § 16 leicht ableitbar sind. 
Zunächst haben wir für jedes æ des Intervalles 


E —1<x2<-1 eine und nur eine Ordinate, die dem 
Pig. ti. 


Intervalle — 7 <y < + 5 angehört; sie liefere uns 


den „Hauptwert“ der Funktion arc sin æ. Diese Hauptwerte stellen im 


Intervall 
—1<rıs+] 


cine eindeutige, stetige und mit wachsendem & beständig wachsende, ungerade 
Funktion dar. Die übrigen beim einzelnen g eintretenden Ordinaten können 
aber auf Grund der Regeln sin (x — y) = siny und sin (y + 2x) = sin y 
aus dem Hauptwerte sofort berechnet werden: Die im Intervall 


A 


erklärte Funktion arcsinz ist daselbst unendlich-vieldeutig, und ihre ge- 

samten beim einzelnen x eintretenden Werte ..., Y o, Y_1» Yos Yrs Yes- - - 

stellen sich im Hauptwerle y, nach der Regel dar: 

mn ie N nl, ee E, Yo A ht T, 
u E oaa 
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so daß allgemein gilt: 
(2) Y= (— Iy t nar. (n=0, t1, £2, ) 


Hinzuzusetzen ist nur noch, daß für z = 1 allemal y; „= Yəm,1 wird und 
für = — 1 stets Yam = Yan _ı gilt. 

In Fig. 15 ist die Kurve der Funktion y = aretgx in der üblichen 
Art aus der Tangenskurve (Fig. 13, S. zu gewonnen. Diese Kurve he- 
stehtaus unendlich vie- 
len übereinander ge- 
lagerten kongruenten 
Zweigen, deren einzel- 
ner in einem parallel 
zur &-Achse angeord- 
neten Streifen der 
Breite x verläuft. Der 
durch den Nullpunkt 

O hindurchlaufende 

Zweig mit seinen im 
Intervall 


m m 
Fi p E i 


gelegenen Ordinaten y 
möge beim einzelnen x 
den „Aauptwert“ der 
Funktion are tg v lie- 
fern. Diese Hauptwerte A | 
setzen dann eine für un- TPR 

beschränktes x erklärte 

Funktion zusammen, welche eindeutig, stetig, ungerade und mit wachsendem x 
stets wachsend ist. Bemerkenswert ist, daß hier auch + oo und — œ als Argu- 


„__. ” . .. . 7 
mente zulässig sind; als Funktionswerte gehören diesen Argumenten < 


bzw. — z zu. Alle Werte... Y s, Y 1, Yos Yı, Ya, - . . der für unbeschränk- 
tes x erklärten, unendlich-vieldeutigen Funktion arc tg x berechnen sich beim 
einzelnen x aus dem Hauptwerte y nach der Regel: 

(3) Y= Wt nT, (n=0,+41,42,.... 


Die Funktionen arccosxz und arc cotg x können entweder genau so 
behandelt werden, wie aresinz und aretgx, oder durch einen einfachen 
Kunstgriff auf 20 Funktionen zurückgeführt werden. In den Fig. 12 
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und 13 (S. 57 £.) ist die im Punkte z = T- zur &-Achse senkrecht verlau- 


fende Gerade angedeutet. Durch Spiegelung an dieser Geraden geht die 
Sinuskurve in die Kosinuskurve über, die Tangenskurve aber in die Ko- 
tangenskurve. Führt man entsprechend in den Fig.14 und 15 (S. 62 und 


63) die im Punkte y = 4 


Figuren punktiert), so gehen die Kurven der Funktionen arcsing und 
arctg x durch Spiegelung an dieser Geraden in die Kurven der Funktionen 
arc cosg und arc cotg y über. Aber bei dieser Spiegelung geht allgemein 


zur y-Achse senkrechte Gerade ein (in den 


der Punkt (x, y) in den Punkt ( oee y) über. Demnach stellen sich 


die Funktionen arccos und are cotgx in den arcsing und arctgx des 
gleichen Argumentes x einfach in der Gestalt: 


5 hå . = 
(4) arc cos g = ṣi -— arcsin g, arccotgg = ṣi — are tgs 


dar. Auf Grund dieser Darstellungen überträgt man die obigen Aus- 
führungen über arc siny und arctg æ leicht auf are cos æ und are cotg v. 
So mögen z. B. die „Hauptiverte“ arc cos x und are cotg x vermöge (4) den 
Hauptwerten are sin y und arctg x entsprechen. Die Hauptwerte arc cos x 
liefern dann eine im Intervall - 1 < x < + 1 erklärte, eindeutige, stetige 
und mit wachsendem x von are cos (— 1) = x bis are cos (+ 1) = 0 be- 
ständig abnehmende Funktion. Man wird eine entsprechende Aussage 
leicht über die Hauptwerte arc cotg x hinzufügen. 

Die Hilfsmittel, mit denen die numerische Berechnung der Kreis- 
funktionen, wie sie in den Tafelwerken vorliegt, durchgeführt wurde, 
lernen wir später kennen. Es ist indessen nützlich, auch mit den uns 
schon jetzt zur Verfügung stehenden Mitteln einen Versuch der nume- 

rischen Berechnung der Kreisfunktionen 
Ta. ia u 25 zu unternehmen. Da tgx und cotg x als 
\  Quotienten von sin % und cos æ darstellbar 
| sind, so beschränken wir uns auf sing 
| und cos z. Auch ist es ausreichend, wie 
I in bekannter Weise aus den Formeln 
| von $16 abliest, die Berechnung von sin x 


{ 
\ 


| und cosg auf das Intervall 0 < z <- zu 


\ beschränken. Unter Berufung auf die Glei- 


chung cos z =VY1— sin? y wird es sogar 
| | genügen, nur die Werte von sing zu be- 
rechnen. 
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Gebrauchen wir nun die dureh Fig. 16 im Kreise des Radius 1 näher 
dargelegten Bezeichnungen und Anordnungen, so gilt: 


æ = sins = sin (28), y=-+Yl-x, 
und also ist die doppelte Sektorfläche 2S = arcsinx, wo natürlich der 
Hauptwert gemeint ist. Legen wir zu 28 noch zY1- x, d. h. die 
der doppelte Inhalt der in Fig. 16 schraffierten Fläche. Bezeichnen wir 
den einfach genommenen Flächeninhalt dieses Stückes in Abhängigkei 
von x durch f(x), so ergibt sich: 
(5) arcsinze=2f(a) — s V1 — z? = 2f (£) — xy. 

Für die Berechnung von Näherungswerten der Funktion f(x) haben 
wir nun die Methoden von S. 24ff. zur Hand. Wir stellen uns z. B. für 
einige besondere Abszissen £o, Z1, Za, ... mit Hilfe der Quadratwurzel- 
tafel leicht folgende zusammengehörige Werte von x, y und z -y auf: 


v Ly | Yr | r` Yy 
0 0 1 0 

1 0,05 0,99875 0,04994 
2 0,1 0,99499 0,09950 
3 0,15 0,98868 0,14830 
4 0,2 0,97980 0,19596 
ö 0,25 0,96825 0,24206 
6 0,8 0,95394 0,28618 
7 0,35 0,93675 0,32786 
8 0,4 0,91652 | 0,36661 


Das von den beiden Ordinaten y,,_, und y,,, der &-Achse und dem Kreise 


eingegrenzte Flächenstück des Inhaltes (f (4) — i = ')) schließen wir 
nun, entsprechend den Betrachtungen von S. 34, zwischen zwei Trapeze 
ein und finden hier: 
1 v ‚w—1 1 
3 Yer t Yass) < (5) T7 C) <ps-ı: 
Wir gewinnen so für die Anfangswerte f(0,1), f(0,2), f(0,8), f(0,4) je 
zwei einander ziemlich nahe gelegene Schranken und berechnen weiter 
auf Grund von (5): 
0,1 < arc sin (0,1) < 0,10025, 
0,20102 < are sin (0,2) < 0,20153, 
0,30417 < arc sin (0,3) < 0,80496, 
0,41079 < arc sin (0,4) < 0,41188. 
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Nehmen wir jedesmal das auf vier Stellen gekürzte arithmetische Mittel 
der Schranken als Näherungswert, so folgt bei Übergang zur Funk- 


sin 100 N, 

sin 0,2013 — 0,2, 

sin 0,3046 = 0,3, 

sin 0,4113 = 0,4. 
In den trigonometrischen Tafeln sind die Argumente der Funktionen in 
„Gradmaß“ angegeben. Da nach 8.53 der Winkel vom Bogenmaß 1 in 
Gradmaß 57,29577 --* ° groß ist, so muß man die Argumente der vier 


eben genannten Sinuswerte mit 57,2958 multiplizieren, um die Schreib- 
weise der Tafeln zu erhalten: 

sin 5,1853°= 0,1, 

sin 11,5336° = 0,2, 

sin 17,4523° = 0,5, 

sin 23,5658° = 0,4. 
Um hieraus z. B. den Wert sin 8° zu berechnen, nehmen wir an, daß im 
Intervall von 5,7353° bis 11,5336° die Änderungen der Funktion Sinus 
den Änderungen des Argumentes proportional seien.*) Es gilt dann, falls 
sin 8°= y gesetzt wird, die Proportion: 

(y — 0,1) :0,1 = (8 — 5,7353) : (11,5336 — 5,7353), 

woraus sich sin 8°= 0,13906 berechnet. Der auf fünf Stellen gekürzte 
Wert von sin 8° ist nun, wie man aus den Tafeln entnimmt, 0,13917, so 
daß der von uns erhaltene Wert um etwas mehr als eine Einheit der 


„vierten“ Stelle zu klein ist. 

Aufgaben. 1) Bei der Drehung des Kreises um seinen Mittelpunkt ändert 
sich die Länge (s, —s,) des von den beiden Punkten (E, ,%,) und (és, ne) einge- 
grenzten Bogens nicht. Man kleide daraufhin entsprechend der Formel (2) S. 37 
auf Grund von (1) 8.59 das Additionstheorem der Funktionen aresinz und 
arc cos æ in die allgemeinen Gestalten: 


arc sin n, — arc sin y, = arc sin ($, sin S, +7], COS 8,)-— arc sin ($, eins, Fn, COS 8), 
arc cos Ë, — Arc Cos È, == Arc COS (£, COS So — Tja BIN 8.) — arc COB (É, COS 8 — 7, Sin So). 


2) Man leite aus den vorstehenden Formeln die besonderen Gestalten des 
Additionstheorems ab: 


arc sin x, $ arc sin &, = arc sin (a, y1— x" £ r Vi, 2), 


arc cos x, + are cos z, = arc cos (a, 2, F V1— x! yiı— a’). 
+) Dies läuft darauf hinaus, daß wir die Sinuskurve zwischen den beiden 
nahe beieinander gelegenen Punkten der Abszissen 0,1001 und 0,2013 durch die 
diese beiden Punkte verbindende Sehne ersetzen. 
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3) Man beweise die Gleichungen: 


arc sin æ = arc cos (V 1 — x?) = arc tg (, ED ) 3 
=z 
arc cos æ = arc sin (1 — x?) = arce tg ( EnA 


arctgx := arcsin ( eatas \ = arc cos ( z- \ . 

yi+e/ V1 +4 
wobei man Genaueres über die Vorzeichenbestimmung der Quadratwurzeln fest- 
stellen wolle. 


19. Die hyperbolischen Funktionen Sin x, Cos x, Tg x und Cotg x. 
Bezeichnen wir die Koordinaten der Punkte P des Kreises vom Radius 1 
um O wieder mit ë und y und behalten im übrigen alle bisherigen Be- 
zeichnungen bei, so gilt: 


(1) = cos (28), y= sin (25), 


unter der Variablen S die Sektorfläche verstanden. 

Wir können nun leicht die Entwicklungen von 8.33 ff. über die 
Funktionen In x und e" einer solchen Umgestaltung unterziehen, daß volle 
Analogie zu den Formeln (1) und den ihnen zugrunde liegenden geome- 
trischen Vorstellungen hervortritt. Wir werden hierbei aus der natür- 
lichen Exponentialfunktion die „Ayperbolischen“ Funktionen herstellen, 
welche den trigunometrischen Funktionen entsprechen. Ihre inversen 
Funktionen, welche sich in einfacher Weise durch den natürlichen Loga- 
vithmus In x darstellen lassen wer- 
den, entsprechen in derselben Weise 
den zyklometrischen Funktionen. 
Als gemeinsame Benennung für die 
hyperbolischen Funktionen und ihre 
inversen reiben wir an die Bezeich- 
nung „Kreisfunktionen“ diejenige 
der „Hyperbelfunktionen“ an. 

ln Fig. 17 gehen wir zunächst 
auf die Erklärung der natürlichen 
Exponentialfunktion zurück. Die 
Kurve ist der eine Zweig der gleich- 
seitigen Hyperbel der Gleichung 
2-y=1; Sistder Inhalt des Flächen- 
stücks, welches durch die Ordinaten 1 und y der Abszissen OB=1 und 


OQ=z, die Hyperbel und die x-Achse begrenzt ist, mit positivem oder 
b* 
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negativem Vorzeichen versehen, je nachdem æ > 1 oder 0 < z <1 gik. 
Dann ist nach der Erklärung der natürlichen Exponentialfunktion: 
< Es g=e, ymt = es. 
re Die halbe Hauptachse OA der 
| Hyperbel ist gleich Y2. Üben wir 
jetzt auf die Ebene die Transformation: 
TN 2 , Y 
v2’ y2 
aus, so geht die Kurve in die in Fig. 18 
stärker ausgezogene Hyperbel der Glei- 
chung x-y =} über, deren halbe 
Hauptachse OA' = 1 ist. Nach dem 
Schlußsatze von $ 8 (S. 27) hat die 
y transformierte Fläche A’B’Q'’P’ den 
Inhalt S’=} 5. Die Koordinaten z’, y’ des einzelnen Punktes P’ vom 
lad Hy perbelzweige stellen sich nun als Funktionen der mit dem rich- 
tigen Zeichen versehenen Maßzahl 8’ der Fläche in der Gestalt dar: 


AN 


(2) s= es, y= Le. 


y2 
Die Kurvengleichung*) æ. y= ! können wir geometrisch dahin 
deuten daß das Dreieck OPQ (vgl. Fig. 19) für jeden Hyperbelpunkt P 
den konstanten Inhalt! hat. Insbesondere 
ist also auch AOPQ=AOAB. Legen 
wir demnach zur Fläche § zunächst 
A 0O A Bhinzu und nehmen sodann A OP Q 
fort, *®) so ergibt sich, daß der zum Punkte 
P gehörende „Hyperbelsektor‘“ OAP (in 
Fig. 19 schraffiert) gleichfalls den Inhalt 
S hat; natürlich ist nach wie vor 8 
positiv oder negativ zu rechnen, je nach- 
dem P rechts vom Scheitelpunkte A 
oder oberhalb desselben liegt. Die Ko- 
ordinaten x, y der Hyperbelpunkte stellen 


*) Da wir nur noch mit der neuen Hyperbel zu arbeiten haben, so dürfen 
wir die Indizes an den Bezeiehnungen weiterhin fortlassen. 

=) Gilt 0<x<{1, so wolle man zuerst A OPQ zufügen und dann A 0AB 
fortnebmen. 
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sich also als Funktion der mit dem richtigen Vorzeichen versehenen 
Sektorfläche S in der Gestalt dar: 


(8) = e5, y= e 


Wir verlegen nun die halbe Hauptachse OA der Hyperbel auf die 
positive Abszissenachse, indem wir die ganze Fig. 19 um 45° nach unten 
(Richtung abnehmender y) um O herumdrehen, und nehmen sodann noch 
eine Spiegelung an der Abszissenachse vor. Die Spiegelung dient dem 
Zwecke, daß die Sektoren mit „positiven“ Maßzahlen S auf der Seite der 
„positiven“ Ordinaten y liegen. Die Drehung wird durch die Gleichungen 


(1) 8.59 dargestellt, wenn wir s, = — 4 setzen; die Spiegelung bewirkt 


dann noch einen Zeichenwechsel der rechten Seite der zweiten Glei- 
chung, so daß der Punkt (x, y) in den Punkt der Koordinaten: 


Be n = 


s e 
übergeführt wird. 
Die neue Anordnung der Figur ist hierneben (Fig. 20) gegeben. 
Die gleichseitige Hyperbel hat nun die Gleichung &— 7?= 1, welche 
der Kreisgleichung £? + °= 1 entspricht; der 
in der Figur schraffierte Sektor OAP hat 
positive Maßzahl S, der Sektor O AP’ negative 
Maßzahl S’. Die Koordinaten & und n des ein- 
zelnen Hyperbeipunktes stellen sich zufolge 
(3) und (4) als Funktionen der doppelten 
Sektorfläche 28 in der Gestalt dar: 


een en 25 ers re 


(5) a= a u u WE m 


Hiermit ist nun die volle Analogie zu den 
Gleichungen (1) und ihren geometrischen Grund- Á 
lagen erreicht. Um dies auch in den Bezeich- Fig. 20. 
nungen zum Ausdruck zu bringen, nennt man 
& und 4 als Funktionen von 28 den „hyperbolischen Kosinus“ und „hyper- 
bolischen Sinus“ und schreibt: 


(6) £ = 608 (28), n = Sin (28). 


Setzen wir wieder y an Stelle des Argumentes 258, so erscheinen die 
beiden erklärten hyperbolischen Funktionen in der natürlichen Expo- 
nentialfunktion so darstellbar: 


Fricke, Diferential- u. Integralrechnung. I. geia 


(4) Et, „224 
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(7) Cos- E, Sn = T. 
Ihre Eigenschaften gehen aus denen von e leicht hervor: Es sind Cog x 
und Sin x für unbeschränktes x eindeutig und stetig, und es ist 608 x eine 
gerade, Sin x eine ungerade Funktion; insbesondere gilt für im z =+ œ: 
lim 68 z = + œ, lim Gin z = + oœ. 
g= $o z=+» 
Die Kurven unserer Funktionen ergeben sich leicht aus den Kurven 
der beiden Funktionen e+* (vgl. Fig. 7, 8.39); in Fig. 21 sind beide Kurven 


Š 
3 s S 
z = D 
Sm g | 
S S | 
S So 
S S 
= = 
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unter Zugrundelegung von 1cm als Längeneinheit dargestellt. In den 
Tafeln sind die Werte der Funktionen Sin x und 608 x gewöhnlich nur 
für kleine positive Argumente x zusammengestellt. So findet man z. B. 
in dem S. 28 genannten Buche eine Tafel, welche die Werte Sin x und 
603 x auf vier bzw. drei Stellen für 0 < x < 5,09 angibt, und zwar fort- 
schreitend nach Hundertsteln des Argumentes. Der Grund, warum die 
Tafeln nicht weiter ausgedehnt sind, ist der, daß e”” bei wachsendem x 
sich schnell dem Werte O nähert; so ist bereits für x > 5 der Wert 
e7? < 0,008, so daß für x> ö bis auf Bruchteile eines Hundertstel 
Cos x = Õımn z = } e zu setzen ist, und also die Logarithmentafel zur 
Berechnung der hyperbolischen Funktionen unmittelbar benutzbar wird. 
In Fig. 21 läuft denn auch rechter Hand die Sin-Kurve alsbald dicht 
unter der &03-Kurve. 

Die Funktion Sin x ist mit wachsendem x beständig wachsend, und 
von Èo x gilt wenigstens für #>0 dasselbe Die Eigenschaft der 
Periodizität von sin x und cos x kehrt also hier bei den hyperbolischen 
Funktionen nicht wieder. Im übrigen aber herrscht volle Analogie 
zwischen beiden Funktionsarten. An (2) S. 55 schließt sich hier die ent- 
sprechende Relation: 


(8) Cos? x — Gin?’ r = 1 

an. Vor allem aber besteht auch für die hyperbolischen Funktionen ein 
„Additionstheorem“, welches wir auf Grund der Relationen: 

(9) œ = Cos s + Õinz, e” = (08 — Sin x 


leicht aus dem Additionstheorem der Exponentialfunktion (vgl. (3) S. 40) 
ableiten. Schreiben wir nämlich die Gleichung: 


et (titz) m ett. ET 
nach (9) in den Funktionen 608 und Ein, so folgt: 
608 (2, +2) + Sin (£, +2) = (008 x, + Sin z) (603 x, + Sin z4). 
Multipliziert man rechts aus und schreibt das Resultat gesondert für die 


oberen und die unteren Zeichen, so folgt durch Addition und Subtraktion 
beider Gleichungen das Additionstheorem der hyperbolischen Funktionen: 


[C03 (2, Hza) = 008 z - C08 x, + Sina, -Sinz,, 
(Sin (z, +2) = Sin z, - Cosa, + C08 a, -Sin z. 


Setzt man — x, an Stelle von + x, und beachtet, daß Cog eine gerade 
und Sin eine ungerade Funktion ist, so folgt aus (10) weiter: 


(11) [808 (2,—2,) = Cos x, - &08 2, — Sin z- Sin ry, 
(Gin (2, —2,) = Sin z, - Eos 2, — Cos z- Sin zz. 


(10) 
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Genau so wie in der Trigonometrie sind diese Gleichungen die Quelle 
für eine große Anzahl weiterer Relationen zwischen den hyperbolischen 
Funktionen. Wir notieren z. B. die beiden Gleichungen: 


[Sin x, — Sin z, = 2 608 a 0 u 
(12) 

|&08 2, — C08 z, = 2 Gin PT% . Sin PTA, 

welche den Gleichungen (3) S. 60 genau entsprechen und wie diese ab- 
geleitet werden. 

Mit Hilfe der Gleichungen (12) ist es leicht, die Stetigkeit der Funk- 
tionen Sin x und C08 x in jedem endlichen Intervalle a < x <b auch 
nach der 8. 17 entwickelten Regel zu beweisen. Eine kleine Zwischen- 
betrachtung schließen wir vorerst an Fig. 22 
an, in welcher P ein beliebiger Hyperbelpunkt 
"\ mit n>0 sei. Offenbar ist der Inhalt des 

\ Dreiecks OAB kleiner als S, und weiter ist S 
kleiner als die Fläche des Dreiecks OAP. Da 


man OÁ = 1 und AB = F hat, so folgt: 


7 


n 1 28 
se m oder, wenn wir 25 = x, n = Gin x, E = (o8 x 
einsetzen: 
(13) 1 < EE < Gose, 


gültig für jedes v > 0. Sind nun z, und > q, irgend zwei Argumente, 
so ist z = } (x4—2,)> 0. Die erste Gleichung (12), in der Gestalt: 


Ging 


a : z, + 
Sin z, — Sin z; = (za — z) - Cos bon r 


liefert also, da alle Werte der &08-Funktion positiv sind, zufolge (13) 
die Ungleichungen: 


(14) (2,— x,)Co8 a: <Sinz,— Sinz, <(x;—x,)Co8 = Co". 
Ebenso folgt aus der zweiten Gleichung (12), falls Sin u > 0 ist: 


(15) (—2,)Sin EEA < Con — Con L(a) Sin FH Cor", 
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während man für Sin ” > 2i <0 an Stelle dieser Ungleichung die fol- 
gende findet: 


(16) (2) Sin "FR Gog FT < 6087, — Cosa, L(a a) Sinte. 


Die Stetigkeit unserer Funktionen ergibt sich hieraus für irgend ein 
endliches Intervall a < x < b leicht, wie wir etwa am Beispiele der Sin- 
Funktion erläutern. Die beiden dem Intervall entnommenen Zahlen x, 
und z, > x, sollen jedenfalls der Ungleichung 0 < x, — x, <2 genügen, 


so daß (vgl. Fig. 21, S. 70) die Ungleichung Cos =- 7" < 1,6 besteht. 
g g 3 


Da weiter a < a < b gilt, so ist mindestens eine der beiden Zahlen 


&03 a und Eos b an wollen sie mit c bezeichnen) größer als Cog ” + a. 


Aus (14) folgt somit: 
|Sin x, — Sin z,| < 1,6-6- |2 — £ 


Soll nun der links stehende Betrag kleiner als die beliebig klein gewählte 
positive Zahl ð sein, so 
setzen wir 4 =% . 61.8 
oder, falls dieser Wert 
noch größer als 2 sein 
sollte, 4 = 2. Dann ist 
in der Tat für je zwei 


der Bedingung 
E | s 4 


genügende Argumente 
Zis % des fraglichen 
Intervalls stets 


‚Sin z,— Gin z| < ô, 


woraus nach §. 17 die 
Stetigkeit der Funktion 
Sin z folgt. 

Wie bei den tri- 
gonometrischen Funk- 
tionen erklären wir noch 
einedritteundeinevierte 
hyperbolische Funktion, Fig. 23. 
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nämlich den „Ayperbolischen Tangens“ und den „Ayperbolischen Kotan- 
gens“ durch: 


Cox 1 


Sing 1/1 1 
= Ging Tex 


7) TIT = Foa ~ E V — Eom? 


Cotg r = 


Die Darstellung dieser Funktionen durch die natürliche Exponential- 
funktion ist: 


(18) Tar = 


Beide Funktionen sind ungerade, und Cotg x hat bei z = 0 einen Un- 
endlichkeitspunkt; im übrigen wolle man sich die Eigenschaften der 
Funktionen Tg v und Cotgx an der Hand ihrer Kurven veranschaulichen, 
die in Fig. 23 unter Auswahl von 2 cm als Längeneinheit dargestellt sind. 


20. Die Hyperbelfunktionen Ar Sin x, Ar Cos x, Mr Tg x und 
Ar Gotg x. Bei Inversion der Funktion 7 = ©in (28) ist der Wert y 
gegeben oder als unabhängig anzusehen, und die doppelte Sektortläche 
(area) 25 gesucht bzw. in Abhängigkeit von n betrachtet. Man bezeich- 
net diese Funktion 28 von y durch das Symbol 28 = Ar Sinn, welches 
als „Area-Sinus“ zu lesen ist. Gebrauchen wir wieder die üblichen Be- 
zeichnungen x und y für Argument und Funktion, so ist y = Ar Sin x 
die inverse Funktion zu ©in x. Entsprechend sind die drei Funktionen 
Ar Cos x, Ar Tgx und Ar Cotg v als die zu 608%, Tgx und Cotgx 
inversen Funktionen zu erklären. 

Durch Spiegelung der Kurven der hyperbolischen Funktionen an der 
Winkelhalbierenden des Koordinatenkreuzes erhält man die Kurven der 
Funktionen Ar Sin x usw.*) Aus den entstehenden Figuren liest man 
leicht ab: Die Funktion Ur Sin x ist für unbeschränkt veränderliches x 
erklärt und eindeutig; Ar Cos x ist für «> 1 erklärt und ist zweideutig 
für »>1 und eindeutig, nämlich gleich Q, für <=1; Wr Tg x ist für 
—1<gz<+1 und Ar Cotg z für x <— 1 und x > + i'erklärt, beide 
Funktionen sind, soweit sie erklärt sind, eindeutig; übrigens gilt: 


(1) lim Ar Tgr=+ œ, lim Ar Cotgx— + æ, lim Ar Cotg z = 0. 
z=+1 z=+1 z=4+® 


Alle vier Funktionen drücken sich in einfacher Weise durch den 
natürlichen Logarithmus aus und zwar so: 


*, Man benutze gleich die Figuren 21 und 23, indem man die bisherige 
y-Achse als x-Achse auffaßt und die Figuren an dieser Achse gespiegelt denkt. 
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Ar Sur -In(r+Y1+ 22), 
Ar Cos =m(s+yVzs— 1), s>+1, 
(2) MEE =: (E3), —l1<z< +l, 


Ur Coige = i m(EEF), * 2<—1 ud z>+1. 
Die Quadratwurzeln V1+2° und Vz?—1 in den beiden ersten Glei- 
chungen sind positiv zu nehmen. Es wird genügen, eine dieser Glei- 
chungen, etwa die erste zu zeigen. Aus (7) und (8) S. 7Off. folgt: 


L _ 07V ET E T ak 


x = Sit -jicr +V 1-43 = Co y = = 
y 2 i 2 


woraus sich durch Addition ergibt: 


e—=x2+YyVi+a:. 


Also ist umgekehrt y oder Ar Sin x gleich In (x +YV1-+a2). 


Aufgaben. 1) Man zeige, daß sich das Additionstheorem für die Funk- 
tionen Ar Ce und Wr Cov in die folgende Gestalt kleidet: 


Ar Gin x, + Ar Sina, = Ar Sin (x, V1 F a + Vitae), 
Ar C03 x, + Ar Cos x, = Ar Cos (2,2, Va — 1 Vr — 1), 


wo die Wurzeln durchweg positiv genommen werden sollen. 
2) Man beweise die folgenden Relationen: 


Ar Gin x — Ar C03 (V1 + x) = Ar Tg Pr pla 


Ar Cog x = Ar Gin (Vet — 1) = Mr Tg (+ D= 2 ii 


Ar Tg = Gin (- Eu = 6o ( N 
1— z? via!) 


wobei man Genaueres über die Vorzeichenbestimmung der Quadratwurzeln fest- 
stellen wolle. 


21. Die ganzen rationalen Funktionen. Die Potenz z” mit einem 
ganzen positiven Exponenten » ist in jedem endlichen Intervall eine ein- 
deutige und stetige Funktion von x, die 8. 27ff. näher betrachtet wurde. 
Ist a, eine endliche Konstante, so ist mit <” auch a,x” eindeutig und 
stetig, (s. S5. 21). Bilden wir nun die Summe einer endlichen Anzahl ver- 
schiedener Funktionen dieser Art, so können wir den Stetigkeitssatz von 
5. 21 anwenden, den man leicht von zwei Summanden auf eine beliebige 
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endliche Anzahl von Summanden ausdehnt. Fassen wir die Potenzen mit 
gleichen Exponenten zusammen und ordnen die Summe nach ansteigen- 
den Potenzexponenten oder, wie wir kurz sagen, nach „steigenden Poten- 
zen“, so gelangen wir zu einem Ausdruck der folgenden Art: 

(1) G(z)= a + ag tage + aa". 

Wir bezeichnen diesen Ausdruck als eine „ganze rationale Funktion“ oder 
kurz als eine „ganze Funktion“ von z; sie ist für unbeschränktes x erklärt, 
stets eindeutig und in jedem endlichen Intervalle, wie wir schon feststellten, 
stetig. Ist der Koeffizient a, des „höchsten“ Gliedes in (1) von O ver- 
schieden, d. h. tritt die Potenz æ”, aber keine höhere wirklich auf, so 
heißt die Funktion vom n“" Grade; ist n = 1, so spricht man auch von 
einer „linearen“ Funktion. Auch der Fall n=0, wo die Funktion mit 
der Konstanten a, gleich ist, braucht nicht ausgeschlossen zu werden. 

Die Funktion verdankt ihren Namen dem Umstande, daß sie durch 
eine bestimmte Anzahl von „ganzen“ rationalen Rechnungen (Addition, 
Subtraktion und Multiplikation) aus x und den gegebenen Konstanten 
Gos ©, -.., a, berechenbar ist. Das zur Bezeichnung benutzte Symbol 
G(x) soll an ihren Namen erinnern. Die Ordnung der Glieder nach 
steigenden Potenzen hat natürlich nur formale Bedeutung; gegenüber 
irgend einer Gliederanordnung nennt man auch wohl die Schreibweise (1) 
„Normalform“ der ganzen Funktion n Grades. 

Summen oder Differenzen zweier oder mehrerer ganzer rationaler 
Funktionen sind offenbar wieder solche Funktionen; auch Produkte von 
zwei oder mehreren Funktionen dieser Art ergeben stets wieder ganze 
rationale Funktionen, da sie durch Ausmultiplizieren der Faktoren leicht 
wieder in die Gestalt (1) gesetzt werden können. Es ergibt sich hieraus, 
daß überhaupt ganze rationale Rechnungen, ausgeübt auf Funktionen un- 
serer Art, stets wieder gange rationale Funktionen als Ergebnis liefern. Wir 
hätten sogar folgende Erklärung an die Spitze stellen können: Als „ganze 
rationale Funktion“ bezeichnet man jede Funktion, die aus x und gegebenen 
Konstanten durch irgend eine Anzahl ganzer rationaler Rechnungen be- 
rechenbar ist. 

Auf die Frage nach der Monotonie der ganzen rationalen Funktionen 
können wir erst später eingehen. Es fehlen uns zur Behandlung dieser 
Frage hier noch die Mittel, die wir zum Teil erst im nächsten Abschnitt 
gewinnen, zum Teil freilich schon hier nennen müssen. Das wesentlichste 
Hilfsmittel zur Untersuchung der ganzen Funktionen ist nämlich der 
„Fundamentalsatz der Algebra“: Für jede algebraische Gleichung: 


(2) +++. +0," —- 
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mit n> 1 und a,+0 existiert mindestens eine reelle oder komplexe Zahl «, 
welche, für x eingetragen, die Gleichung befriedigt; diese Zahl « wird eine 
„Wurzel“ der Gleichung oder auch der auf der linken Seite der Gleichung 
stehenden ganzen rationalen Funktion genannt. Der Satz gilt auch, falls 
die Koeffizienten der Gleichung komplexe Zahlen sind; doch nehmen 
wir ihn nur für reelle ag, a,, ..., @, in Anspruch. Unter dieser Voraus: 
setzung gilt weiter der Satz: Ist: 


«= a +a V—l1=6¢ -4 g"i 
eine komplexe Wurzel der Gleichung, ist also in œ der Koeffizient «” der 


imaginären Binheit i = Y— 1 nicht gleich O, so ist auch die zu « „konju- 
giert komplexe“ Zahl « = «' — «i eine Wurzel der Gleichung.*) . 


22. Faktorenzerlegung der ganzen rationalen Funktionen. Eine 
erste wichtige Folgerung des Fundamentalsatzes ist die „Faktorenzer- 
legung“ der ganzen rationalen Funktionen. Hat erstlich die ganze Funk- 
tion G(x) die reelle Wurzel «œ, so dividiere man G(x) durch die lineare 


*, Wir können hier den vorübergehenden Gebrauch der komplexen Zahlen 
(auf die wir erst später eingehen) nicht vermeiden. Auch der Beweis der ange- 
gebenen Sätze bewegt sich im Gebiete der „komplexen Variablen“ und „kom- 
plexen Funktionen“, wenn er auch im übrigen nur mit Überlegungen arbeitet, 
die uns bereits bekannt sind. Wegen der grundsätzlichen Bedeutung des „Funda- 
mentalsatzes‘ seien einige Andentungen über seinen Beweis gestattet, wobei wir 
uns auf den Fall reeller Koeffizienten a,, a,,..., a, beschränken. 

In die linke Seite der Gleichung (2) setzen wir sogleich die komplexe Va- 
tiable (x+ 5%) als Argument ein und berechnen den absoluten Betrag von G (z -4-iy): 


(8) |G@+iyi= +V G æF iv): Giy). 

Jeder komplexen Zahl (æ-+ iy) ist hierdurch eine nicht-negative reelle Zahl 
|@(x-+iy)| zugeordnet. Das System dieser reellen Zahlen besitzt eine nicht-nega- 
tive untere Grenze g (vgl. die Betrachtungen von $. 5ff.), und man kann auf Grund 
des Umstandes, daß die Funktion G(x-+iy) auch im komplexen Gebiete stetig 
ist, streng beweisen (s. die Betrachtungen von S. 184#f.), daß mindestens eine Stelle 
(©,+?y,) existiert, an der der Betrag (3) die untere Grenze g erreicht: 


(4) 1G (æo -+ iyo)| =g. 
Kein anderer Betrag (3) kann demnach < g sein. 

Es ist nun aber auf Grund der Bauart von G(æ-+iy) ziemlich leicht ein- 
zusehen, daß, sofern g> 0 ist, dicht bei (x, +iy,) Argumente (x+ iy) vorkommen, 


ür welche; a 
(Gæt iy) |<] G Hiyo) =g 

zutrifft. Die Annahme g>0 führt demnach auf einen Widerspruch, so daß g = 0 
sem muß und also zufolge (4) in œ = x, + iy, eine Wurzel der algebraischen 
Gleichung (2) gewonnen ist. 

Da übrigens die beiden Werte G(z-Hiy) zufolge der Realität der a,,a,,...@, 
stets gleiche absolute Beträge haben, so folgt aus G(a,-+iy,)=0 stets auch 
Gt —iy)=0, womit der zweite im Texte genannte Satz bewiesen ist. 
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Funktion (x —«), und zwar so lange, bis man einen g nicht mehr ent- 
haltenden Rest c erhält: 


aa” + ap- £T i Heta 


Eu 


n—1 f E è 
=0,% Fane ET e e 
wobei rechts a, die bisherige Bedeutung hat und die weiter auftretenden 
Koeffizienten a, —2,**', ao jedenfalls reell sind. Nennen wir die rechts als 
Quotient auftretende ganze Funktion (n— 1)" Grades G,(x), so folgt 
nach Multiplikation mit (x — æ): 


G(2) = (ae) ala) + c 
als Darstellung von G(s) und damit als eine in & identisch bestehende, 
d. h. für alle v gültige, Gleichung. Setzt man aber x = « ein, so folgt, 
da « eine Wurzel von G(x) ist, O=c und damit der Satz: Hat G(x) 
die reelle Wurzel «, so ist die Funktion G(x) „ohne Rest“ teilbar durch 
(2 — a) und gestattet die Zerlegung: 


a) G(x) = (x—«) - G, (2) 


in das Produkt des „linearen Faktors“ (x—«) und einer ganzen Funktion 
G (x) vom Grade (n—1) mit reellen Koeffizienten, deren „höchster“ wieder 
a, ist. 

lihe wir dieses Ergebnis weiter verfolgen, wollen wir uns mit einer 
entsprechenden Zerlegung für ein Paar komplexer Wurzeln « = « + ig” 
und « = «'— i«” versehen. Durch Multiplikation der beiden linearen 
Funktionen (x — «) und («—«) ergibt sich eine reelle Funktion zweiten 
Grades oder „quadratische“ Funktion, für welche wir die abkürzende 
Schreibweise: 


(2) (x—u) (x—a) = r? — 2a'r H e? +e = H Baty 
gebrauchen wollen. Dividieren wir nun G(x) durch diese quadratische 


Funktion so lange, bis wir zu einem in æ linearen Reste kommen, so 
erhalten wir als Ergebnis mit durchweg reellen Koeffizienten : 


a,i Saa- PEs e 


EN] $ = apa? al iati Hiat 


woraus wir durch Multiplikation mit dem Nenner: 
Gæ) = (2° + Ba +9): Ga(2) + (c£ + d) 
als neue Darstellung von G(x) ableiten. Es ist nun wieder leicht zu sehen, 


daß c und d verschwinden müssen. Da nämlich sowohl für x = « als für 
x = & das erste Glied rechts und auch G(x) verschwinden, so folgt 


ce t+d=0 und cu +d=0, 


ex rd 
s Fety’ 
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woraus man durch Subtraktion auf das Verschwinden von c und damit 
auch auf das von d schließt. Hat die ganze rationale Funktion G (x) das 
Paar der komplexen Wurzeln & und &, so ist sie „ohne Rest“ teilbar durch 
die zugehörige reelle quadratische Funktion (2) und gestattet die Zerlegung: 


(3) G(x) = (2+ Br + y): Ga) 


in das Produkt des „quadratischen Faktors“ (2? + Bæ + y) und einer ganger 
Funktion (n — 2)" Grades G, (x) mit reellen Koeffizienten, deren „höchster“ 
wieder a, ist. 

Man kann auf die Funktion G,(x) in (1), falls n — 1 > 0 ist, und 
auf die Funktion G,(x) in (5), falls n — 2 > O ist, die Zerlegungssätze 
erneut anwenden und in derselben Weise fortfahren, so lange als letzter 
Faktor noch eine ganze Funktion mindestens ersten Grades übrig bleibt. 
Da sich bei Abspaltung eines linearen Faktors der Grad der zurück- 
bleibenden Funktion stets um 1 verringert, bei Abspaltung eines quadra- 
tischen Faktors aber um 2, so führt der Prozeß spätestens nach n Schritten 
zu einer Funktion G,(z) „nullten Grades“ mit dem „höchsten“ Koeffi- 
zienten a,, die also konstant gleich «, ist. Die Summe der Grade der ab- 
gespaltenen linearen und quadratischen Faktoren ist dann auf n gewachsen, 
und wir haben die beabsichtigte „Faktorenzerlegung“ der ganzen Funktion 
n” Grades erreicht. 

Mit Rücksicht auf weitere Verwendungen wollen wir die verschie- 
denen Fälle der Faktorenzerlegung der ganzen Funktion G(x) noch aus- 
drücklich durch Formeln kennzeichnen. Erstlich seien alle Faktoren vom 
ersten Grade und durchweg verschieden; wir bedienen uns dann der Schreib- 
weise: 

(4) G(x) = a, (0 — &) (£ — w) (£ — %)...(C— an). 

Wir wollen zweitens annehmen, daß zwar alle Faktoren vom ersten Grade 
sind, aber nicht mehr alle voneinander verschieden seien. Um gleich zu 
einer für lineare Faktoren allgemeinen (auch den Fall (4) umfassenden) 
Gleichung zu gelangen, nennen wir die „voneinander verschiedenen“ Fak- 
toren (x — œ), (£ — &,),...,(2 — &,), deren Anzahl m also irgend eine 
Zahl des Intervalles 1 < m <n sein kann. Der erste Faktor trete im 
Verlaufe der Zerlegung v, Male auf, der zweite v, Male usw. Wir habei 
dann für die ganze Funktion G(x) vom n” Grade im Falle von nur „line- 
aren“ Faktoren die Zerlegung in der allgemeinen Gestalt: 


(5) G(x) Fa a(z => œ)“ (z Sy 4)" au: (x ze &„)'m 
anzuschreiben, wobei natürlich für die Anzahl der Faktoren: 


(6) vtret: tun 
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gilt. Kommen neben linearen Faktoren auch quadratische vor oder stellen 

sich vielleicht nur quadratische ein, so wollen wir uns gleich der „allge- 

meinsten Gestalt“ der Faktorenzerlegung der ganzen Funktion n™ Grades 

bedienen: 

(1) G(x) = ala — rl ae... — o)" (2 + BE H IN". 
(+ Bt +y)! 

wo für die Exponenten an Stelle von (6) mun die Regel gilt: 

(8) nt nhar +o t 2mh 2h h umn, 

Im Falle (4) hat G(x) jede der reellen Zahlen œj, Œa, ..., a, zur 
Wurzel. Irgend ein von diesen n Zahlen verschiedener reeller oder kom- 
plexer Wert x läßt aber keinen der Faktoren in (4) rechter Hand ver- 
schwinden, und also ist für jedes solche z auch G(x) von O verschieden: 
In diesem Falle hat also die ganze Funktion G(x) genau n voneinander 
verschiedene reelle Wurzeln. Rechnet man in (5) bzw. (7) die Wurzel œ, 
entsprechend den v, Linearfaktoren v,-fach und ebenso in (T) die einzelne 
komplexe Wurzel von (x° -+ Bx + y,) entsprechend den u, quadratischen 
Faktoren (£? + Bæ + y,) u,-fach, und verfährt man genau so bei den 
übrigen Wurzeln, so ergibt sich der bekannte Satz: Eine ganze Funktion 
n” Grades G(x) hat immer genau n reelle oder komplexe Wurzeln, jede in 
der richtigen Vielfachheit gezählt. 

Hat G(x) die v-fache reelle Wurzel «, so sagt man, die gange Funk- 
tion G(x) der „reellen“ Veründerlichen x habe einen „Nullpunkt v” Ordnung“ 
an der Stelle x—= «. Einleuchtend ist dann folgender Satz: Eine ganze 
rationale Funktion n” Grades G(x) der unbeschränkten (reellen) Veränder- 
lichen x hat höchstens n verschiedene Nullpunkte, und die Summe der Ord- 
nungen aller Nullpunkte ist < n; ist n ungerade, so muß G(x) mindestens 
„einen“ Nullpunkt haben; ist n gerade, so kann G(x) frei von Nullpunkten 
sein, wenn nämlich G(x) nur Paare komplexer Wurzeln hat. 


23. Die gebrochenen rationalen Funktionen. Den Quotienten zweier 
ganzer Funktionen mit beliebigen (reellen) Koeffizienten: 


i) R(a) €. b, +b, E -+ b, A on Bit 

a Hax ta +: +a,® 
nennen wir eine „gebrochene rationale Funktion“, falls der Nenner min- 
destens vom ersten Grade ist. Als Symbol zur Bezeichnung einer solchen 
Funktion benutzen wir, wie schon in (1) geschah, R(x). Unter der 
Benennung „rationale Funktionen“ fassen wir die ganzen und gebrochenen 
rationalen Funktionen zusammen; die ganzen Funktionen können wir 
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dem Ansatze (1) in der Art unterordnen, daß wir den Nenner vom „nullten 
Grade“ annehmen. 

Die Summe, die Differenz, das Produkt und nunmehr auch den Quo- 
tienten zweier rationaler Funktionen können wir mittels elementarer 
Rechnungen wieder auf die Gestalt (1) bringen. Es ergibt sich hieraus, 
daß überhaupt rationale Rechnungen, ausgeübt auf Funktionen unserer Art, 
immer wieder rationale Funktionen als Ergebnis liefern. Entsprechend 
hätten wir auch folgende Erklärung an die Spitze stellen können: Als eine 
„rationale Funktion“ bezeichnet man jede Funktion von x, die aus x und 
gegebenen Konstanten durch eine gewisse Anzahl rationaler Rechnungen be- 
rechenbar ist. Die für jede solche Funktion erreichbare Gestalt (1) nennen 
wir dann „Normalform“ der rationalen Funktion. 

Zerlegen wir in (1) sowohl den Zähler als den Nenner in die reellen 
Faktoren ersten und zweiten Grades, so können gemeinsame Faktoren 
von Zähler und Nenner fortgehoben werden. Wir nehmen an, daß dies 
von vornherein geschehen sei, daß also die in (1) rechts stehenden ganzen 
Funktionen m"" und n“" Grades weder eine reelle, noch ein Paar komplexer 
Wurzeln gemein haben. Insbesondere wird dann ein Nullpunkt des Nenners 
nicht zugleich ein solcher des Zählers sein können. Der „Grad“ der ra- 
tionalen Funktion (1) wird durch die größere der beiden ganzen Zahlen 
m und n oder, falls sie gleich sind, durch jede von ihnen gegeben; eine 
rationale Funktion ersten Grades heißt auch „linear“. 

Die im Nenner der Funktion (1) stehende ganze rationale Funktion 
n'™ Grades hat höchstens n Nullpunkte. Für jedes von einem dieser Null- 
punkte verschiedene Argument x hat die Funktion (1) einen eindeutig be- 
~ stimmten (endlichen) Wert. Auf das Verhalten von R(x) in den Null 
punkten des Nenners kommen wir zurück; zunächst merken wir den Satz 
an: Eine rationale Funktion F(x) ist, abgesehen von etwaigen Nullpunkten 
ihres Nenners, als eine für „unbeschränkt“ variables x „eindeutige“ Funk- 
tion erklärt; sie ist überdies in jedem abgeschlossenen Intervalle, dem kein 
Nullpunkt des Nenners angehört, eine „stetige“ Funktion. Der letzte Teil 
des Satzes ergibt sich nach S. 21 aus der Stetigkeit der ganzen Funk- 
tionen. 

Die Funktion (1) heißt „echt gebrochen“ oder „unecht gebrochen“, je 
nachdem für die Grade m und n von Zähler und Nenner m <n oder 
m>n gilt. Im letzteren Falle dividiere man mit dem Nenner in den 
Zähler so lange, als noch ein Divisionsrest von höherem als (n — 1)“ 
Grade übrig bleibt. Das Ergebnis der Division ist eine ganze Funktion 
G(x) vom Grade (m — n), der Rest eine ganze Funktion höchstens (n—1)'*” 
Grades. Jede unecht gebrochene rationale Funktion ist als Summe einer 
ganzen Funktion und einer „echt gebrochenen“ rationalen Funktion darstellbar : 

Frieke, Diferential- u. Integralrschnung. I. 6 
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tar +2’ + uch! 


(2) en "+ a,a” 


Auch hier können Zähler und Nenner rechter Hand keinen linearen oder 
quadratischen Faktor gemein haben, da ein soleher bei Rückgang zur Ge- 
stalt (1) von R(x) auch in dieser Gleichung rechts vorliegen würde. Da 
übrigens a, als von O verschieden vorauszusetzen ist (damit der Grad n 
der echt gebrochenen Funktion auch wirklich vorliegt), so können wir 
durch „Erweiterung“ des Bruches mit @,-! den höchsten Koeffizienten 
im Nenner gleich 1 machen. Wir dürfen demnach auch gleich die Dar- 
stellung (2) unserer Funktion R(x) in die Gestalt kleiden: 


: MTOE ET Tara 

O ROm aaa 2 02 

Diese Darstellung umfaßt auch den Fall, daß K(x) von vornherein echt 
gebrochen war; dann ist einfach G (x) identisch mit O. 


24. Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen. Die in 
Formel (3) rechts verbleibende echt gebrochene Funktion gestattet eine 
wichtige Weiterentwicklung, welche zum Ziele hat, die Funktion als eine 
Summe sogenannter „Teilbrüche“ oder „Partialbrüche“ darzustellen. 

Abkürzend bezeichnen wir den Nenner der echt gebrochenen Funk- 
tion mit g(x), den Zähler mit h(x) und nehmen zunächst an, daß g(x} 
den reellen linearen Faktor (x — «) in der höchsten Potenz v habe; nach 
(T) 8. 80 gilt dann die Zerlegung: 


= (2 — a He, phr) = a H ars H: Ha, 
wobei die als zweiter Faktor auftretende ganze Funktion (n — v)? Grades 
für z =« nicht verschwindet. Dann besteht folgender wichtiger Satz: 
Versteht man unter A die endliche und von O verschiedene Zahl: 


X wa > 
= He)’ 
so gilt für unsere echt gebrochene Funktion die Darstellung: 


h(s (©) _ A h, (£) 
2) - TAE e 
@ ne)’ 


IO (or e—a 
co das erste Glied rechter Hand einen ersten „Partialbruch“ und das zweite 
Glied wieder eine echt gebrochene Funktion darstellt. Zunächst gilt näm- 
lich für jede Zahl A als identische Gleichung: 
MENEE TO AN hix) — Ag, (2). 
(e—a gpa) @— a (æ— ag (a) 
Setzt man insbesondere den Wert (1) für 4 ein, so gewinnt der Zähler 
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des zweiten Gliedes rechts, dessen Grad höchstens (n — 1) ist, die Wurzel 
« und also den linearen Faktor (x — «), dessen Forthebung uns zur Dar- 
stellung (2) hinführt. 
Auf die in (2) rechts verbleibende echt gebrochene Funktion können 
wir nun, falls v > 1 ist, eine entsprechende Zerlegung anwenden: 
h (œ) »J A, t h, (x) 


Ag) ao! ige’ 


(£ — o) 


wobei wir nur hinzuzusetzen haben, daß jetzt A, auch gleich O sein kann, 
nämlich wenn h,(«e)—0 ist und sich also der Faktor (x — «) sogleich 
noch ein zweites Mal fortheben läßt. Indem wir die Entwicklung in 
gleicher Art fortsetzen, gelangen wir zu einer Zerlegung: 

Male msn wahre otoy 4, , ha) 


8) KM) Kl  (æ— a”! s—a | g(x) 
der echt gebrochenen Funktion in v „Partialbrüche“ und eine echt gebrochene 
Funktion, deren Nenner g, (x) die Wurzel « nicht mehr besitzt; von den v 
konstanten „Partialzählern“ ist der erste, A, sicher von O verschieden. 
Offenbar besteht die Möglichkeit, für die jetzt etwa noch vorliegen- 
den linearen Faktoren von g, (x) entsprechende Zerlegungen vorzunehmen. 
Ehe wir aber den Abschluß des Verfahrens betrachten, haben wir zu über- 
legen, wie sich für die etwaigen quadratischen Faktoren des Nenners eine 
„Partialbruchzerlegung“ durchführen läßt. Hat g(x) den quadratischen 
Faktor (x° + x + y) und zwar im ganzen w-fach, so setzen wir: 


g(a) = (+ pe + N g (2) 

und haben anzunehmen, daß weder A(x) noch die ganze Funktion 
(n — Zu)" Grades 9, (x) die dem quadratischen Faktor zugehörigen kon- 
Jugiert komplexen Wurzeln œ und œ haben. Es gilt nun offenbar zunächst 
für jedes Zahlenpaar B, C die identische Gleichung: 
(4) ha) _ _ Bxe+t  _ h(æ)—(Bæ+ C)g (2) 

a) FREE Tai’ 
wo rechts im zweiten Gliede eine echt gebrochene Funktion steht. Wir 
versuchen jetzt B und C als reelle Größen so zu bestimmen, daß der 
Zähler dieser Funktion den Faktor (x? + Bæ + y) gewinnt. Zu diesem 
Zwecke berechnen wir uns etwa für die erste komplexe Wurzel 


a=« + ie” 
die von O verschiedene komplexe oder reelle Zahl: 


5 Mo) ODIE 
6) gı (œ) ý 
§ “ 
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und haben E und C aus: 
D+iE=Ba+C=(Ba’+C)+iBa” 


als reelle Zahlen zu berechnen, was: 
z E a 
(6) Bao CLE En 


ergibt; B und C sind hierdurch eindeutig bestimmt und endlich, und sie 
können nicht zugleich verschwinden, da sonst auch D = E = 0 sein müßte. 
Tragen wir die berechneten Werte B und C in (4) ein, so bekommt die 
im Zähler des letzten Gliedes stehende reelle Funktion die komplexe 
Wurzel œ und also auch die konjugierte Wurzel & und damit den qua- 
dratischen Faktor (2? + ßx +y), der sich nunmehr einfach aus jenem 
Gliede wegheben läßt. Berechnet man die reellen und nicht zugleich ver- 
schwindenden Zahlen B, C aus (5) und (6), so gilt für die gegebene echt 
gebrochene Funktion die Darstellung: 


(7) h(x) Bæ+¢ ing h, (æ) 

g(a)" (Hee HT g E) 
als Summe eines „Partialbruches“ und einer wieder echt gebrochenen 
Funktion. 


Hierdurch ist wieder ein „Rekursionsverfahren“ eingeleitet, welches 
uns zu einer Partialbruchzerlegung der Gestalt: 


2 h(&) Bx4+ C B x+ 0, 
(8) Ne 
eo) (++ ++ 
BIE G ven h h (2) 
E isty te 
hinführt; von den Koeffizienten der linearen Partialzähler sind mindestens 
die beiden ersten nicht zugleich O, und übrigens steht im letzten Gliede wieder 
cine echt gebrochene Funktion. 

Man überlege nun, wie bei Anwendung der Gleichungen (3) und (8) 
auf die verschiedenen Faktoren von g(x) sich der Abschluß des ganzen 
Verfahrens gestaltet. Ist in (2) der Exponent v = 2 und g,(2) konstant 
gleich 1, so ist auch h, (x) konstant und werde durch A’ bezeichnet. Die 
Gleichung (2) lautet dann: 


Ma) A En 

(&— eo)! (2— 0)! rar 
sie liefert also bei Berechnung des vorletzten Partialbruches als übrig- 
bleibende echt gebrochene Funktion sogleich den letzten Partialbruch. 
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Eine entsprechende Betrachtung schließt man an (7) für u =?2 und 

gı(x)= 1 an. Die Entwicklung schließt sich demnach bei Bearbeitung 

des letzten Faktors von g(x) stets von selbst; wir gewinnen den Satz: 

Ist die Faktorenzerlegung des Nenners g(x) der echt gebrochenen rationalen 

Funktion: 

(9) glz) = la a) — w) - (later) 
er, 


so läßt sich diese Funktion als die Summe von 
(un ET a er) 
Partialbrüchen darstellen, und zwar haben wir k Aggregate der Gestalt: 


A 


Het 


CU 


(10) = 


4, 
(x — a)” + (2 — a) 


pP e 


mit konstanten Partialzählern und I Aggregate der Gestalt: 


(11) BEC We 2 Bellen ze, Art Has 


a er en 
mit linearen Partialzählern. 

Die vorstehenden Entwicklungen gestatten uns, das Verhalten einer 
rationalen Funktion in einem Nullpunkte ihres Nenners zu kennzeichnen. 
Jedenfalls sind in der Zerlegung (3) S. 82 von R(x) die ganze Funktion 
G(x) und unter den Partialbrüchen der echt gebrochenen Funktion alle 
Aggregate (11) in jedem endlichen abgeschlossenen Intervalle eindeutig 
und stetig. Im einzelnen Nullpunkte œ des Nenners aber ist das zuge- 
hörige Aggregat (10) nicht mehr mit einer bestimmten endlichen Zahl 
gleich, während sich die etwa sonst noch auftretenden Aggregate der Ge- 
stalt (10) in der Umgebung von « als eindeutig und stetig erweisen. 
Schreiben wir das Aggregat (10) in der Gestalt: 


s+ pety 


A+A lza) HAr — aH HA, e a 


@— a) 


(12) 


und erinnern uns, daß A = O ist, so zeigt sich, daß bei stetiger Annähe- 
rung des x an die Stelle « von rechts oder links her der Wert des Quo- 
tienten (12) sich „stetig“ der Grenze + oo oder — oo nähert (vgl. das 
Verhalten von %7” bei x = 0, das 8.31 besprochen wurde). Die Null- 
Punkte des Nenners unserer rationalen Funktion, deren Anzahl k der Be- 
dingung O < k < n genügt, sind „Unendlichkeitspunkte“ der Funktion. 
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25. Die elementaren algebraischen Funktionen. Zur ganzen Funktion 
(1) 8. 76 ist diejenige Funktion y von æ invers, die „unentwickelt“ durch 
die Gleichung n*® Grades: 


(1) ay" + O E E E a (aq — s)=0 
gegeben ist; desgleichen ist die zur rationalen Funktion nt Grades“) 


> b +b æ+ bx? -pee Hoa 
BaS aa r a a 


inverse Funktion y von æ „implizite“ durch: 


(2) (a,i pr ba) y" Sr (Q,_1% Ayt bu)! Ir don 
+ (a,x —b)y+ (a8 — b) = 0 


gegeben. Die Gleichungen (1) und (2) sind besondere Fälle der allge- 
meineren Gleichung: 


(3) INC a FC) Fl + -e H ABEL) Bu ak At = 0, 


deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen von x sind. Es gilt fol- 
gende Erklärung: Genügt y als Funktion von x einer „algebraischen“ @lei- 
chung n” Grades, deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen von s 
sind, so heißt y eine „algebraische“ Funktion von æ. Für den niedersten 
Fall n = 1 gewinnen wir die rationalen Funktionen von x wieder, die 
sich demnach der umfassenderen Gattung der algebraischen Funktion 
unterordnen. Schreibt man die Gleichung (3) nach „abfallenden“ Po- 
tenzen von x um, so erkennt man, daß die zu einer algebraischen Funktion 
inverse Funktion stets wieder eine algebraische Funktion ist. 

Für die Theorie der algebraischen Funktionen ist der Fundamental- 
satz der Algebra eine wesentliche Grundlage. Im übrigen nimmt diese 
Theorie erst dann ihre einfachste Gestalt an, wenn wir æ und y als kom- 
plexe Variable auffassen, was indessen hier nicht weiter verfolgt wird. 
Auch noch in anderer Hinsicht soll eine wesentliche Beschränkung ein- 
treten. In besonderen Fällen (z. B. immer dann, wenn n < 5 ist) kann 
die Gleichung (3) durch Radizierungen und übrigens rationale Rechnungen 
nach y aufgelöst werden. Wir wollen die rationalen Rechnungen und die 
Radizierung zusammenfassen als „algebraische Rechnungen“ und geben 
dann folgende Erklärung: Eine Funktion y von x, welche aus x und den 
gegebenen Konstanten durch eine endliche Kette „algebraischer Rechnungen“ 
berechnet werden kann, soll eine „elementare“ algebraische Funktion von æ 


”, Handelt es sich um eine „echt gebrochene Funktion nt Grades, so ist 
d„=0 und «,=#0; bei einer „unecht“ gebrochenen Funktion nt" Grades aber gilt 
ba F0. 
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heißen“) Wir lassen dabei wie früher nur die reellen Werte y als Funk- 
tionswerte zu. 

Einfachste Beispiele hierher gehöriger Funktionen sind die S. 29#f. 
betrachteten Wurzeln Yz für irgendwelche ganzzahligen n. Im Falle 
einer geraden Zahl n hatten wir in Yz für æ >O eine zweideutige Funk- 
tion, für y <0 aber eine nulldeutige Funktion erkannt. Sind zur Be- 
rechnung einer elementaren algebraischen Funktion wiederholt Wurzeln 
geraden Grades zu ziehen, so gelangt man zu Funktionen, deren „Mehr- 
deuligkeit“ wenigstens 
innerhalb gewisserInter- rer ariii 
valle entsprechend groß | 
sein kann. So ist z.B. 


die Funktion V1 +Yx, 
welche der biquadra- 
tischen Gleichung: 

y*—24 + (1—2)=0 
genügt und also der 
ganzen Funktion vierten 
Grades (qt — 22° + 1) 
invers ist, für 0<% <1 
vierdeutig, da jedem x 
dieses Intervalles zwei 
verschiedene positive 
Werte (1 +Yx)undalso 


vier verschiedene reelle 


“> ---- anne nen 


Werte V1 +yz zuge- 
hören; für v= 1 hat die 


Funktion die drei Werte 0 und + V2, für æ = 0 und æ > 1 ist sie zwei- 
deutig und endlich fürg <0 nulldeutig. Die Kurve der Funktion y= yı +yz, 


welche in Fig. 24 unter Auswahl von 2 em als Längeneinheit dargestellt 
ist, mag diese Verhältnisse näher erläutern. 


Fig. 24. 


26. Die elementaren transzendenten Funktionen. Alle Funktionen 
f(x), welche nicht algebraisch sind, heißen „transzendent“, d.h. das Ge- 
biet der Algebra übersteigend. Es tritt die Frage auf, ob vielleicht die 


*) Daß jedes solches y einer Gleichung der Gestalt (3) genügt, ist nicht schwer 
zu zeigen; doch übergehen wir im Texte diesen Beweis. 
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Funktionen ?logx, b”, die Kreisfunktionen und die Hyperbelfunktionen 
transzendent sind. Daß diese Funktionen nicht als algebraische Funk- 
tionen „erklärt“ sind, würde uns noch nicht gestatten, sie als transzendent 
zu bezeichnen; denn es könnte ja sein, daß die einzelne jener Funktionen 
auf irgend einem noch nicht erkannten Wege auch als „algebraische“ 
Funktion erklärbar sei. Daß aber z. B. die Funktion arcsin x nicht alge- 
braisch ist, können wir leicht aus dem Umstande schließen, daß diese 
Funktion in dem Intervalle ihrer Erklärung „oo-deutig“ ist; eine alge- 
braische Funktion ist aber stets nur „endlichdeutig“. Indessen gewinnt 
man einen abschließenden Einbliek in diese Verhältnisse erst innerhalb 
einer allgemeinen Theorie der sogenannten „analytischen“ Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen. Dabei zeigt sich in der Tat, daß die 
Funktionen ’logz, b, die Kreisfunktionen und die Hyperbelfunktionen 
„transzendent“ sind. Es sei gestattet, schon hier diesen Namen für die 
fraglichen Funktionen zu gebrauchen, und zwar nennen wir sie genauer 
die „elementaren“ transzendenten Funktionen, weil sie sämtlich bereits in 
der Elementarmathematik auftreten. 

Sind y(x) und y(x) zwei elementare algebraische Funktionen, so 
gilt offenbar dasselbe von jeder der Funktionen: 


Pa) rer), PR) vla), PR) 9a), PR): ve); 

denn jede dieser Funktionen ist wieder durch eine Anzahl algebraischer 
Rechnungen berechenbar. Üben wir ferner die in dem Symbol p zu- 
sammengefaßte Kette von Operationen nicht auf x sondern auf y(x) aus, 
so gewinnen wir auch in: 

2) f2) = gw) 

eine algebraische Funktion; denn wieder ist p(y(x)) durch eine Anzahl 
rationaler Rechnungen und Wurzelziehungen berechenbar. Demgegenüber 
gelangen wir zu neuen transzendenten Funktionen sowohl in (1) wie in (2), 
falls wenigstens eine der beiden Funktionen p(x), y(x) eine unserer trans- 
zendenten Funktionen ?logx, b", sinz, ... war. Wir können auch eine 
rationale Verbindung (1) zweier Funktionen oder die Herstellung (2) der 
„Funktion einer Funktion“ wiederholen oder beide Operationen kombi- 
nieren und auf diese Weise eine unbegrenzte Anzahl neuer „elementarer 
transzendenter Funktionen“ herstellen; wir wollen sie als „zusammenge- 
setzte“ Funktionen bezeichnen und ihnen gegenüber 


?logx, b, sing, ..., Ar Cotg x 
als „einfache“ transzendente Funktionen benennen. 
Sind g(x) und y(x) in einem Intervalle a<x<b stetig, so gilt 
nach 5. 21 dasselbe für die drei ersten Funktionen (1), für die vierte Funk- 


| 
| 
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tion jedoch nur unter der Voraussetzung, daß der Nenner y(x) nicht im 
Intervalle verschwindet. Ist y(x) im Intervalle a < z < b stetig, und liegen 
die daselbst eintretenden Funktionswerte y(x) zwischen den Schranken 
c< y(x) <d, so folgt aus der Erklärung der Stetigkeit (S. 17) leicht, 
daß auch p(y(x)) im Intervalle a<a<b stetig ist, falls p(x) diese Eigen- 
schaft im Intervalle e < æ < d besitzt. Auf gelegentliche Unterbrechungen 
der Stetigkeit im Gebiete elementarer transzendenter Funktionen en 
wir noch zurück. 

Als wichtige Beispiele zusammengesetzter Funktionen seien erstlich 
die dekadischen Logarithmen der trigonometrischen Funktionen genannt: 


logsinz, logeosz, logtgz, logeotgz, 
deren Bedeutung für numerische Rechnungen bekannt ist. Wir stellen 
uns ferner mit drei Konstanten A, u, v die Funktion: 
(3) y= A. sin (us + v) 
her, die wir durch Entwicklung von sin (ux +v) nach dem Additions- 
theorem unter Gebrauch der Abkürzungen: 

A.cosv =a, A-snv=b 

auch in die Gestalt kleiden können: 
(4) y= asinux + b cosu z. 
Die Funktion (3) hat die Periode zz - Ihre Kurve kann man nach dem 


in Fig. 11 (8.55) bei der „Sinuskurve“ y = sing befolgten Verfahren 
zeichnen. Man hat hier vom Kreise des Radius A auszugehen, teile dessen 
Peripherie vom Endpunkte des zum Zentriwinkel v gehörenden Bogens 
in 2” gleiche Teile und nehme die entsprechende Teilung in 2” gleiche 
Teile mit der von den Punkten O und begrenzten Strecke der Ab- 
szissenachse vor. Die beim einzelnen Teilpunkte vorliegende Kreisordinate 
ist dann gerade wie in Fig. 11 (S. 55) nach der richtigen Stelle der Ab- 
szissenachse zu verschieben. Es ist sehr nützlich, wenn der Leser einige 
besondere Beispiele dieser „verallgemeinerten Sinuskurve“ zeichnet. 

Für gewisse Schwingungsvorgänge ist eine Funktion wichtig, welche 
aus (3) oder (4) durch Zusatz des „Exponentialfaktors“ e”°* mit positiver 
Konstanten c hervorgeht: 

(5) y = A. e sin (ux + v). 
Um den Charakter dieser Funktion zu erläutern, ist in Fig. 25 (S. 90) 
das spezielle Beispiel: 


(6) y=e ? 7, singz 
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unter Auswahl von 1 cm als Längeneinheit in der Nähe des Nullpunktes 


gezeichnet. Die obere punktiert angedeutete Kurve entspricht der Glei- 
1 


chung y=e ? $ die untere ist ihr Spiegelbild bezüglich der x- Achse. 
Die Kurve der Funktion 
(6) verläuft zwischen 
diesen beiden Kurven, 
indem sie immer diese 
Kurven abwechselnd be- 


i rührt, und zwar in den 
E: 2 d \ Punkten 


“4,2540 


+4 +3; +#$, ..., 
in den Punkten ganz- 
zahliger æ durchschnei- 
det sie die x- Achse. 
Gelegentlich trifft 
man auf Funktionen, die, 
wenn sie auch ihrer Er- 
klärung nach als „ele- 
mentar“ zu bezeichnen 
sind, sich scheinbar un- 
serem Ansatze der „zu- 
sammengesetzten tran- 
szendenten“ Funktionen 
nicht einfügen. Ist a 
irgend eine rationale 
Zahl, so ist für &> 0 oben (S. 29f.) die Funktion y = x* erklärt, und zwar 
als „eindeutige“ Funktion, wenn wir y > 0 vorschreiben. Ist hingegen a 
eine irrationale Zahl, so kann x“ aus dem Potenzbegriff nicht erklärt 
werden; indessen folgt aus der Erklärung der Exponentialfunktion 
(S. 41 ff), daß 2° auch dann noch für jedes positive v eine bestimmte 
positive Zahl y darstellt, so daB hier scheinbar eine neue Funktion y = g” 
auftritt. Nun lehrt aber die Umkehrung der Exponentialfunktion mit 
Zuhilfenahme der Regel (8) S. 42, daß für die beiden durch die Be- 
ziehung y = x“ verknüpften positiven Zahlen x, y die Gleichung besteht: 


+ 


mm uuuf 


- 
-- 
.—- 


Fig. 25 


a = * log y = t ‘Iny. 
Hieraus ergibt sich umgekehrt: 
(1) lny =a: lng, y= 6 "7, 
wodurch unsere Funktion y = x° bei irrationalem a als zusammengesetzte 
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transzendente Funktion erklärt ist. Als Zusatz folgern wir: Auch bei irra- 
tionalem a gilt für den Logarithmus von x”: 

(8) In(2)=a.Inz und also ’log (x°) =a-?’loge, 

eine Regel, die aus dem Additionstheorem des Logarithmus unmittelbar 
nicht entnommen werden kann. 

Hierher gehört auch die Funktion y = x”, welche für x >O durch 
die Forderung y > 0 eindeutig festgelegt ist. Auf Grund der Regel (8) 
findet man leicht, daß sich diese für æ > 0 erklärte Funktion y = x” als 
zusammengesetzte transzendente Funktion in der Gestalt: 

(9) UTEE 

schreiben läßt. Sind allgemeiner y(x) und y(x) eindeutige Funktionen, 
so ist für solche Argumente x, bei denen p(x)>0 ist, auch y = g (x)¥®) 
durch die Forderung y > 0 eindeutig erklärt. Für diese Funktion schließt 
sich an (9) die Darstellung an: 

(10) y= eXz) Ino (2), 

Im Laufe der letzten Entwicklungen sind die Fragen nach der Stetig- 
keit und der Monotonie unserer Funktionen zurückgetreten; doch sollen 
dieselben späterhin, soweit erforderlich, behandelt werden. Es bietet sich 
indessen schon hier die Gelegenheit, an ein paar Beispielen zu zeigen, daß 
im Gebiete der zusammengesetzten transzendenten Funktionen gelegent- 
lich „Stetigkeitsunterbrechungen“ und auch Funktionen, die nicht mehr 
„abteilungsweise monoton“ sind, auftreten können. 


Die Funktion y = Tg (+) ist für unbeschränkt veränderliches v, unter 


Einschluß von + œo, jedoch zunächst unter Ausschluß von g = 0, als 
eindeutige ungerade Funktion von x erklärt. In Fig. 26 ist die Kurve 


Fig. 26. 
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dieser Funktion gezeichnet (Längeneinheit = 2 cm), welche man leicht 
aus Fig. 23, 8.73, erhält, indem man die in der letzteren Figur vorliegende 


Kurvenordinate y = Xg v an die Stelle S versetzt. Hier erhält man nun 
bei Annäherung an den Nullpunkt O von rechts her (man schreibt da- 


für im x = + 0) den Grenzwert lim T Sn + 1, während sich bei 
le , 
Annäherung von links her lim Tg E -) = — 1 ergibt. Die Funktion 


Tg (+) ändert sich demnach, wenn x stetig wachsend den Wert O durch- 


läuft, plötzlich um den Wert 2, so daß wir x = O als einen „Unstetigkeits- 
punkt“ der Funktion bezeichnen wollen. Ob es zweckmäßig ist, der Funk- 
tion im Unstetigkeitspunkt einen bestimmten Wert zu erteilen, viel- 
leicht das „arithmetische Mittel der beiden Grenzwerte“, muß dahingestellt 
bleiben. 


Sehr lehrreich ist auch das Beispiel der Funktion y = sin (=) , die 


gleichfalls für unbeschränkt veränderliches x, unter Einschluß von + ©, 
jedoch unter Ausschluß von x = 0, 
als eindeutige ungerade Funktion 
erklärt ist. Die Kurve dieser Funk- 
tion, welche man aus der Sinus- 
kurve (Fig. 12, 5. 57) einfach wieder 
dadurch herstellt, daß man die 
Ordinate y = sin% nach der Stelle 


pa 


Z der Abszissenachse verlegt, ist 


für positive v in Fig. 27 skizziert. 
Diese Kurve zeigt gegen den Null- 
punkt hin ein abnormes Verhalten; 
sie schneidet die x-Achse unendlich 
oft, nämlich an den Stellen 1, +, 


4, 3, $, -- -, sie erreicht den größten Wert y =1 unendlich oft, 
nämlich für die Argumente 2, 2, 2, 14, 55, - -- und ebenso den kleinsten 
Wert y = — 1 unendlich aii nämlich bei FR 2 dj... Die Funk- 


tion ist in jedem Intervalle — = = < . 


sendem x wachsend oder ee ie ee N die ganze positive 
Zahl n ungerade oder gerade ist. Die Funktion y= sin (*.) ist dem- 


nach zwar in jedem Intervall 0 <a <x<b „abteilungsweise monoton“, 
aber dies gilt nicht mehr für das Interval O <x <b. Auch nähert sich 
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die Funktion für lim x = + O (und also auch für lim x = — 0) nicht mehr 
einer Grenze an; denn sie schwankt, wenn sich & stetig dem Werte O 
nähert, unaufhörlich zwischen ihren Extremwerten +1 und — 1 hin 
und her. 

Wir haben endlich in Fig. 28 die Kurve der eindeutigen geraden 


Funktion y = x - sin (&) in der Nähe des Nullpunktes gezeichnet. Ohne 


genauer auf den Verlauf dieser Kurve einzugehen, erkennen wir jeden- 
falls, daß auch sie wieder die x-Achse 
in den unendlich vielen Punkten +1, 
E3, +$, t}... schneidet, und daß 
demnuch die Funktion in keinem, den 
Nullpunkt als Innen- oder Endpunkt ent- 
haltenden Intervalle abteilungsweise mono- 
ion ist. Aber hier ist allemal |yI<]«]|; 
die Kurve erscheint zwischen den beiden 
Winkelhalbierenden des Koordinaten- 
kreuzes eingeschlossen, die sie abwech- 
selnd in den Punkten z =+ 2, +4, +5, 
+#,... erreicht. Wir erkennen, daß 
diese Funktion sich auch für lim x = + 0 
einer Grenze, nämlich dem Werte O annähert, den wir demnach als Funk- 
tionswert im Nullpunkt erklären. 


27. Funktionen mehrerer unabhängiger Variablen. Sind x und y 
zwei voneinander unabhängige (reelle) variable Größen, so können wir 
zur geometrischen Deutung der Wertepaare x, y die Punkte einer Ebene, 
der „Zahlenebene“, zugrunde legen, in welcher ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem ausgewählt ist; der Punkt der Koordinaten x, y oder, wie wir 
kurz schreiben, der Punkt (z, y) erscheint dabei als „Bildpunkt“ des Zahlen- 
paares x, y. An Stelle des „Intervalles“ a <x<b einer einzelnen Va- 
riablen auf der Zahlenlinie tritt hier der Begriff des „Bereiches“, d. i. eines 
irgendwie gewählten Teiles der Zahlenebene, auf den der Punkt (x, y) 
beschränkt sein soll. Dabei soll der Fall nicht ausgeschlossen sein, daß 
der Bereich aus allen endlichen Punkten der Zahlenebene besteht, wo als- 
dann x und y „unbeschränkt“ variabel sind. Es genügt für unsere Zwecke, 
einige einfachste Beispiele solcher Bereiche zu nennen. Es seien erstlich 
alle Zahlenpaare x, y zugelassen, welche die Ungleichungen a < s £S b, 
c Sy <d befriedigen. Der Bereich hat dann die Gestalt eines Rechtecks, 
dessen Seiten zu den Koordinatenachsen parallel sind (s. Fig. 29); es 
handelt sich dabei um einen „abgeschlossenen“ Bereich, der neben den 
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Innenpunkten auch noch die Randpunkte des Rechtecks enthält. Durch 


die Vorschrift a; + s —1<0 ist ein „abgeschlossener“ Bereich fest- 
gelegt, der nach außen durch eine Ellipse berandet ist. Die beiden Un- 


Fig, 29. Fig. 30. 
gleichungen x < 2, x — y?> 0 erklären einen „abgeschlossenen“ Bereich 
{s. Fig. 30), der durch ein Parabelstück und eine gerade Strecke begrenzt 
ist. Die besondere Einfachheit unserer Beispiele besteht darin, das jedes- 
mal alle Innenpunkte des umgrenzten Ebenenstücks dem Bereiche zuge- 
hören sollen, und daß derselbe überdies „abgeschlossen“ sein soll, d. h. 
daß auch alle Randpunkte dem Bereiche angehören. Nur der aus allen 
„endlichen“ Punkten der Zahlenebene bestehende Bereich ist als nicht- 
abgeschlossen“ zu bezeichnen. 

Ist eine dritte Variable z von den beiden unabhängigen Variablen x 
und y in der Art abhängig, daß jedem Punkte (x, y) eines vorgelegten 
Bereiches eine bestimmte Zahl z zugeordnet ist, so ist hierdurch s in diesem 
Bereiche als eine eindeutige „Funktion“ der beiden „Argumente“ x, y er- 
klärt. Entsprechend dem bisherigen Brauche bezeichnen wir eine solche 
Funktion der beiden unabhängigen Variablen symbolisch durch z = f(x,y) 
und benutzen erforderlichenfalls zur Bezeichnung verschiedener Funk- 
tionen dieser Art die Symbole p, y, F, g usw. Auch sagen wir wieder, 
in der Gestalt z = f(x, y) sei die Funktion „entwickelt“ oder „explizite“ 
gegeben, und sprechen von einer „implizite“ oder „unentwickelt“ gegebenen 
Funktion, wenn z als Funktion von x und y durch eine noch nicht nach 
g aufgelöste Gleichung erklärt ist. 

Grundsätzliche Bedeutung hat folgender Satz: Eine in einem abge- 
schlossenen Bereiche erklärte Funktion f(x, y) heißt daselbst „gleichmäßig 
stetig“, wenn nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl ò stets eine von O 
verschiedene Zahl A derart angebbar ist, daß für je ewei Punkte (x, ,y,) und 
(£a, Y2) des Bereiches die Bedingung | f(&,, Y) — f(x, y) | < È erfüllt ist, 
sobald nur (£, — 2) + y— y) <2? zutrifft. Der Ausdruck auf der 
linken Seite der letzten Ungleichung bedeutet geometrisch das Quadrat 
der Entfernung der beiden Punkte (z,, y,) und (x,, %)- 


| 
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Diese Erklärung wird zum Ausgangspunkte einer Theorie der stetigen 
Funktionen f(x, y), welche genau den Entwicklungen von S. 18ff. ent- 
spricht. Wir gehen auf diese Untersuchungen nicht ein und beschränken 
uns nur noch auf die Übertragung des an (1) 8.21 angeschlossenen Satzes: 
Auch jetet werden wieder mit zwei im Bereiche gleichmäßig stetigen Funk- 
tionen p(x, y) und y(x, y): 


a) glz, y) +v, y) olz, y)- vlz, y), p(z, y): ylz, y) 

ebenda gleichmäßig stetige Funktionen sein, der Quotient freilich im allge- 
meinen nur dann, wenn der Nenner im Bereiche nicht verschwindet. Der 
Beweis ergibt sich wie oben (S. 21). 

Sehr wichtig ist die Deutung einer Funktion z = f(x, y) durch eine 
Fläche, welche wir einfach dadurch bewerkstelligen, daß wir nach Art 
der analytischen Geometrie des Raumes z als dritte rechtwinklige Koordi- 
nate betrachten (s. „A. G.“, 5. 100). Im „Zusammenhange“ der Punkte 
dieser natürlich nur für den jeweils zugrunde liegenden Bereich erklärten 
Fläche kommt die Stetigkeit der Funktion zum Ausdruck. 

Es hat keine Schwierigkeit, die „der Elementarmathematik entstam- 
menden“ Funktionen f(x, y) nach den Grundsätzen von S. 86ff. näher zu 
klassifizieren. Eine „elementare algebraische Funktion“ f(x, y) wird aus 
£, y und gegebenen Konstanten durch eine endliche Kette algebraischer 
Operationen berechnet; sind indessen bei der Berechnung von f(x, y) neben 
etwaigen algebraischen Rechnungen auch elementare transzendente Funk- 
tionen von x oder y oder von einem in x und y schon berechneten Aus- 
drucke mit heranzuziehen, so sprechen wir von einer „elementaren tran- 
szendenten Funktion“ f(x, y). Auch das Auftreten „mehrdeutiger“ Funk- 
tionen f(x, y), bei deren Berechnung Radizierungen oder zyklometrische 
Funktionen zur Verwendung kommen, macht keine Schwierigkeit. 

Ein paar weitere Ausführungen schließen wir noch über rationale 
Funktionen an. Eine ganze rationale Funktion G(x, y) ist ein Aggregat 
aus endlich vielen Gliedern der Gestalt «2”y” mit ganzen, nicht-negativen 
Exponenten m, n; irgend eine rationale Funktion R(x, y) läßt sich stets 
als Quotient zweier ganzer rationaler Funktionen darstellen. Aus der 
Gleichung: 


Ey — Ya a — ") + rl yı") 


| folgt mit Rücksicht auf die Stetigkeit von z” und y” leicht diejenige von 


2” y" und damit auch die Stetigkeit von G(x, y) in jedem endlichen abge- 


| schlossenen Bereiche. Hieraus folgt weiter: Eine rationale Funktion, die 
| als Quotient der beiden ganzen. Funktionen h(x, y) und glx, y) darstellbar 
| ser, ist in jedem endlichen abgeschlossenen Bereiche, in welchem der Nenner 
| I(z, y) nicht verschwindet, eindeutig und stetig. 
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Verschwindet g(x, y) in einem Punkte des Bereiches und ist daselbst 
h(x, y) nieht auch gleich 0, so liegt dort ein „Unendlichkeitspunkt“ der 
Funktion F(z, y) vor. Verschwinden aber in einem Punkte des Bereiches 
Zähler und Nenner h(x, y) und 9(z, y) zugleich, so treten Verhältnisse 
ein, die wir sogleich an dem Beispiele der rationalen Funktion: 


2 
(2) Ra, 9) = Fy? 


bei welcher im Nullpunkte des Koordinatensystems Zähler und Nenner 
gleichzeitig verschwinden, erläutern wollen. Wir führen neben recht- 
winkligen Koordinaten x, y auch noch Polarkoordinaten +, # ein, indem 
wir in bekannter Weise <= y cos 9, y=rsin®# setzen. Die Funktion 
nimmt dann die höchst einfache Gestalt an: 


R(x, y) = sin29. 


Daraus geht hervor, daß die Funktion R(x, y), falls wir uns dem Null- 
punkte längs der Geraden von der „Amplitude“ $ annähern, im Null- 
punkte den „Grenzwert“ sin 29 annimmt; der Grenzwert ist also von der 
Annäherungsrichtung 9 abhängig und kann alle möglichen dem Intervalle 


—l<z<+1 


angchörenden Zahlen z bedeuten. Man nennt die im allgemeinen „ein- 
deutige“ Funktion (2) im Nullpunkte „stetig vieldeutig“. Die Fläche der 
betrachteten Funktion hat zwar für jeden vom Nullpunkte verschiedenen 
Punkt (x, y) nur eine Koordinate z, zieht sich indessen an den Nullpunkt 
in der Art heran, daß die durch die Punkte z = + 1 undz=—1 be- 
grenzte Strecke der z-Achse ganz auf der Fläche liegt. — 

Sind drei unabhängige Variable x, y, z vorgelegt, so kann man zur 
Deutung der Wertsysteme z, y, g die Punkte des Raumes heranziehen, 
in dem man ein rechtwinkliges Koordinatensystem festgelegt hat. Ein 
irgendwie ausgewählter Teil des Raumes mag dann wieder als ein „Be- 
reich“ bezeichnet werden. Die Erklärung einer „Funktion“ w = f(x, y, 2) 
für einen solchen Bereich ist wie in den beiden bisher betrachteten Fällen 
zu geben. Die Erklärung der „Stetigkeit“, die daraus entspringenden Fol- 
gerungen, die Klassifikation der „elementaren“ Funktionen f(x, y, 2) in 
„ganze“, „rationale“, „transzendente“ usw. ist wie in den behandelten Fällen 
durchzuführen. Eine geometrische Deutung der Funktionen w = f(x,y,z), 
welche sich an die Deutung einer stetigen Funktion y = f(x) durch eine 
Kurve und einer stetigen Funktion z = f(x, y) durch eine Fläche an- 
schließt, ist nicht möglich, da wir nicht imstande sind, einen Raum von 
vier Dimensionen anzuschauen. Doch bietet die Mechanik reale Beispiele, 
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bei denen es sich um drei oder auch um mehr als drei unabhängige Va- 
riable und um Funktionen dieser Variablen handelt. 

Sind unabhängige Variable in irgend einer nicht näher bestimmten 
Anzahl » vorgelegt, so bezeichnet man dieselben zweckmäßig alle durch 
x und unterscheidet sie durch untere Indizes z,, 2,,..., £,- Man be- 
hält hier gern die Sprechweise der Geometrie bei, spricht für ein ein- 
zelnes System von Werten 2,,%,,...,%, von einem „Punkte“ (Ze), 
und nennt die Gesamtheit aller io Systeme von Werten x, a 


2, den „Zahlenraum“, in dem dann z. B. der Ausdruck: 

+Ya - 2 +8,14. + nY 
die „Entfernung“ der beiden Punkte (x,,%,,...,%,) und (2,,,25,...,2,) 
heißt. Für die Bezeichnungen der „Funktionen“ der n Argumente z, 
Zas ..., Va ist dann die Schreibweise y=f(&,, £a, . .., £) am nächsten 
liegend. Die Erklärung der „Stetigkeit“ usw. hat nach Analogie der Fälle 
n=1 und n =? zu geschehen. — 
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Abschnitt I. 
Grundlagen der Differentialrechnung. 


Kapitel I. Die Differentiation der Funktionen einer Variablen. 


1. Der Begriff der abgeleiteten Funktion. Um die Grundaufgabe 
der Differentialrechnung zu entwickeln, denken wir in einem endlichen 
und abgeschlossenen Intervalle a <z<b eine eindeutige und stetige 
und demnach (8.20) daselbst auch überall endliche Funktion y = f(x) 
gegeben. Zwei verschiedenen dem Intervall angehörenden Argumenten 
x und x, mögen die Funktionswerte y = f(x) und y, = f(xz,) zugehören. 
Wir bilden die Differenzen (x, — x) und y,-- y = f(x,)— f(x) und führen 
für dieselben die abkürzenden Bezeichnungen ein: 

(1) n—-2=4, y-y=fla)- fa) = 4y = Aflo); 

diese Symbole Ax und Ay bedeuten also die „Differenz der Argumente“ 
und die „Differenz der Funktionswerte“ und sollen keineswegs etwa als 
Produkte 4 -x und 4:y angesehen werden. Da der Annahme nach 
x+ æ sein sollte, so ist Ax von O verschieden, und also ist es statt- 
haft, den Quotienten: 


(0 Jy _ Afla) MY _ fa) fe) 
n js 28 mon a7 


zu bilden, den wir als einen „Differenzenquotienten“ unserer Funktion be- 
zeichnen wollen. 

Wir wollen nun zunächst x an seiner Stelle festhalten, während x, 
natürlich abgesehen von der Stelle x selbst im Intervall noch frei variabel 
sein soll. Im Differenzenquotienten haben wir dann eine Funktion von 
x, vor uns, die in jedem abgeschlossenen Intervalle, das die Stelle x nicht 
enthält, zufolge der Stetigkeitssütze (S. 21) selbst eindeutig und stetig 
ist. Der Punkt x, = æ freilich ist hier zunächst auszuschließen. Eben auf 
diesen Punkt aber bezieht sich nun unsere Grundfrage: Hat vielleicht die 
in (2) gegebene Funktion des Argumentes x,, falls sich x, entweder von 
rechts her oder von links her stetig der Grenze x nähert, selbst einen Grenz- 
wert? 
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Die Antwort aber, welche wir für unsere elementaren Funktionen 
werden geben können, ist folgende: Abgesehen von gewissen Fällen, auf 
die wir zwar hinweisen werden, die aber für uns nicht weiter in Betracht 
kommen, gelten die Tatsachen: 

1. Die Funktion (2) des Argumentes x, hat bei stetiger Annäherung 
von x, am die Stelle x von rechts her sowie von links her je einen eindeutig 
bestimmten Grenzwert; 

2. Die beiderseits zu erreichenden Grenzwerte sind einander gleich; 

3. Dies gilt für jede Stelle x des Intervalles, wobei übrigens selbst- 
verslärdlich ist, daß wir uns dem einzelnen Endpunkte a oder b des Inter- 
valles je nur von der einen Seite mit x, stelig annähern können. 

Ist diese Aussage zutreffend, so finden wir jeder Stelle x des Inter- 
valles in dem fraglichen Grenzwerte einen bestimmten Wert zugeordnet 
und können offenbar alle diese Zahlwerte als eine neue im Intervalle 
wu<x<b erklärte Funktion von x zusammenfassen: Wir bezeichnen 
diese Funktion, da sie aus f(x) durch die beschriebenen Grenzübergänge 
„abgeleitet“ ist, durch f'(x) und nennen sie die „abgeleitete Funktion“ oder 
die „Ableitung“ von f(x). Die abgeleitete Funktion ist im fraglichen 
Intervalle eindeutig; ob sie daselbst auch stetig ist, und welches sonst 
ihre Eigenschaften sein mögen, ob sie vielleicht wieder eine elementare 
Funktion ist, muß der näheren Untersuchung vorbehalten bleiben. 

Wir beweisen das aufgestellte Theorem sogleich für einige einfache 
Funktionen. Ist erstlich f(x) = 2” mit einem positiven ganzzahligen 
Exponenten n > 1, so gilt zunächst für irgend zwei nicht-negative, ver- 
schiedene x, x, zufolge (1) 8. 27: 

(3) narı< TE <nar-! oder nat-!< ee L W 

je nachdem x < x, oder x >x, ist. Der Differenzenquotient liegt dem- 
nach zwischen den Schranken ng?-! und ng”-'. Dies gilt auch noch, 
wenn & und x, zwei verschiedene nicht-positive Zahlen sind, da bei gleich- 
zeitigem Zeichenwechsel von x und x, der Quotient und die Schranken 
unverändert bleiben oder zugleich Zeichenwechsel erfahren, je nachdem n 
ungerade oder gerade ist. Für lim x, = x werden beide Schranken gleich 
N. g*-1; dies ist demnach auch der Grenzwert des Differenzenquotienten. 
Das Ergebnis gilt auch für yv=0, wo man sowohl von rechts her als von 
links her den Grenzwert O findet. Die Funktion f(&) = 2” hat in jedem 
endlichen Intervalle eine Ableitung, nämlich f(x) =na""‘. Diese Regel, 
wach der die Ableitung der Potenz a” gleich dem Produkte des Exponenten 
n und der „nächst niederen“ Potenz x"! ist, wollen wir kurz als „Potens- 
regel“ bezeichnen; sie bleibt, wie man sich noch besonders überzeugen wolle, 

7* 
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uuch für n =1, wo der Differengenquotient und damit die Ableitung kon- 
stant gleich 1 sind, sowie auch für n = 0, wo f(x) konstant gleich 1 ist und 
also die Ableitung den konstanten Wert O hat, erhalten. 

Zufolge der Erklärung des natürlichen Logarithmus In z (vgl. S.40) 
war die Differenz (In z} —ln x) für irgend zwei positive x und z, >% 
gleich dem Inhalte der Fläche, welche durch die gleichseitige Hyperbel, 
deren Ordinaten x”! und zy + und das zwischenliegende Stück der x-Achse 
begrenzt ist. Die Fläche ist ein Teil des Rechtecks der Grundlinie (xz; — x) 
und der Höhe v-t, und sie enthält selbst als Teil das Rechteck der 
gleichen Grundlinie, (x, -- x) und der Höhe x7'; 


(a-2) a< l z -he<(a—a) art. 


1 smer — ing p! 


Hieraus folgt: gyn ST, 
Eh xi — z a 


und es ist, da der Differenzenquotient bei Austausch von x und x, unver- 
ändert bleibt, einleuchtend, daß für x, <x dieselbe Ungleichung mit 
ausgetauschten Schranken gilt. Auch hier werden die Schranken für 


lim x, = gleich und zwar gleich t es gilt also der Satz: Der natür- 
liche Logarithmus, d. h. die für x >O erklärte Funktion f(x) = ln x, be- 
sitzt eine Ableitung, nämlich f'(x) = < 

Wir prüfen unseren Satz ferner für die Funktionen sin x und cos z. 


Aus den Ungleichungen (4) und (5) S. 61 folgt, daß: 


sin X, — sing 
< cos: aini 
z ~= g 2 


xı +e 1— t 
(4) cos en cos Am < —— 


für cos Buy > 0 zutrifft, während für cos ud = <0 in (4) die beiden 


Zeichen < in > umzuschreiben sind. Die der damaligen Voraussetzung 
% > x, entsprechende Ungleichung x, > x braucht nicht aufrecht erhalten 
zu werden, da bei Austausch von x und x, die drei in (4) verglichenen 
Ausdrücke unverändert bleiben. Für lim x, = v erhalten wir aber: 

lim cos ” dr = cos x, lim cos ” a =" 

so daß wieder die beiden Schranken in (4) einander gleich und zwar 
gleich cos x werden. Indem wir eine entsprechende Betrachtung an die 
Ungleichungen (6) und (7) S. 61 anknüpfen, ergibt sich: Die Funktionen 
sing und cosx haben für jedes endliche Argument x Ableitungen; und 
zwar ist die Ableitung von sin x einfach die Funktion cos x, diejenige von 
cosg aber die Funktion — sin x. 
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Genau so ergeben sich die Ableitungen der hyperbolischen Funk- 
tionen Sin x und Ço x aus den Ungleichungen (14)ff. S. 72. Erstlich 
gilt für Sin x und zwar sowohl bei q, > x als bei x, < z: 


Co Dne e e Cos 25, 


Tı — 

bei der Funktion &03 x hat man aber: 
+2 Cos x, — Co v ‚+8 2 — g 
Sin ie Sa te < Sin — m. &o8 = 5 


a 
für Gin F">0, während für Sn" F*<O die Zeichen < in > 


umzuschreiben sind. Da €08 O = 1 ist, so folgt: Die hyperbolischen Funk- 
tionen Sin x und 603 x haben für jedes endliche x Ableitungen, und zwar 
ist diejenige von Sin æ gleich Cos x und die von 803 x gleich Sin x. 


2. Geometrische und physikalische Dentungen der abgeleiteten 
Funktion. Für die Funktionen f(x) einer Variablen haben wir oben 
(S. 22ff.) mehrere Deutungen besprochen; auch haben wir die transzen- 
denten Funktionen, wie z. B. die Funktion In x, auf Grund gewisser geo- 
metrischer Vorstellungen erklärt. Es ist zu erwarten, daß man in solchen 
Fällen auch für die etwa zu f(x) gehörende Ableitung f'(x) eine an- 
schauliche Deutung entwickeln kann; und in der Tat zeigt sich das 
interessante Ergebnis, daß sich die Ableitung jedesmal in die Gestalt einer 
Vorstellung kleidet, die uns im Zusammenhang mit der einzelnen Deutung 
der Funktion f(x) von anderer Seite her 
längst geläufig ist. 

Wir deuten erstlieh die im Inter- 
Valle a<x<b eindeutige und stetige 
Funktion y = f(x) in rechtwinkligen 
Koordinaten x, y durch eine „ebene 
Kurve“ und ziehen durch die beiden 
voneinander verschiedenen Punkte (x,y) 
und (z,, Y,), die in Fig. 31 mit P und 
P, bezeichnet sind, die Sekante, der 
wir eine Pfeilriehtung „nach rechts“ 
erteilen.*) Die so gerichtete Sekante ist für Ay = 0 mit der x-Achse 
parallel; für Ay+0 bildet sie mit der positiven Richtung der z-Achse 
einen an Winkel, dessen Maßzahl $ wir positiv oder negativ rechnen 
wollen, je nachdem A y um Ax gleiche oder Gl m EG Vorzeichen 


Fig. 31. 


*) Da z, +x ist, so ist die Sekante nicht zur y-Achse parallel. 
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haben oder, wie wir sagen können, je nachdem die Sekantenriehtung 
„nach oben“ oder „nach unten“ weist.*) So ist z. B. in Fig. 31 die 
Maßzahl £ > 0; in Fig. 32 dagegen gilt ß <0, so daß hier der spitze 
Winkel X P.P, R des rechtwinkligen Dreiecks der Katheten P, R=— 4x 
und PR = + 4y durch (— ß) zu bezeichnen 
ist. Der Differenzenguotient ist nun einfach 
gleich dem Tangens: 


AY  y=y 
(1) ae, 


des Winkels B, den die nach „rechts“ gerichtete 

Sekante durch P und P, mit der „positiv“ 

Fig. 32. gerichteten x-Achse bildet. In den Figuren 

31 und 32, sowie auch für 4y=0 ist dies 

einleuchtend; doch prüfe man auch die sonst etwa noch möglichen Lagen 
der Kurve und Sekante im Koordinatensystem durch. 

Der im $1 mit x, vollzogene Übergang lim x, — x hat nun geo- 
metrisch die Bedeutung, daß bei festliegendem Punkte P der Punkt P, 
stetig über die Kurve hin gegen den Punkt P wandern soll. Wie wird 
sich hierbei die durch den festen Punkt P und den beweglichen Punkt P, 
hindurchlaufende Sekante verhalten? Wir antworten sofort: Eiristiert 
die Ableitung f(x) im Punkte x, d. h. nähert sich der Differenzenguotient 
und damit tg p bei Annäherung des Punktes P, an den Punkt P sowohl 
von rechts als von links her einem und demselben bestimmten Grenzwerte 
f(x), so nähert sich eben auch die Sekante einer bestimmten G’renzlage; diese 
Grenzlage der Sekante aber nennt man in der Geometrie die „Tangente“ 
der Kurve im Punkte P. Die Frage, ob unsere Kurve im Punkte P eine 
Tangente hat, und welches gegebenenfalls deren Richtung ist, erscheint 
also geradezu identisch mit unserer Frage, ob f(x) für das Argument x 
eine Ableitung f’(x) hat, und welchen Wert die Ableitung im Falle ihrer 
Existenz hat. Die Beziehung zwischen der Tangentenrichtung und dem 
Werte f'(x) ist aber durch folgenden Satz festgelegt, der sich, wenn wir 
lim 8 = « setzen, aus dem an (1) angeschlossenen Satze ergibt: Deuten 
wir die Funktion y= f(x), welche im Punkte x eine Ableitung f' (x) besitze, 
in unserer Art durch eine Kurve, so gilt für f'(x) die Regel: 


(2) f (2) = tg «, 
d. h. die Ableitung ist gleich dem Tangens des Winkels «, den die nach 


* 8. die Note S. 29. 
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„rechts“ gerichtete Kurventangente im Punkte (x, y) mit der „positiv“ ge- 
richteten x- Achse bildet.*) 

Daß die Existenz der Tangente einer Kurve in einem einzelnen 
Punkte (x, y), auch wenn die Kurve in dessen Umgebung stetig verläuft, 
keineswegs selbstverständlich ist, mag uns das Beispiel der durch Fig. 28, 


S. 93, erläuterten Kurve der Funktion y = x- sin (*) zeigen. Die Kurve 


läuft durch den Nullpunkt des Koordinatensystems und ist, wie wir fest- 
stellten, in dessen Umgebung stetig. Wählen wir nun den Nullpunkt 
als Punkt P und lassen P, etwa von rechts her auf der Kurve gegen 
den Punkt P wandern, so wird der Winkel ß zufolge der näheren Dar- 
legungen von 8.93 bei diesem Grenzübergange unaufhörlich zwischen 


den beiden Extremwerten + 5 und — 7 hin- und herschwanken, und 
also nähert sich die Sekante hier keiner Grenzlage: Die in der Umgebung 


des Nullpunktes stetige Funktion y = x sin (2) hat für x = 0 keine Ab- 
leitung, und entsprechend hat die Kurve ebenda keine Tangente. Wir haben 
also hier einen Ausnahmefall vor uns, wie wir solehe im Grundtheorem 
von 8.99 ausdrücklich vorbehielten. 

Die Geometrie mag ja bei besonders einfachen Kurven, z. B. beim 
Kreise, die Erklärung einer Tangente elementar, d. h. ohne Benutzung 
des Grenzbegriffes, geben können. Allgemein aber verfährt sie genau so, 
wie es hier in § 1 geschah: Sie zieht eine Sekante der Kurve durch zwei 
verschiedene Punkte P und P, derselben und prüft, ob bei Annäherung 
von P, an P eine Grenzlage der Sekante feststellbar ist, und welches 
gegebenenfalls diese Grenzlage ist: Das Problem der Ableitung einer 
stetigen Funktion und das Tangentenproblem einer stetigen Kurve sind also 
nicht nur der Sache nach identisch, sondern werden auch hier und dort 
methodisch in der gleichen Weise behandelt. 

Wir hatten zweitens (S. 22) das Argument £ einer stetigen Funktion 
s = f(t) als „Maß der Zeit“ gedeutet und s in der ursprünglichen Art 
als Punkt der Zahlenlinie; die stetige Funktion s = f(t) deuteten wir 
dann als „geradlinige Bewegung eines materiellen Punktes“. Gehören zu 
zwei Argumenten £ und & > t die Funktionswerte s = f(t) und s, =f(d), 


+) Das Vorzeichen der Maßzahl œ des Winkels ist entsprechend der bei ß 
gegebenen Vorschrift zu wählen. Sollte übrigens lim = «= + sein, was wir 


nicht ausschließen wollen, so kann man nicht: mehr von einer nach „rechts“ ge- 
richteten Tangente sprechen; in einem solchen Falle liegt ein „Unendlichkeits- 
punkt‘ der Ableitung vor, dessen Auftreten uns bei späteren Einzelbeispielen keine 
Schwierigkeit machen wird. 
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d. h. hat sich der materielle Punkt in dem von # und i, begrenzten Zeit- 
intervalle von der Stelle s nach s, bewegt, so nennt man den Quotienten 
des zurückgelegten Weges (s, —s) und der Zeit (4 —t) die „mittlere 
Geschwindigkeit‘ des materiellen Punktes während dieser Zeit*). Der 
Differenzenquotient unserer Funktion: 

si —s fi) _ If) 


t —t dot dt 

liefert also bei der jetzigen physikalischen Deutung von f(t) den Begriff 
der „mittleren Geschwindigkeit“. Hat nun die Funktion f(t) für das 
Argument ? eine Ableitung f’(f), so hat die mittlere Geschwindigkeit 
während eines auf den Zeitpunkt ¢ folgenden Zeitintervalles 11 bei einer 
gegen die Grenze 0 abnehmenden Größe 411 des Intervalles einen Grenz- 
wert; diesen Grenzwert aber nennt man in der Physik die „Geschwindig- 
keit“ des materiellen Punktes zur Zeit t, so daß uns die Ableitung der 
Funktion f(t) zu dem physikalischen Klementarbegriff der Geschwindigkeit 
zurückführt. 

Ein wichtiges Ergebnis liefert auch die bei der Einführung von In æ 
benutzte Methode der Erklärung einer stetigen Funktion f(x) durch einen 
Flächeninhalt. Es sei y(x) eine für irgend ein endliches Intervall erklärte 
eindeutige und stetige, sowie abteilungsweise monotone Funktion; a sei 
ein im Inneren des Intervalles beliebig aber fest gewählter Wert von x. 
Im Anschluß an die Kurve der Funktion 
y = p(x) erklären wir dann folgende 
Funktion f(x): Es sei f(x) der Inhalt 
des Flächenstücks oder die Summe der In- 
halte der Stücke (s. Fig. 33)**), die von der 
x-Achse, der Kurve und deren Ordinaten 
g(a) und p(x) bei a und x eingeschlossen 
werden; dabei sollen die Maßzahlen der 
Flächenstücke „rechts“ von a mit positivem 
oder negativem Zeichen versehen werden, je nachdem sie über oder unter der 
x-Achse liegen, „links“ von a aber sollen umgekehrt die oberhalb der x- Achse 
gelegenen Flächenstücke mit negativen Maßzahlen, die unterhalb gelegenen 
mit positiven Maßzahlen in Rechnung gestellt werden. Die Vorschrift ist 
so zu verstehen, daß alle zwischen den beiden Ordinaten p(a) und p(x) 
gelegenen, von Kurve und z-Achse begrenzten Flächenstücke zur Bildung 


Fig. 33. 


* Wir .machen darauf aufmerksam, daß der Weg (s, — £) negative Maßzahl 
hat, falls s, <s ist. 

**, Für monotone und damit auch für „abteilungsweise monotone“ Funktionen 
g(x) ist 5. 23ff. die Erklärung des Flächeninhaltes gegeben. 
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der „algebraischen“ Summe heranzuziehen sind. So wird z. B. in Fig. 33 
für den mit x bezeichneten Punkt f(x) eine dreigliedrige Summe sein 
und zwar mit zwei positiven und einem negativen Gliede. 

Die scheinbar umständliche Vorzeichenregel begründet nun ein sehr 
einfaches Ergebnis betreffs der Ableitung f’(x), welche im ganzen Inter- 
valle der Erklärung von g(x) existiert. Wir stellen zunächst fest: Ist 
zı >x, so ist (f(x) — f(@)) die Summe aller zwischen den Ordinaten 
g(x) und @(x,) gelegenen Flächenteile, wo nun unterschiedslos alle ober- 
halb der x-Achse gelegenen Teile positiv und alle unterhalb gelegenen 
negativ zu rechnen sind. Wir wählen x, bereits so nahe an x, daß p(x) 
in dem von x und z, eingegrenzten Intervalle monoton ist. Dann haben 
wir für die Maßzahl (fix) — f(x)) zwei Schranken in den Inhalten 
Y-(2,—x) und 9, (x, — x) zweier Rechtecke der gemeinsamen Grund- 
linie (2, — x) und der Höhen y = y(x) und y, = 9(2,).*) Für den Dif- 
ferenzenquotienten Zen finden wir daraus unmittelbar die Schran- 

1 

ken y und y,; und zwar bleibt diese Regel auch für x, < x bestehen, da 
der Differenzenquotient bei Austausch von x und x, seinen Wert nicht 
ändert. Nun folgt für lim x, = x einfach lim y, = y, d. h. die veränder- 
liche Schranke y, wird der festen y = p(x) gleich. Damit aber haben 
wir den Satz gewonnen: Die im Anschluß an die eindeutige, stetige und 
abteilungsweise monotone Funktion p(x) mittelst des Begriffs des Flächen- 
inhaltes erklärte Funktion f(x) besitzt für jedes x des zugrunde liegenden 
Intervalles eine Ableitung, und zwar ist einfach f(x) = g(x), d. h. gleich 
der Funktion p(x), von der wir ausgingen.**) 

Dieses Resultat ist deshalb von grundlegender Bedeutung, weil wir 
in der Herstellung der „Inhaltsfunktion“ f(x) aus p(x) eine Operation 
kennen lernen, die durch die Berechnung der Ableitung von f(x) wieder 
rückgängig gemacht wird. Wir kommen hierauf später ausführlich zurück. 


3. Die Ditferentiale und der Differentialquotient. Es werde jetzt 
angenommen, daß die im Intervall a <x <b eindeutige und stetige Funk- 
tion f(x) daselbst überall eine endliche Ableitung f(x) habe. Für das 
einzelne x hatten wir f'(x) zu berechnen, indem wir x, sich als stetige 
Variable von der einen oder anderen Seite her dem Werte x als Grenze 
annähern ließen und den Grenzwert des Differenzenquotienten feststellten. 
Hierbei gewinnt die Differenz Jx = x, — x den Charakter einer „varia- 


+) Für das Vorzeichen des einzelnen Rechteckinhaltes gilt dieselbe Regel, 
die wir eben für die Maßzahlen (f(x,) — f(x)) aussprachen; s. übrigens das Beispiel 
der Funktion ln æ in $1, S. 100. 

”*) Man ziehe als Beispiel wieder die in § 1 behandelte Funktion In x heran. 
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blen“ Größe, welche sich von der einen oder anderen Seite her stetig der 
Grenze Ò annähert, natürlich ohne der Zahl O gleich zu werden (s. die Be- 
sprechung einer solchen Veränderlichen S. 15). Um gleich durch die 
Bezeichnung hervorzuheben, daß wir 1x als eine „veränderliche“ Größe 
der genannten Art ansehen wollen, bedienen wir uns statt Aæ% auch der 
Schreibweise dg und nennen Ag = dx ein „Differential“*) Dem Um- 
stande entsprechend, daß nach Auswahl einer „beliebig“ klein gewählten 
Zahl ð für das Differential dx von einem bestimmten Zeitpunkte an 
Ida! <ò gelten soll, sagt man, das Differential dæ werde „unendlich klein“. 
Wenn wir sogar kurz von einer „unendlich kleinen“ Größe sprechen, so 
soll dadurch nur die eben beschriebene Veränderlichkeit von dx ange- 
deutet sein. Eine konstante Größe ist immer entweder gleich 0 oder nicht 
gleich 0; im letzteren Falle kann sie zwar, absolut genommen, „sehr klein“ 
im Vergleich zu sonstigen Zahlen einer gerade vorliegenden Betrachtung 
sein, aber sie ist nicht in unserem Sinne „unendlich klein“. 

Zu jedem x des Intervalles und jedem Werte 4% = dx mit einem 
gleichfalls im Intervalle gelegenen z, = x + 4x =v + dx gehört nun 
eine Differenz Ay = If(x) der Funktionswerte f(x) und f(x). Die Ab- 
leitung, d. i. der Grenzwert des Differenzenquotienten: 

& 3y . EFEN] , 
A u a CA 
sollte der Annahme gemäß existieren. Wir wollen 4y = Af(x) etwas 
kürzer als „Differenz der Funktion“ bezeichnen, die dann natürlich als 
von zwei Größen x und 1x abhängig anzusehen ist. 

Hierneben reihen wir jetzt als eine weitere, hinfort oft zu betrachtende 
Größe das „Differential der Funktion“, und zwar durch folgende Er- 
klärung: Das zum Argumente x und zum Differential dx gehörende „Dif- 
ferential der Funktion“ dy = df(x) sei durch: 

(2) dy = df(2) = f (2) da 

gegeben, ist also das Produkt der Ableitung f'(x) und des Differentials dx 
der unabhängigen Variablen. Wie die Differenz Ay = Af(x), so hängt 
auch das Differential dy = df(x) von zwei Größen, nämlich & und dx 
ab. Dabei ist df(x) auch noch bei festgehaltenem y eine variable und 
zwar „unendlich kleine“, d.h. mit dæ „unendlich klein werdende“, Größe. 
Dagegen ist der Quotient des Differentials dy = df(x) der Funktion 
und des Differentials ds der unabhängigen Variabeln, den wir kurz den 
„Differentialguotienten“ der Funktion f(x) nennen wollen, nur allein noch 


*) Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, daß dæ ebensowenig wie 4x 
als Produkt d- æ aufzufassen ist. 
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von x abhängig; denn aus (2) ergibt sich sofort, daß der Differential- 
quotient gleich der abgeleiteten Funktion ist: 

å ily df(t) A 

6) ur a KO) 

Mit Rücksicht auf (1) können wir auch sagen, der Differentialquotient sei 
gleich der Grenze des Differenzenquotienten: 

` dia) n Aa nn Ir), 

a e O AP 
Eine anschauliche Deutung des Differentials der Funktion geben wir 
vorerst nur im Anschluß an die Deutung der Funktion y= f(x) durch 
eine Kurve, die der Annahme gemäß in jedem Punkte eine Tangente hat. 
Die Deutung ergibt sich sofort aus 
Gleichung (2) S. 102: Für jede Ände- 
rung da = Ax der Abszisse ist das zu 
x und dx gehörende Differential der 
Funktion durch dy=df(x)=tga:da 
gegeben und stellt also die dem dx = Ax 
entsprechende „Änderung der Tangenten- 
ordinate“ dar (s. Fig. 34), während 


Ay = Af(e) 


die „Änderung der Kurvenordinate“ ist. 
Man liest dies aus Fig. 34, wo: 


P’ R = dy = df(£), P,R = 4y = Af (x) 


ist, unmittelbar ab; doch überzeuge man sich, daß die Angaben auch bei 
anderen Lagen der Kurve im Koordinatensysteme sowie sonstigen Werten 
von dg = Ax richtig sind. 

Die Rechnung gibt über die Beziehung zwischen 4y und dy folgen- 
den Aufschluß: Bei stehendem x gilt: 


Fig. 4. 


lu (-r (@)) = > ee =O 


Nehmen wir dx = Ag, so folgt: 


(5) lim Gi = 


Falls der Wert f'(x), der als endlich vorausgesetzt wurde, nicht ver- 
schwindet und aiso auch dy endlich und von O verschieden ist, so können 
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wir die letzte Gleichung mit Rücksicht auf 4 z = dz durch Erweiterung 
des Quotienten mit dy in die Gestalt setzen: 


lim (33-1) 2) = fo) -lim (77-1) =0 


dr=0 \ dy 
und finden wegen f'(x) +0 das Trgebnis: 
An ZONE 
H in a a 


Es gilt hiernach der Satz: Nähert sich Ax = dx der Grenge 0, so wird 
der Unterschied zwischen der „Differenz der Funktion“ Ay = If(x) und 
dem „Differential“ derselben dy = df(x) im Vergleich zu Ax selbst ver- 
schwindend klein, so daß insbesondere bei nicht verschwindendem Werte f'(x) 
der Quotient Ay: dy für im Ax = 0 den Grenzwert 1 gewinnt. 

Das Differential einer Funktion f(x) berechnen nennt man „die 
Funktion differenzieren“ oder „die Differentiation der Funktion durch- 
führen“. Der wesentliche Schritt ist dabei natürlich die Berechnung der 
Ableitung f'(x), so daß man auch die Berechnung von f'(x) als „Differen- 
tiation“ von f(x) bezeichnet. Sagen wir hinfort, eine Funktion f(x) sei an 
einer Stelle x oder in einem Intervalle „differenzierbar“, so läuft dies 
darauf hinaus, daß sie für jenes x bzw. in dem Intervalle eine bestimmte 
Ableitung besitze. Die Aufgabe der „Differentialrechnung“ ist, die Differen- 
tiation der Funktionen durchzuführen und die Bedeutung und Verwendung 
dieser Operation darzulegen. 

Die Bedeutung der Einführung des „Differentials“ einer Funktion 
als einer selbständigen Größe neben der Ableitung f'(x) wollen wir im 
nächsten Paragraphen an einer wichtigen geometrischen Ausführung dar- 
legen. Zunächst verwerten wir nur den formalen Nutzen, daß wir in 
der Gleichung (3) für den Differentialquotienten oder in der Gleichung 
(2) für das Differential ein bequemes Mittel haben, das Ergebnis der 
Differentiation spezieller Funktionen durch übersichtliche Formeln zum Aus- 
druck zu bringen. Wir stellen in dieser Gestalt gleich die Resultate der 
Rechnungen von § 1 zusammen: Die „Potenzregel“ kleidet sich jetzt in 
die Gestalt: 

da") 


5 n—1 UNS n—1 
(1) da T ’T oder d(x") = na "!dr, 
gültig für alle nicht-negativen ganzzahligen Exponenten n; die Differentia- 
tion des natürlichen Logarithmus ergibt: 


dlnz 1 1 
(8) Di zn Oder ar dr 
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diejenige der Funktionen sin x und cos x: 


d sin æ d cos x . 
(9) dig enwsz, as euz 


oder in anderer Gestalt: 
(10) d sin g = cos z dz, dcos z = — sin 2 d7; 


endlich liefert die Differentiation der hyperbolischen Funktionen Sin x 
und 608 x: 


į Si d&os i 
(11) F Goss, “a = Sina 
oder auch: 
12 d Šin x = Cord, d Cog x = Sin z dx. 
? 


4. Die Bogenlänge uud das Bogendifferential einer Kurve. In 
irgend einem endlichen Intervalle sei eine eindeutige und stetige Funk- 
tion f(x) gegeben, welche daselbst überall cine endliche Ableitung f'(x) 
habe. Von dieser Ableitung wollen wir jetzt weiter voraussetzen, daß 
sie im Intervall gleichfalls stetig und abteilungsweise monoton ist; der Be- 
quemlichkeit halber sei auch angenommen, daß f'(x) in keinem von O 
verschiedenen Teile des Intervalls konstant sei, so daß wir das Gesamt- 
intervall in eine endliche Anzahl von Teilintervallen zerlegen können, 
in deren einzelnem f'(x) mit wachsendem x entweder nur zunimmt oder 
nur abnimmt. 

Wir betrachten nun eines der Teilintervalle. Die Kurve der Funk- 
tion hat daselbst in jedem Punkte P eine Tangente, die, falls der Punkt P 
die Kurve stetig im Sinne wachsender x beschreibt, ihre Richtung stetig 
und immer im gleichen Sinne ändert; und zwar wird der 8. 102 erklärte 
Winkel «œ, dessen Tangens gleich f(x) ist, hierbei stets wachsen oder 
stets abnehmen, je nachdem f'(x) wächst bzw. abnimmt. Hierdurch ist 
die Möglichkeit gegeben, auf unsere Kurve die 8.50 für den Kreis 
durchgeführte Betrachtung zu übertragen. Wir können die Tangente, 
welche wir als einen biegsamen, aber unausdehnbaren Faden denken 
längs der Kurve aufwickeln und ein aufgewickeltes Stück des Fadens 
hernach wieder abwiekeln. Es erscheint, wie damals beim Kreise, mög- 
lich, eine „Bogenlänge“‘ der Kurve zu erklären, indem wir irgend ein Bogen- 
stück der Kurve auf eine „gleich lange“ gerade Strecke abwickeln und da- 
durch die Kurve „rektifizieren“. 

Ehe wir weitere Festsetzungen über die Bogenlänge treffen, schieben 
wir gleich noch folgende grundlegende Betrachtung ein. Es seien P und 
P, zwei Kurvenpunkte in einem Teilintervalle, in dem f'(x) und also der 
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Winkel « bei wachsendem & entweder 
nur zunehmen oder nur abnehmen. Dann 
verläuft die Kurve zwischen P und P, 
so, daß sie nach der einen Seite „konkav“ 
oder „gehöhli“, nach der anderen aber 
„konvex“ oder „erhaben“ ist. Um eine 


Ungleichung für die Länge PR, des von 
diesen beiden Punkten eingeschlossenen 
Kurvenbogens aufzustellen, ziehen wir 
die Sehne PP, und die beiden Tangenten in P und P}, welche sich im 
Punkte Q treffen mögen (s. Fig. 35). Dann gilt nämlich die wichtige 
Ungleichung: 

(1) PD, < PP DVD: 


Daß die Sehne PP, kleiner als der Bogen ist, ist selbstverständlich. 
Daß aber der Bogen kleiner als die Summe der beiden Tangentenstücke 


PQ und P,Q ist, mache man sich hier, wie beim Kreise (S. 51), durch 
Aufwickelung dieser beiden Stücke auf die Kurve deutlich; beide Stücke 
werden bei der Aufwickelung übereinander hinausgeschoben und bedeeken 
schließlich ein Stückchen des Bogens doppelt. 

Wir wollen nun von irgend einem Kurvenpunkte, etwa dem der 
Koordinaten x = a und y = f(a), aus die Bogenlänge der Kurve messen 
und versehen die Maßzahlen nach rechts hin, d.h. in der Richtung wachsen- 
der x, mit positivem Zeichen, nach links hin mit negativem Zeichen. Be- 
zeichnen wir die Maßzahl der Bogenlänge bis zu einem beliebigen Kurven- 
punkte x, y = f(x) wie beim Kreise wieder mit s, so können wir s als 
eine Funktion s= F(x) der Variablen x auffassen, die in demselben 
Intervalle wie f(x) erklärt ist und daselbst jedenfalls eindeutig und, wie 
wir gleich sehen werden, auch stetig ist. 


Fig. 35. 
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Ist nun P ein beliebiger Kurvenpunkt (x, y), m dem f'(x) von O 
verschieden ist, so wähle man den Kurvenpunkt P, der Koordinaten r+ 4z, 
y + 4y so nahe an P, dab f'(x) auch in dem durch x und (x + 1x) ein- 
gegrenzten Intervalle keinen Nullpunkt hat und monoton ist. Dann ist 
die an Fig. 35 angeschlossene Zwischenbetrachtung anwendbar. Ein Paar 
von den möglichen Lagenverhältnissen sind in Fig. 36 und 37 erläutert. 
Mit Benutzung von (1) finden wir: 


PP, <PP <PQ+BEO<PP/+PP,. 
Nun ist aber PR, die „Differenz der Funktion s = F(x)“, absolut ge- 
nommen: 

P = |48| = |A F(£)| = | F(z +20) — F(e)]; 


und es gilt weiter, wenn wir dx = dæ nehmen: 
PP, = + VIF ay =+ V1 + (2). Jaz], 
PP = +4 ydr dy =+ V1 Ff e} |Ax]. 


Endlich aber ist P,P; in jedem Falle gleich dem absoluten Werte des 
Unterschiedes zwischen der Differenz Ay und dem Differential dy der 
Funktion y = f(x). Es gilt demgemäß: 


+Vi+( PA {4z <|as|< 4V1 +F Ael + Ay dyl, 


so daß die Division mit |4x| unter Rücksicht darauf, daß nach der oben 
über das Vorzeichen der Maßzahl s getroffenen Bestimmung 4x und Is 
stets gleiches Zeichen haben, für den Differenzenquotienten der Funktion 
s= F(x) die Ungleichung*) liefert: 


+V14 (<< Vi Hr |. 


Zufolge (1) und (5) S. 107 haben die beiden Schranken der letzten Un- 
gleichung für lim Ax =Q einen und denselben Grenzwert, nämlich 


+YV1+f'(&)?. Dieses Ergebnis bleibt auch in dem zunächst ausge- 
schlossenen Falle f'(x) = 0 erhalten. In diesem Falle verläuft die Fan- 


*) Aus dieser Ungleichung läßt sich übrigens die Stetigkeit der Funktion 
F(æ) leicht entnehmen, wenn man dieselbe nicht bereits aus der die Funktion 
T(x) begründenden geometrischen Betrachtung mit Rücksicht auf die Stetigkeit 
der Geraden als bewiesen ansieht. 
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gente unserer Kurve im Punkte (z, y) parallel zur x-Achse; man erkennt 
dann leicht das Zutreffen der Ungleichungen: 


HVA t AAs <|Ae| + |Ayl, 

Jy; 

Vi (2) < eE ERE 
Die beiden Schranken der letzten Ungleichung haben aber für lim 42=0 
in der Tat übereinstimmend den Grenzwert 1 = + Vi +f (<). Wir haben 
damit den folgenden wichtigen Satz gewonnen: Die für die Kurve der 
Funktion y = f(x) unter der Voraussetzung einer steligen und abteilungs- 
weise monotonen Ableitung f'(x) erklärte Dogenlänge s = Fix) liefert eine 

stetige und „differenzierbare“ Funktion, deren Ableitung durch: 


A = VIFTE 


gegeben ist, und deren Differential, welches wir als das „Bogendifferential“ 
der Kurve bezeichnen, sich so darstellt: 


(3) dF(x)=ds= +Y1+f'(@)’:- de = + Vdr? + dy. 


(2) F'(«) = 


5. Beziehung zwischen den Ableitungen inverser Funktionen. In 
irgend einem Intervalle sei eine eindeutige, stetige und abteilungsweise 
monotone Funktion y = f(x) gegeben. Durch a<x<b sei ein Teil- 
intervall festgelegt, in dem f(x) mit wachsendem x entweder beständig 
zunimmt oder beständig abnimmt. Ist f(a) = c und f(b) = d, so ist die 
nach S. 29 zu erklärende Funktion (x) von f(x) im Intervall e<z<d 
bzw. d<x<ce gleichfalls eindeutig, stetig und monoton. Die Kurve 
dieser zu f(x) inversen Funktion (x) geht aus derjenigen von f(x) ein- 
fach durch Spiegelung an der 8.29 näher bezeichneten Winkelhalbieren- 
den des Koordinatenkreuzes hervor. 

In Anlehnung an die geometrische Bedeutung der Ableitung können 
wir durch folgende Überlegung den Übergang von f'(æ) zur Ableitung 
der inversen Funktion 92) begründen. Die Funktion f(x) sei im Inter- 
vall a < g < b differenzierbar, so daß die Kurve dieser Funktion in jedem 
Punkte (x, y) des Intervalls eine bestimmte Tangente hat. Diese geht 
dann einfach bei der Spiegelung in die Tangente der Kurve von (æ) im 
entsprechenden Punkte über.*) Also hat auch die inverse Funktion g(x) 


*) Der Grenzübergang von der Sekante zur Tangente ist selbstverständlich 
unabhängig davon, welche von den beiden Koordinaten x, y als abhängig und 
welche als unabhängig angesehen wird. 
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im Intervall e<r <Sd bzw. d<x<e überall eine bestimmte Ablei- 
leitung p'(z). 

Für f(x) hatten wir die Regel f'(x) = tga kennen gelernt (S. 102), 
wo « den Winkel zwischen der nach rechts gerichteten Tangente der 
Kurve von f(x) mit der positiv gerichteten x-Achse war. Erklären wir 
entsprechend einen Winkel œ’ für die Kurve der inversen Funktion g (2), 
so ist offenbar vor Vollzug der Spiegelung, d.h. bei der Kurve von f(x), 
der Winkel «’ derjenige zwischen der nach oben gerichteten Tangente und 
der positiv gerichteten y-Achse, wobei die Maßzahl positiv oder negativ 
zu nehmen ist, je nachdem die eben genannte Tangentenrichtung nach 
rechts oder nach links weist. Ein paar Skizzen zeigen sofort, daß im ersten 


Falle « == — a und im zweiten « = — a —« gilt. In jedem Falle 
ist somit: 
(1) tg ae’ = cotg « = Ga 


Diese Regel gestattet uns leicht, die Ableitung p'(x) aus f'(x) zu 
berechnen. Vor Vollzug der Spiegelung und also vor Austauch der Be- 
zeichnungen x, y haben wir die Gleichung y = f(x) in £ = p(y) umzu- 
schreiben. Dann ist p’(y) = tg’, und es folgt aus (1): 


FEmPR 
te fæ 
Tauschen wir jetzt die Bezeichnungen x und y aus, so ergibt sich: 


p'(y) = tge’ 


waw Ta 
oa, PR 


Durch Eintragung von (x) für y rechter Hand folgt die Gleichung: 
(2) g'(x) = 


sie liefert die sogenannte „Umkehrregel“: Zur Berechnung von @'(x) bilde 
man durch Eintragung von p(x) an Stelle von x in f'(x) die „susammen- 
gesetzte“ Funktion f'(p(x)) und hat in dem reziproken Werte derselben. die 
Ableitung p’(x) der zu f(x) inversen Funktion p(x). 


1 
Zur Potenz f(x) = x" ist nach S. 31 die Funktion p(x) = x° = Yr 
invers; die ganze Zahl n sei hierbei > 1. Bei ungeradem n ist p(x) eine 
für unbeschränktes x erklärte ungerade Funktion; bei geradem n ist g(x) 
nur für y > 0 erklärt und für x > 0 zweideutig, insofern wir Yx sowohl 
positiv als negativ nehmen können. Es sei demnach zunächst x auf ein 
Intervall O < a < x < b beschränkt und bei geradem n das eine oder das 
andere Zeichen gewählt, damit wir auch in diesem Falle mit einer ein- 
Fricke, Differential- u. Integralrechnung 1. 8 


fig (2) ? 
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deutigen Funktion zu tun haben. Die Auswahl läuft daraus hinaus, daß 
wir bei der Kurve der Funktion f(x) = x” nur den rechts oder den links 
von der y-Achse gelegenen Teil zulassen (vgl. Fig. 2, 5. 28). 

1 


Es ergibt sich nun für f(x) = 2”, p(x) = x” aus (7) 8. 108: 


1 1 
f@)= na”, Fl) = nan Se ng ” i 


Der reziproke Wert des rechts stehenden Ausdrucks ist die Ableitung 
g'(x), so daB wir die Regel gewinnen: 


} 
Ear rpa A 
(8) aia A , alz he de, 
die wir auch in die Gestalt kleiden können: 


alVe) _ 1 Vz 


dx n x 


1 
Vz) 
Unter Zusammenfassung mit (7) S. 108 können wir sagen: Die „Potenz- 
regel“: 
(6) EN) = man, d(x") = ma” -tda 


(4) 


1 
m 


gilt nicht nur für alle nicht-negativen ganzen Zahlen m = n, sondern auch 


noch für alle positiven Stammbrüche m = 5. 

Bei geradem n wechselt die Ableitung (4) das Zeichen, wenn wir 
Zeichenwechsel von Yx vornehmen, was auch aus der Symmetrie der 
Kurve der Funktion Yx bezüglich der z-Achse hervorgeht. Bei unge- 
radem n geht die Kurve der Funktion Vx vermöge einer Drehung um 
den Nullpunkt durch den Winkel x in sich selbst über und hat also in 
zwei diametralen Punkten (x, Vx) und (- x, — Yz) parallele Tangenten. 
Die Ableitung von Vx ist also in diesem Falle eine gerade Funktion, so 
daß der Ausdruck (4) der Ableitung, der für ungerades n tatsächlich eine 


gerade Funktion darstellt, auch für æ < O gilt. Endlich wolle man fest- 
stellen, daß die Ableitung (4) für lim x = 0 den Grenzwert + oo hat, und 
zwar den Grenzwert — œ nur dann, wenn n gerade ist, Vz negativ ge- 
nommen wurde und übrigens, was bei geradem » allein in Betracht 
kommt, die Annäherung an x= 0 von rechts her vollzogen wurde. In 
jedem Falle hat also die Ableitung (4) für æ =O einen „Unendlichkeits- 
punkt“. An der Kurve der Funktion Vx kommt dies dadurch zum Aus- 
druck, daß diese Kurve die y- Achse im Nullpunkte berührt (vgl. Fig. 2, 
S. 28). 
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Zur Funktion f(x) =Inz ist die „natürliche Exponentialfunktion“ 
g(x) = e* invers, die für unbeschränktes x eindeutig und stetig ist (s. 


S. 40). Nach (8) 8.108 ist hier f'(z) =Š- Tragen wir in diese Glei- 


chung e an Stelle von x ein und gehen zum reziproken Werte, so ergibt 
sich, daß die Ableitung p’(x)—= e” und also gleich der ursprünglichen 
Funktion g(x) selbst ist: Die Differentiationsregel der natürlichen Expo- 
nentialfunktion ist: 

die) 


(6) da ~ He) = eda. 


Die zu f(x) = sin x inverse Funktion war (x) = arcsinx; dieselbe 
wurde nur im Intervall — 1 <x< +1 erklärt und ist in diesem Intervall 
unendlich vieldeutig. Ein Wert der Funktion y = arc sin x lag im Inter- 
wl-2<y<+%; 
tion bezeichnet und konnten alle übrigen Werte in einfacher Weise durch 
den Hauptwert darstellen (s. 8. 62 und Fig. 14). Um den Hauptwert zu 
gewinnen, schränken wir bei f(x)=sin x das Argument z auf ein Intervall: 


wir hatten diesen Wert als „Hauptwert“ der Funk- 


_ Š <a<x<b<+ T 
ein. In diesem Intervall ist die Ableitung cosz von sing positiv, so 
daß wir: ™. 
f (&) = cosg = + y1 — sin’z 
zu setzen haben. Schreiben wir hier an Stelle von æ die Funktion 
g(x) = arc sin z, 
so ist: sin (arc sin £) = © 
zu setzen, da eben zufolge der ursprünglichen Erklärung are sing einen 
Bogen bedeutet, dessen Sinus gleich x ist. Aus: 


fpes bV iiaei 
aber folgt nach der allgemeinen Regel (2) sofort: Die Ableitung des Haupt- 
weries der Funktion arc sin æ ist gegeben durch: 


Pi d arc sin æ 1 . dx 

(9) de 1: nei daresinz = Tui: 

die zweite Formel gibt in üblicher Weise das Differential. Die Grenzüber- 
gänge lim z = + 1, welche keine Schwierigkeit machen, zeigen, daß die 
Ableitung (7) bei æ = + 1 und z = — 1 Unendlichkeitspunkte hat; dies 
ist in Ubereinstimmung mit dem Verlauf der arc sin-Kurve, die an den 
betreffenden Stellen zur y-Achse parallele Tangenten hat. 


8* 
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Der S. 64 erklärte „Hauptwert“ der Funktion y = arc cos x gehört 
dem IutervalleO <y <x an. Mau knüpft daraufhin sehr leicht an die 
Differentiationsregel der Funktion f(x) = cosg eine der vorstehenden Über- 
legung genau entsprechende Entwicklung. Es ergibt sich: Die Differen- 
tiationsregel des Hauptwertes der Funktion arc cos x ist die folgende: 


d arc cos x 1 Tx 
= ‚ dareeax = — =: 
—y1i— z? 


Um endlich auf Grund der Gleichungen (11) und (12) S. 109 die Diffe- 
rentiation der zu den Funktionen Sinz und Cog y inversen Funktionen 
Ar Siny und Ar Co x durchzuführen, erinnere man sich der Relation: 


Cog? — Sin’r=1 


und halte sich übrigens zam Verständnis der Rechnungen die Kurven 
der Fig. 21, S. 70, vor Augen. Die zu f(x) = Sinx inverse Funktion 


g(x) = Ar Ginz 
ist für unbeschränktes x eindeutig und stetig, und es ergibt sich aus ihrer 
Fa Sin (A Sin z) =z. 
Da nun 603 x > 1 ist, so liefert die Gleichung (11) S. 109 für f(x) = Sin z 
f'(x) = Coss = +VY1 + Õite 


und also, wenn wir p(x) = Ar Sinx für x einsetzen: 


(8) 


di -E yı ei 


Hiernach liefert die Differentiation der Funktion Ar Sin x folgendes Er- 
gebnis: 

d Ar Sin x 1 A dx 
{9} BE AHUT m Ar Sinz = : 
(9) IE rn d Ar Sinz STE: 
Die Funktion Ar 608 x ist nur für x > 1 erklärt und für z> 1 zwei- 
deutig, wobei die beiden zum einzelnen x gehörenden Funktionswerte 
nur im Vorzeichen unterschieden sind. Nun gilt für f(x) = 608 x zu- 
folge (12), S. 109: > 

f (a) = Sinz = + Yßos’r — 1, 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem x positiv oder negativ 
ist. Setzt man hier p(x) = Ar Cog x statt z ein, so folgt: 


(pa) = + VE Ar Co8 x) — I1=-+YVrr— 1 


mit dem oberen oder unteren Zeichen, je nachdem man den positiven oder 
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den negativen Wert Ar &08x bevorzugt. Unter Obacht auf diese Zeichen- 
regel liefert die Differentiation von Ar Co x: 


d Ar Co3 x 1 
(10) ep Rn T 


Natürlich ist auch diese abgeleitete Funktion nur für x > 1 erklärt; bei 
æ = 1 hat sie einen Unendlichkeitspunkt. 


6. Differentiation von Aggregaten und von Vielfachen einer Funk- 
tion. Es gilt folgender Satz: Sind g(x) und y(x) zwei in einem Inter- 
valle eindeutige, stetige und differenzierbare Funktionen, so gilt dasselbe von 
der Summe und der Differenz f(x) = p(x) + y(x) beider Funktionen, und 


zwar hat man: 
df(z) ii dp(e) , d(x) 


(1) f= p(z) J v(x), dz dæ + dx 
oder für die Differentiale: 
(2) df(x) = dpa) + WR) = dpa) + dy(e). 


Es stellt sich nämlich der Differenzenguotient von f(x) so dar: 
fi) — f(x) er g(x) = g(x) Are ap (2) — Ye) 4 


mn —x ME — z — a 


Da nun für lim z, = x der Annahme gemäß die beiden rechts stehenden 
Quotienten die Grenzwerte p’(x) und »’(z) besitzen, so hat auch der Dif- 
ferenzenquotient von f(x) für lim x, = x eine Grenze f'(x), für welche 
sich die Gleichung (1) unmittelbar ergibt. Die Regel überträgt sich 
offenbar leicht auf irgendwelche Aggregate von Funktionen, d. h. endlich- 
gliedrige Summen oder Differenzen von Funktionen. Ein solches Aggregat 
wird differenziert, indem man jedes Glied im Aggregat durch seine Ableitung 
ersetzt, oder, wie man auch sagt, indem man das Aggregat „gliedweise“ dif- 
ferenziert. 

Das Produkt einer Konstanten e und einer Funktion g(x) wollen 
wir der Kürze halber für den Augenblick auch dann ein „Vielfaches“ der 
Funktion g(x) nennen, wenn c keine positive ganze Zahl ist. Es besteht 
der Satz: Ist p(x) in einem Intervall eindeutig, stetig und differenzierbar, 
so gilt dasselbe von dem Vielfachen f(x) = c: g(x) dieser Funktion, und 
zwar hat man: 


, P d d d 
@) rO =e a, ee 2 
oder für die Differentiale: 
(4) af (£) = d(cp(2)) = c - dpa). 


Man kann die Regel (3) oder (4) so aussprechen: Folgt bei Berechnung 
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eines Differentials auf das Zeichen d der Differentiation ein konstanter 
Faktor der zu differenzierenden Funktion, so darf dieser Faktor vor das 
„Differentialzeichen“ d gesetzt werden und ist dann mit dem Differential des 
anderen Faktors zu multiplizieren. Um den aufgestellten Satz darzutun, 
wird der Hinweis genügen, daß der Differenzenquotient der Funktion 
f(x) =c. (x) die Gestalt hat: 

re) —ie) _ e. Sea 


? 
zı — a a — g 


woraus sich für lim x, = x der Satz ergibt. 

Für irgend eine positive Basis b ist die Funktion ’logx, d.h. der 
Logarithmus von x zur Basis b, auf Grund von (8) S. 42 durch den na- 
türlichen Logarithmus In x in der Form: 


’logr = (5) eing 


darstellbar, wobei der konstante Faktor rechter Hand als „Modul“ des 
Logarithmensystems der Basis b bezeichnet wurde. Die Regel (3) liefert 
mit Rücksicht auf (8) S. 108 den Satz: Das Ergebnis der Differentiation 
der Funktion ®log x ist: 
ddlogæ 1 

8) de = aind? 

Zur Funktion f(x) =?logx ist (s. 5. 42) die „Exponentialfunktion“ 
g(x) = b” invers. Setzt man in den in (5) gewonnenen Ausdruck von 
f'(x) statt x die Funktion g(x) = b” ein, so folgt: 


dx 
x:inb 


d’logx = 


, \ il 
f (p) E panon 
Zufolge der Regel (2) S. 113 gilt demnach der Satz: Die Differentiation 
der Exponentialfunktion b ergibt: 
(6) 109 L- mb, dir) =b. lnb- da. 


Hierin ist die Gleichung (6) S. 115 als Spezialfall enthalten, ebenso in 

(5) die Regel (8) S. 108. Unter allen Funktionen b” verhält sich hier 

die „natürliche“ Exponentialfunktion ¢” am einfachsten, ebenso unter 

allen Funktionen ?log x der „natürliche“ Logarithmus In x. Die Benen- 

nung der Funktionen e”, In x erscheint damit gerechtfertigt (s. S. 40). 
Eine gange rationale Funktion n“" Grades: 


(1) gl£) =a + ar +t ar HH H aa” 
ist ein Aggregat von Gliedern, deren einzelnes auf Grund der Vorschrift 
(3) und der „Potenzregel“ zu differenzieren ist. Diese Regel gilt auch 
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für das erste Glied, das wir zu diesem Zwecke ag’ schreiben. Die Ab- 
leitung der ganzen Funktion (7) ist: 


(8) g (x)= +2 +3, Rt na. 


Die Differentiation einer ganzen rationalen Funktion n®" Grades g(x) liefert 
als Ableitung eine ebensolche Funktion (n — 1)"" Grades g'(x), deren Koef- 
fizienten sich nach der Regel (8) aus denen von g(x) berechnen. Die Spezial- 
fälle n = 1 und n = 0 ergeben: Die Ableitung einer linearen ganzen Funk- 
tion ist konstant, die Ableitung einer Konstanten ist gleich O. 


Um die Differentialrechnung anwenden zu können, muß man sich eine ge- 
wisse Gewandtheit im „Differenzieren der Funktionen“ aneignen. Dies kann nur 
durch die „selbständige“ Bearbeitung von Aufgaben geschehen. Es folgen hier 
einige Aufgaben zur Einübung der bisherigen Ergebnisse der Differentiationen; die 
Antworten sind mit angegeben, müssen aber vom Leser selbständig gefunden wer- 
den. Zur Bequemlichkeit sind die zu verwendenden Grundregeln am Schlusse des 
Bandes in einer „Formeltabelle“ zusammengestellt. Bei Differentiation von Wurzeln 
aus æ schreibe man diese zunächst in „Bruchpotenzen“ um, damit die „Potenz- 
regel“ in ihrer einfachsten Gestalt verwendbar wird. Bei den Anwendungen der 
Differentialrechnung ist die unabhängige Variable keineswegs stets durch x be- 
zeichnet, und ebenso wenig die abhängige immer durch y. Man muß demnach 
lernen, eine Funktion f(u) „in Bezug auf u“ oder, wie wir kurz sagen, „nach u“ zu 
differenzieren, eine Funktion g(t) nach ¢ usw. Es ist deshalb bei den Aufgaben 
mit der Bezeichnungsweise mehrfach gewechselt. 


Aufgaben: Es sind folgende Funktionen zu differenzieren: 


dy dy 
=g" -2 = Tg? I y= 2 -5 = 27a 
ih) p T Z ) 4 32, Tz æ 
3) u = ayt — by’, 4) fit) = Ti" + 67-1 — 3t, 
g= day’ — 3by?. f$= Tne 6m nter. 
5) fæ) =a 4+ bæ 4+ ca’ -+ dr, f (æ) =b + 2c +3da!. 
ze re rer E day __ a. em 
Ve Fa xpa rl j 
3 “i m 
7) ee DT _22—8, g (z) = 262° — 0 Teab; 
-= 7 

di 
8) y = 37+? — aa” t +b, Ee Nar Dart — a(n —4)ar =, 
9) fa) = 5ln z — Tz, fe) = — Her 

e dy E 

10) y = az” — 3 lne + 25, Je nO 1— — +2: 

[7 zZ 

A 

11) gg) = Aln u — 5au?*?, 9’ (u) => — 5a(? 4 njutt”, 

d 3 b 
12) y = 212° — (3a -+ b) ln z, rl 7 : 
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13) Fo) =51lnv-+ 307 — 2, 
14) f(x) = x" + 8 sin x — 2 cos x, 


15) x = 5 cos u — 7 ln u + 245, 

16) f(z) = 5mz" — (a + 2b) cos z, 

17) f(æ)=21x°— (3a 4-0) lng 2b cosr, 
18) R(t) = a? - cos t — In? - sin t, 


19 y = Gin x — 7 Co x + 25 x, 

20) F(= (A + 2D) Cost — 5 lnt, 
21) y = 28 T 4- 36” — 2 cos x, 

22) f(u) =a Vu—2 Cosu— 3, 

23) w= c Vz + 2sinz, 

24) y =a- — 12 lag, 

25) f(x) = 3 arc sin x — Tme?, 

26) u = 27 arc cos x — 32° — 2% + 9, 
27) y = — 52” + 2 Ar Gin x — 3, 
28) 4 (2) = (3 — 7a) Ar C03 z — 7e, 
29) y = — ln æ + 3c Gin x + Ar Cos x, 
30) f(x) = 5. log x — 70°, 

31) s = at" — 3 -log t + 2 cost, 


32) y =a” — 3. "log x 4- 22", 


dFoW 5 a 

Pe a 

afl«) F A 
na + 8 cos x -+- 2 sin æ. 
dæ k 7 5 
T Oa 


Pie) = 35 mz’ + (a + 2b) sin z. 
fi) = 42x — ste 2b sin x. 


V (t) =—a? . sin t — ln 7. cost, 


du a 
ze = Cos r— T 
J Cos x&— 7 Ging + 50x. 


f$=(4+2D) Sin. 


Ge hen. ee 


de yz 


[ (u) = r ya — 2 Õin v. 
‘ u, 


dw c 5 
ZT = - + 20082. 
de vet 
n\Vz 
-= =ü au, 
x 
ORS T — Tine. 
au TE dat] 
1—-x 
U mar = 
dx yı+ æ 
3— Ta 
voa=+—- Te 
Zu 
dy 1 1 
et E C zae 
dz + 3c Co x + Fer 
Fo ie 
anni. — 2 sint 
dy x 3 12 
Ja u ma -inio + 26x 
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33) Fu)=3: 7° 47 Ar Ein u, eu) ER se T 
du Yı- u? 

34) t = — (a — b) e + 3 Plog s De oe ad er 
; ds s-ln10 


7. Differentiation von Produkten und Quotenten. Sind p(x) und 
w(x) in einem Intervalle eindeutig und stetig, so ist daselbst auch das 
Produkt f(x) = p(x) - y(x) eindeutig und stetig, und dasselbe gilt vom 
Quotienten f(x) = gp(x):Y(x) in jedem abgeschlossenen Teilintervalle, 
dem kein Nullpunkt des Nenners angehört (s. S. 21). Sind p(x) und 
W(x) überdies differenzierbar, so gilt dasselbe vom Produkte im ganzen 
Intervalle und vom Quotienten in jedem der genannten Teilintervalle. 

Um dies zunächst für das Produkt zu beweisen, kleiden wir die „Dif- 
ferenz“ der Funktion f(x) = g(x) - y(x) in die folgende Gestalt: 


fa) — flo) = Pla) aa) = Ba) + palpa) — pw) 
und leiten hieraus für den Differenzenquotienten: 


UE IN Pe ae 


x, — x zı — a A xı — ag 
ab. Für lim g, = x nähert sich die „stetige“ Funktion p(z,) der Grenze 
g(x), und die Quotienten rechter Hand nähern sich der Annahme gemäß 
den Ableitungen »’(x) und g'(x) als Grenzwerten. Also nähert sich auch 


der Differenzenquotient von f(x) einem Grenzwerte f'(x), für den wir die 
Darstellung: 


1) fæ) = g (2) (a) + yie) - p'a) 
gewinnen. Dieses Gesetz, dem wir auch die Gestalten verleihen können: 
Kara) _ / y dy (2) ; dg(x) 
nn a En la) dar 
lagana) = g(1) - do(z) + p(x) dpla), 
wollen wir fortan die „Produktregel“ nennen; sie lehrt, daß wir die Ab- 
leitung des Produktes p(x)- y(x) erhalten, indem wir den ersten Faktor 
mit der Ableitung des zweiten multiplizieren und dazu das Produkt des 
zweiten Faktors mit der Ableitung des ersten addieren. 

Im Falle des Quotienten beweist man leicht: 


(2) 


fera 1 va) pe) pm) ela) 


nn —2 va) a — a p(z) y(x) 2 — g 


als eine Darstellung des Differenzenquotienten. Die weitere Schlußweise 
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gestaltet sich wie vorhin und liefert für f(x) tatsächlich eine Ableitung 
f (£) in der Gestalt: 


fa) = y(x) - PD PR) px). 


(8) (vo) 
Diese „Quotientenregel“, der wir auch die Form geben können: 
=)\ „dp (2) pa A (E) 
s (R ) É vw da u $ 
(4) dx (pin)? i 
E (2) _ Ya) do(s) — g(x) -dy (x) 
Y (æ) (vn)? i 


lehrt, daß wir die Ableitung eines Quotienten y(x): y(x) erhalten, indem 
wir den Nenner mit der Ableitung des Zählers multiplizieren, davon das 
Produkt des Zählers und der Ableitung des Nenners abziehen und die Dif- 
ferenz durch das Quadrat des Nenners teilen. 

Da wir die Ableitungen von sing, cosg, Giny, Cox kennen, so 
können wir jetzt mittels der Quotientenregel auch die vier Funktionen 
Co x 


Cotg r = z— 


cosg aaa Gin x 
Sinz 


ee pt tosa’ 
differenzieren. Für die erste dieser Funktionen finden wir: 


cosp na sinn 408 & 
dtgz dx s cos? æ + sin? æ 


dx eos! x cos? x 


und können diesem Ergebnis zwei Gestalten verleihen, indem wir erstens 
den Zähler nach (2) S.55 gleich 1 setzen, oder indem wir zweitens die 
beiden Glieder des Zählers einzeln durch cos?z teilen. Die Differentiation 
der Funktion tg x liefert somit: 

(5) iiom Si +tg’x, digs= 


dæ  cos’z 


ee (1+tg?a)dz, 


cos? æ 


und man findet auf entsprechende Art für die Funktion cotg x: 


dngz — —1i Re 2 
(6) | GR Goa kr MBH, 
lie: = — En = — (1 + cotg? s) da. 


Bei den hyperbolischen Funktionen kommt die ‚Beziehung (8) S. 71 
zwischen C08x und Sin x zur Verwendung. Die Differentiation der hyper- 
bolischen Funktionen Tg und Cotg x ergibt: . 
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d Tga 1 a 
(T) 1. = pg 1 TT, d Tg g= Tz (l — Tga) Be 
totg x = i d 
(8) T-N Enz 1— Cotg?z, d&ıtgr—— Sur = (1 — Cotg?a)de. 


Den Übergang zu den Ableitungen der zugehörigen inversen Funk- 
tionen vollzieht man wieder nach den allgemeinen Vorschriften von S. 113. 
Um die Rechnung etwa im ersten Falle durchzuführen, setzen wirf(x)=tge, 
g(x) = are tg x und haben also in: 


TORERE 
an Stelle von y die zu f(x) inverse Funktion g (x) =arc tgx einzutragen, 
wobei tg (are tg x) = x zu setzen ist. Dies ergibt: 
, 9 r 1 1 
f ow) = 1 +z, Po = rpa ir 


In den übrigen Fällen ist die Rechnung ebenso leicht durchführbar. Die 
Differentiation der vier Funktionen arctg x, arc cotg x, Ar Tgx und 
Ar Cotg v ergibt: 


d arc tg x = 1 > d arc te z = au 
(9) dx = re Bi 
dare cotiga _ 1 se 
er d arc cotg z = Ita 
> dUrTaz d 
d E De = ch, d Ar Tg g == 1 Si 2 
(10) Ä 
d Nr Cotg æ 1 A dæ 
a e d Ar Cotg z = Ber 


Die Regeln (9) gelten nicht nur für die „Hauptwerte“, sondern für alle 
Werte der unendlieh-vieldeutigen Funktionen arc tg x und are cotg x, 
die nach (3) 5.63 aus den Hauptwerten durch Hinzufügung der Multipla 
von z entstehen. Bei der Differentiation liefert eben jede solche additive 
Konstante den Wert O als Ableitung.®) Von den Regeln (10) bezieht 
sich die obere auf die Werte x im Intervalle — 1 < x < + 1, die untere 
auf die Werte x, für welche |x| >1 ist (vgl. 5. 74ff.). 

Nachdem S. 119 die Differentiation der ganzen rationalen Funktionen 
geleistet wurde, ist nun mittelst der Quotientenregel auch die Differen- 


*) Man vorgegenwärtige sich auch an Fig. 15, 5. 63, daß die unendlich vielen 
Zweige der are tg-Kurve in den Punkten einer gegebenen Abszisse x lauter parallele 
Tangenten haben. Daß die Ableitungen von aretg:x und arc cotgæ sich nur im 
Vorzeichen unterscheiden können, hätte auch aus der zweiten Gleichung (4) S. 64 
gefolgert werden können. 
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tiation jeder gebrochenen rationalen Funktion auf Grund ihrer „Normaldar- 
stellung“ als Quotient zweier ganzer Funktionen leicht ausführbar. So 
finden wir für die in (1) S. 80 dargestellte Funktion R(x) als Ableitung: 


11 A (aob, — a, ba) + 2 (aab bx +--+ (ma,b, — nab TS 
(11) R'(¢)= en Ha, — T; 


die Ableitung ist also wieder eine rationale Funktion, deren Zähler dem 


Grade (m+n—1) angehört. Für die Funktion rn mit positivem 
ganzzahligen n folgt: 


drn = Van ze 
dg mig 


na), 


1 
Differenzieren wir gleich auch noch die Funktion y "= -p =,, mit- 
T 2 
T 


telst der Quotientenregel und unter Benutzung von (3) 8. 114, so folgt: 


e 1 i Er 
=e WR, BR 4 å R 1 
dx 2 n 7 


Damit haben wir den wichtigen Satz gewonnen, daß die „Potenzregel“ in 
ihrer ursprünglichen Gestalt: 


Ila 
(12) 4 = m”, d(x) = ma-t dg 


auch dann noch gilt, wenn m eine negative ganze Zahl oder ein negativer 
Stammbruch ist. 


1 1 R 
Bei den folgenden Aufgaben wolle man die Ausdrücke 7 und „, , um die 
Va 
1 
n 


n 


Regel (12) glatt anwenden zu können, immer in x7” und & umschreiben. 


Aufgaben: Es sind folgende Funktionen zu differenzieren: 
5 
D y- o aa sine), iY aa’) (mar: + >) + 2m(2" 4+5 ln a). 
2) f(a) = a-sinz-3”-L b.Inz-cosz, f («)= a-sinx-3"]n3-Hacosx-3”—b-.Inzsinz 


1 
se -COS g. 


du DI 
— 3v?” tgv 
dv cos? Zat BEE +72 —vy? 


-+7.3°.1n3.arcsinv. 


3) w=ov.tgvo4 7-3” aresinv, 
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7 Tæ — 2? ine dy a sin g — £: ln x. cosg 
? YS z1 Tams’ I | 3 Ben - æ- sin’ g 
z r -Inz- si - 
5) mO E — 52. Sinz, EINA, ne e r E ENE 
In z dz z- (ln z) 

le “W -Ar Si dz NE 1 

6) Z= ne log u - Ar Sin u, Ta =y te log u ira 
+ Fr yg Mr Sinu. 
z 8lny , (y` ay+b)—y (2y +a) ln y 
+7 cotgy — 3 A =$ AA 

1) ply) = yF ay $o cotgy y” e p (y) yy? Fay+ by 


— 38y" ” —Iny"ie®. 


~ siny 
T Te! EE T a ' 
8) Vous ner dr, ti er Hz 102. 
7 ER E ds 5 _  3—ii—i. 
” t+1 3—7' dt (+1)? G= 


10) w= (8a— u) (65-H+u?) — ŽE 4 T Ur Eos u, 


dw 2an 7 
gu ~ "Lt 6au— 3u" + wre 
A 5 7 2 
11) wo t a f (@)= rum mern 
2 Tiny 
12) z= yi y” ST Cos y Ar Cotg Yı 
dz aD DON r CE any 1, 
dy ye yen y-Cos’y Sin?y 
13) ne a AE 
dF(s) h Te 5 5 
aa =b gz: e i 5 + 5(1— %g?2)- bogatia e ‚Ar Tg z. 
Ceg æ du 
14) y = 2 arc cotg x- (æ — 22 —3) + paa +3 Co tg x, de ==4arccotgx- (c—1) 
2r?— 42 — 6, (a -2%)Sinz — Eusx-ar-Ina 3 
T 7: (a):  Sinte 
y- 3 ef 5 2 21 1 
 fW=2Vu— nt, fO nr 
Vu (Vu) s(Vu) 
[z4 2r 
16 E e 98. 
an E 
d inz s) yip r’ —2: 2xya 
= Ar Sin zlı Heryayitz'—rali+2zye) _ ER ge ay) baL +3- b” ln b. cotg ae. 
z ayx yi + x? (Ar Sin æ)? sin 
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Ginv + lnv 3 


17) y) =a- mop F. 
Vv 
v m P A . FE 3 
m rar. na-ao+! eyart Aen u 4 —_ RR 
wE : sa) 
- 6 37 du 3 2 5 
18 = 3 E r Ë a G f 
) Y ya 7 Va+ 2g dæ yx 1V "I-z 
A 3 du A 3 7 
19) u = p — 7m + T -arc cosy, Be e rn O oe. 
Yv v m(YV») (Vo) Vie 
20) f(x) = (2? — 62) sin æ + (32?—6) cos z, f (a) = x°. cos æ. 


Die trigonometrischen Funktionen „Sekans“ und „Kosekans“, sowie die ent- 
sprechenden hyperbolischen Funktionen erklärt man durch: 


1 
gec £ = --—-, coset g = Geo Cojec x = 


1 
COs & sin g’ Cos x’ Sinz 
Ihre inversen Funktionen werden durch are sec æ, arc cosec x, Ar Sec x und Ar Eojec x 
bezeichnet. 
dy sing —; 
2 = sec X — == = secxVsee’z—1. 
) 4 k dæ cosg y 


22) fo)—=aresecn /“ (x)= JLi a - 
xy x 


e= 
28) (a) = Gojes, yw) =— a = — CojeczYEojeec +1. 
24) y = Wr Enfer x, Ad -a ES . 


8. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. Für die sämt- 
lichen elementaren transzendenten Funktionen, die wir S. 88 als „einfach“ 
bezeichneten, haben wir die Ableitungen berechnet, ebenso für die ganzen 
und gebrochenen rationalen Funktionen. Damit aber können wir weiter 
auch alle diejenigen Funktionen differenzieren, welche aus Funktionen 
der eben genannten Arten durch rationale Rechnungen berechenbar sind; 
denn wenn wir p(z) und y(x) differenzieren können, so können wir das- 
selbe für p(x) + p(x), p(x) - y(x) und g(x) : p(x) leisten, und aus Ad- 
ditionen, Subtraktionen usw. setzt sich jede rationale Rechnung zu- 
sammen. 

Dagegen sind wir noch nicht im stande, die in Gleichung (2) S. 88 
hergestellte „zusammengesetzte“ Funktion: 


G) y = f(s) = p a) 


zu differenzieren, selbst wenn wir g(x) und (x) einzeln zu differenzieren 
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vermögen. Unterscheiden wir p(x) und y(x) entsprechend ihrer Stellung 
in (1) als „äußere“ und „innere“ Funktion, so hat die Berechnung von 
f(x) für das einzelne Argument x so vorzugehen, daß man zunächst den 
Wert u = p(x) der inneren Funktion für das Argument x berechnet und 
sodann y = (u) feststellt, d. h. den Wert der äußeren Funktion (u) 
für das eben gewonnene Argument u berechnet. 

Auch für die Differentiation von f(x) erweist sich nun die Ein- 
führung der Größe u = y(x) als einer „Hilfsvariabelen“ als zweckmäßig. 
Der eben beschriebenen Berechnung von f(x) entsprechend zerlegen wir 
zunächst die Gleichung (1) in: 


2) y = f(x) = p (u), u = y(2). 

Ändert sich nun y um die positive oder negative Zahl 4x, so mag dem 
die „Differenz Ju = A y(x) der Funktion“ u = y(x) entsprechen. Diesem 
Au als „Differenz des Argumentes“ von p(u) gehört dann als „Differenz 
der Funktion“ 4y = A g(u) derjenige Wert Ay zu, um welchen sich die 
Funktion y = f(x) bei Änderung von z um das ursprüngliche 4% ändert. 
Dem zugehörigen Differenzenquotienten verleihen wir durch Erweiterung 
mit Au die Gestalt: 

dy _ dy du dolu) Ayx) A 

Jæ Ju Ax du dx 


(8) 


Es möge nun die Funktion y(x) für das vorliegende x eine endliche 
Ableitung %’(x) haben, und ebenso (u) für das zugehörige u. Da für 
lim 12 = 0 auch lim Au =Q wird, so zeigt Gleichung (3), daß für 
lim 142 = 0 auch der Differenzenquotient von y = f(x) einen bestimmten 
Grenzwert bekommt, *) nämlich: 


Jplu) Iy (x) 


7 5 Ay . : + FF 
a ATA an ER 
Die gewonnene Regel: 
d d (x) d d AR N) 
a a e 


lehrt folgendes: Um die zusammengesetete Funktion f(x) = p(y(x)) zu 
differenzieren, bilde man die „äußere“ Funktion für die Hhlfsvariable u, 


differengiere y(u) nach u und füge als Faktor die Ableitung >= = % (x) 
der Hilfsvariablen u = y(x) in bezug auf x hinzu. 


*) Daß der Grenzwert eines Produktes gleich dem Produkte der Grenzwerte 
der Faktoren ist, zeigt man leicht; s. hierzu übrigens auch die Betrachtungen 
von 8. 21 über die Stetigkeit des Produktes zweier stetiger Funktionen. 
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Ist der Prozeß der Zusammensetzung der Funktionen wiederholt 
ausgeübt., hat man z. B. die Funktion f(x) = (v @)) ‚so ist das Ver- 
fahren zweimal anzuwenden. Man setze erstlich u = %»(y(a)) als Hilfs- 
variable an, betrachte p(u) als „äußere“ Funktion und u = ġ(% (£f) als 
„innere“. Die Berechnung der Ableitung der inneren Funktion nach x 
erfordert dann die zweite Anwendung unserer Regel. Das Resultat, 
welches in diesem Falle die Gestalt annimmt: 


r afi ;) Far \ , r 

0) da =P (Va) vaw) ræ), 

kann ohne Mühe auch noch weiter verallgemeinert werden. Da bei den 
zusammengesetzten Funktionen eine oder mehrere Hilfsvariable wie die 
Glieder einer „Kette“ zwischen x und y eingeschaltet werden, so nennt 
man die „Regel zur Differentiation zusammengesetzter Funktionen“ auch 
wohl kurz „Kettenregel“. 

Als eine erste Anwendung der Regel (4) geben wir einen neuen 
Beweis der „Umkehrregel“, d. i. der Gleichung (2) S. 113 zwischen den 
Ableitungen zweier inverser Funktionen f(x) und (x). Diese beiden 
Funktionen hängen in der Weise zusammen, daß die Gleichung y = (x), 
nach x aufgelöst, x = f(y) ergibt; es ist also x = f (p (x)), d. h. die „zu- 
sammengesetzte“ Funktion f(p(a)) ist einfach mit æ identisch und hat 
also die Ableitung 1. Indem wir aber die Ableitung von f(p(z)) nach 
der Regel (4) berechnen, folgt: 

ew)P(@)=1, AG Eee 
womit wir die Formel (2) S. 113 wiedergewonnen haben. 

Ein zweites Beispiel liefere uns die Funktion: 

m 1 
fix) ~ Var = g" = we P ae 
unter n eine positive ganze Zahl und unter m eine beliebige ganze Zahl 
verstanden. Sowohl für die äußere, als für die innere Funktion kommt 
hier die „Potenzregel“ in ihrem bisher betrachteten Umfange zur Geltung: 
1 


m 
due 1 1 
FR (z) Me = ur . mg”! = = g” mat, 


Unter Zusammenfassung der Faktoren folgt: 
d (, n ) m Pe is 


i w ey j 
(6) ne es ala)" a” "dz, 


n 


m 


so daß die „Potenzregel“ in ihrer bisherigen Gestalt als für alle rationalen 
Exponenten gültig erkannt ist. 
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Wir setzen weiter: 


1 
fo)=-Vyl@)=u,  u=g() 
und finden mittelst der Regel (4): 


1 3 -1 du p (x) 

7 s) = >u" = pts . 
g IR ae nVo) 
Durch einmalige oder wiederholte Anwendung dieser Regel und Be- 
nutzung der früheren Vorschriften über Differentiation der rationalen 
Funktionen können wir jetzt auch jede „elementare“ algebraische Funk- 
tion (s. 8. 86) differenzieren. 

Für 2>0 war x° mit einer „beliebigen“ Konstanten a als eindeutige 
Funktion von æ erklärt (s. S. 90), und zwar durch: 


EV u=a: lnv. 
Die Differentiation ergibt nach der Regel (4): 


d(x") _de* d(a- lng) 
de du dx 


1 1 
(8) = # -q .— = 1: 4- — [= az’! 
N). x x 


Die „Potengregel“‘ gilt in ihrer ursprünglichen Gestalt für alle (reellen und 
konstanten) Exponenten. 
Unter der Voraussetzung positiver Werte (x) bilden wir endlich: 
f(x) = ln g(x) = Inu, u = p(x) 
und finden für die Ableitung f'(x): 


xz dlnu du 1 , dln g(x) g'(x) 
(9 f =a : = — .olr\ z. = > 
\ ) i (x) du dx u P \T); dx g(x) 
Bemerkenswerte Beispiele hierzu sind: 
dinsin g dln cosg 
(10) der, ma ni 


sowie die entsprechenden Formeln für die hyperbolischen Funktionen: 


din Cox 
een 


(11) 'd IE = dor; 


Schreibt man in der zweiten Gleichung (9) an Stelle von (zx) die 
Funktion f(x), so folgt durch Multiplikation mit f(x): 
ö 7 al 
(12) HORROR 


Die hier rechts gegebene Methode der Berechnung der Ableitung f(z) 
von f(x) bezeichnet man als die „logarithmische Differentiation“ von f(x). 
Fricke, Differential- u. Integralrechnung. I. 9 


130 I, 1. Differentiation der Funktionen einer Variablen [8 


Ist z. B. die Funktion f(x) = p(z)?®, wo sowohl Basis als Exponent x 
enthalten*), zu differenzieren, so ist In f(x) = y(x) -ln (z), und also 
liefert die Regel (12): 


d(pla)”) 5 dlp (æ) ln pa) 
Er CE 


= Ha (OT L y(x). In g(a). 


Als einfachstes Beispiel ist hierin die Formel enthalten: 
d(x") 


(14) = a (1+ ne). 


Die logarithmische Differentiation gestattet uns auch, die S. 121 auf- 
gestellte „Produktregel“ von zwei auf beliebig viele Faktoren zu verall- 
gemeinern. Ist f(x) = 9,2): 9,(2)-:-p,(x), so können wir unter der 
Voraussetzung, daB für die zuzulassenden Werte x keiner der Faktoren 
p(x) gleich O oder negativ ist, In f(x) in die Summe entwickeln: 

ln f(x) = ln p, (x) +ln p(x) +. +lnp,(e). 

Die Regel (12) ergibt demnach: 

ne id), Pr) Pr (2) 
15 x)= £)- Fade x kr a2 B 0 a]. 
( ) PX ) p,( ) 9 ( ) Pl ) Pı (X) R px) % di Ppp (2) 
Multipliziert man die in der Klammer stehende n-gliedrige Summe mit 
dem vor derselben stehenden Produkte, so ergibt sich als „allgemeine 
Produktregel“: Ein Produkt von n Funktionen p,(%), pal£), -s P,(2) 
wird differenziert, indem man die einzelnen Faktoren differenziert, jede 
Ableitung p, (x) mit den unveränderten (n—1) übrigen Faktoren multipli- 
ziert und die n in dieser Art zu gewinnenden Produkte addiert. Die Regel 
ist übrigens auch auf induktivem Wege von n =2 aus beweisbar; hierbei 
sehen wir, daß sie auch für negative und verschwindende Funktionswerte 
p,(x) gültig bleibt. 

Erfahrungsgemäß fällt dem Lernenden die Differentiation zusammengesetzter 
Funktionen anfangs etwas schwerer. Es kann dies einmal daran liegen, daß in 
jedem Falle zunächst zu überlegen ist, welches die „äußere“ Funktion p(x), und 
welches die „innere: (x) ist, und daß überhaupt die „Kettenregel“ die Durch- 
führung mehrerer Operationen vorschreibt. Dieser Schwierigkeit begegnet man 
dadurch, daß man wenigstens anfangs immer die Zerlegung der gegebenen Funk- 
tion in y = g (u), w = p(x) wirklich hinschreibt und auch die weiteren Schritte der 
Entwicklung immer einzeln schriftlich ausführt. Andrerseits kann die Schwierig- 


keit auch daran liegen, daß die Regeln, deren Einübung die Aufgaben der 88 6 
und 7 bezwecken, noch nicht hinreichend beherrscht werden. In diesem Falle ist 


*) Die nähere Erklärung dieser Funktion ist in (10) 8.91 gegeben; auf Grund 
dieser Gleichung kann man die Ableitung auch leicht nach der „Kettenregel‘“ be- 
rechnen. 
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dem Lernenden anzuraten, weitere Aufgaben für die beiden genannten Paragraphen 


sich selbständig zu bilden und zu bearbeiten. 
Aufgaben: Es sind folgende Funktionen zu differenzieren: 


) gae o o o Wa t3at a 6s— 2), 


dæ 
2) f(z) = 15 cos (3247) + sin (In 2), f (2) = — 45 sìn C eo a A ne, 
D I GETO a, Ci BR en m 


i dz 
=, => = b cos (dy) — Ta” Y. Ina. cosy. 


4) z = sin (54) — Ta To 


1+tg’® 3 cos (log æ) 


5) F(x) = dog tg x — 3sin blogz) + e@=+), Fe) 


tgz. lna x -lnb 
+ a. eaztb, 
6) y = u sin? z + b sin?z +e sin z, U — (Ba sinz + 2b ein z + o) cosz. 
7) s= (t?—a®? + gei arc sin, ET ne ana: Aa. Ei ag 
di VEn 
8) = enet yT a, ID a anne eat 
V1 -- x? 
P ja aR 1% 2a bnm Te 
) aan Sr A en, 
Vz dz 3yz m 5Vz" 
10) wart? _ e% L Tg (Gin v), AU ga?t? Ina e% sino 
an VES 
| (E08 (Gin v))? 
1) y=(b+a)Yyb—_z— 3Vsinz, oe. Be: 
“= 2ayb—x 5Vein‘z 
: . sb*. Inb 1 
12) ya). HE _ ED AE s ge 
) p= 3.b arc sin Y1 — z’, g'(2) E tF 
== s 
13) fi) = (2-3) y 2— x’ 36in(ax’-+b), A e +Oan-Eosaatı) 
— g 
a+ a er d a 1 
14) y= re 2 nay _ I O ae = p 
! vi k ga oaee T 
15) vw Vıt* Vu WOE LA E08 u- Ginu + 2u 
1—u  Cotgu sYa tuu 2Yu Cog? u 
16) s= ntg($ v) — Vcosv. em een E y 
2 dv s8in® REN 


g* 
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IF? 2— t? 3-Hogt, 3 
17 ay 3. log t- yi> r= a” m ma Ce Zu 
NR a-yyı—e' ayt "Ine-yi 


= 8, dy 1 ba 

18) ri en ET ug 

ER de zie+Yar) Va) 

i 5 1 a 
19) f(e) = arc tg (In (a2 +b), f2) = EITTERA ee 
1 
20) y=5-#°”— 32” + (sins, 
1 


3Y — In 


=52”’1 + ln z) — 3g” a "1 (sin a)’(@- cotg x + ln sin &). 
21) f(x) = sin (a) — 3 In (ln x), f'(x) = cos (a?) -a7 (1 + ln a) — E 
N 100 (oo) (Er), Ge ee RE 
a2) un Poos EENT cosg)’ dæ 4. m10 S aa 
283) y=z-sinz-Artgz, AY sinz. Ar Tg z -+ z. cosg- ipep NR. 


24) f(æ)= arctg (1— x). cosz-Inz, 


arc tg(1 =a ‚08% 
£ 


+2 tgx + 2tg?x. 


cos g: In x 
— 2242 


T)=-— — arc tg (1—x)-sin x-ln æ + — 


25) u= ln (5 sin x + 2 cos g) + tg?z, = = zI ss 
26) fæ = e sin(aatb)+a-sin( E), 


f (x)= e” (a. costax+ b)— u sin ax-+by— + cos (, ) + sin (- - ) . 


dy _ 1 

27) y-hle+yıta?), da ALE 
1 1+ dy 1 

u va): da 1-2 


Zufolge der Gleichungen (2) 8. 75 hat man in 27) und 28) Bestätigungen 
der Differentiationsregeln (9) S. 116 und (10) S. 123 der Funktionen Ar Sinz und 
Ar.Tgx gewonnen. 


9. Der Satz von Rolle und der Mittelwertsatz. Es besteht folgen- 
der nach Rolle*) benannter Satz: Hat die im Intervall a<a<b ein- 
deutige und stetige Funktion F(x) daselbst überall eine endliche Ableitung 
F(x), und verschwindet F(x) sowohl für x =a als auch für x =b, so 
gibt es mindestens eine Stelle c im Innern des Intervalles, für TA die 
Ableitung F (c) gleich O ist. 


*) Französischer Mathematiker um 1700. 
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Ist F(x) im Intervall konstant gleich 0, so gilt dasselbe von F” (z), 
so daß die Gleichung F’(c) = 0 für jeden Punkt des Intervalles zutrifft. 
Ist F(x) nicht konstant gleich O, so treten positive oder negative Funk- 
tionswerte auf. Kommen nur negative Werte vor, so können wir die 
folgende Betrachtung auf — F(x) beziehen; es ist also keine Einschränkung 
der Allgemeinheit, wenn wir das Auftreten positiver Werte annehmen. 
Aus der Stetigkeit von F(x) folgt nach S. 20 die Möglichkeit der Angabe 
einer endlichen positiven Zahl h, die größer ist als alle im Intervall auf- 
tretenden positiven Funktionswerte F(x). Diese Funktionswerte haben 
also eine unter h gelegene obere Grenze g, deren Existenz man durch die 
übliche Schlußweise (S. 5ff.) feststellt. Die Stetigkeitssätze aber zeigen 
alsdann, daß die obere Grenze g in mindestens einem Punkte c des Inter- 
valles als Funktionswert g = F‘(c) wirklich erreicht wird (S. 18 ff.). Dabei 
gilt notwendig a <c <b, da g>0 ist und F(a) = F(b) = 0 gelten 
sollte. Man bilde nun für irgend ein von c verschiedenes x, des Inter- 
valles den Differenzenquotienten: 

(1) ê Aae Beh, 

tı — e 

Da kein Funktionswert F(x) größer als F(c) ist, so ist der Zähler n 
(1) nie positiv, d. h. entweder gleich Null oder negativ. Der Quotient (1) 
ist demnach für x, > c nie positiv und für x, < c nie negativ. Dasselbe 
gilt also auch von den Grenzwerten des Quotienten (1), falls sich x, von 
rechts her, bzw. von links her der Grenze c annähert; d. h. der eine 
Grenzwert ist sicher nicht positiv und der andere sicher nicht negativ. 
Aber diese beiden Grenzwerte sind der Voraussetzung gemäß einander 
gleich und zwar gleich dem endlichen Werte F’(e). Es ist also F’(e) 
weder > 0 noch < 0, womit F” (e) = 0 bewiesen ist. 

Aus dem Rolleschen Satze ergibt sich leicht das folgende als „ Mittel- 
wertsatz“ bezeichnete Theorem, dessen grundsätzliche Bedeutung für die 
ganze Differentialrechnung in den folgenden Entwicklungen vielfach her- 
vortreten wird: Haben die im Intervalle a<x<b eindeutigen und stetigen 
Funktionen f(x) und g(x) daselbst überall endliche Ableitungen f (x) und 
y (x), und gilt von der zweiten Funktion, daß `y (b) + g(a) ist, sowie daß 
g'(x) in keinem „inneren“ Punkle des Intervalles gleich O ist, so gibt es 
mindestens einen Innenpunkt c des Intervalles, für welchen die Gleichung 
zutrifft: 

x fè) — fia) Fe 
2 v0 =p T TOR 

Da nämlich (y (b) — p(a)) nicht gleich O ist, so ist: 

(3) O Oa) 


pb) — p (a) 
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ein bestimmter endlicher Wert. Mit Hilfe dieses Wertes A bilde man 
die Funktion: 

F(a) = f(x) — Ap(a) — (fa — Ap), 
welche, wie man leicht feststellt, allen Vorbedingungen des Rolleschen 
Satzes genügt. Es gibt also nach diesem Satze einen Innenwert c des 
Intervalles, für welchen: 

F'(e) = fo — Ayo) =0 

zutrifft. Da aber ọ'(c) endlich und von O verschieden ist, so kann man 
A aus der letzten Gleichung aufs neue berechnen und findet durch Gleich- 
setzung des entstehenden Ausdrucks A mit dem in (3) gegebenen die zu 
beweisende Gleichung (2). 

Da die linke Seite von (2) unverändert bleibt, falls man a und b 
austauscht, so gilt der Mittelwertsatz ohne sonstige Änderung der Voraus- 
setzungen auch dann, wenn von den beiden das Intervall abschließenden 
Werten b der kleinere ist. 

Man stellt leicht fest, daß in beiden Fällen der Punkt: 


(4) z=a+9b—a) 
stetig und monoton das Intervall von a bis b beschreibt, falls 9 stetig 
von 0 bis 1 wächst. Man kann demnach den Mittelwertsatz auch so aus- 


sprechen, daß es mindestens eine dem Intervall O< <1 angehörende 
Zahl gibt, für welche die Gleichung gilt: 
(5) PMO _ eE), 
La po) — pla)  p'(a+?b—m) 
Ist m eine positive ganze Zahl, so befriedigt die Funktion: 
g(x) = b” — (b— x)” 
die Bedingungen des Mittelwertsatzes; denn es gilt: 
p(b) — p (a) = (b — a)", g (x) = mb — a", 
so daB (b) + g(a) ist und g'(x) für keinen „Innenpunkt“ des Intervalles 
verschwindet. Man stellt leicht fest, daß hier: 
g(a + 9b—a)) = m(b— aym (1 —Hmr-1 
zutrifft, und gewinnt so folgenden „besonderen Mittelwertsatz“: Besitzt 
die im Intervalle a<z <b oder bD<x <a eindeutige und stetige Funk- 
tion f(x) daselbst überall eine endliche Ableitung f (£), so gibt es für jede 
positive ganze Zahl m mindestens eine dem Intervall 0< 9< 1 angehörende 
Zahl 9, für welche die Gleichung zutrifft: 


i b = 7 
(6) RN a f 0 + 90-0); 


b—a 
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im niedersten Falle m = 1 gilt also: 


(7) N ae) 


b—a 

oder, wenn wir mit (b — a) multiplizieren:*) 
(8) PO fla) = (ba) T 2b-a)). 

Übrigens gilt natürlich die der Gleichung (8) entsprechende Glei- 
chung: 
(9) fa) — f) = =a) Feat 9a a) 
für jedes Wertepaar x, x, des Intervalles. Existiert, wie wir ja annahmen, 
f(x) im ganzen Intervalle, und lassen sich (was bei einer stetigen Ab- 
leitung f'(x) zutrifft) zwei Schranken angeben, zwischen denen die Werte 
f'(x) des Intervalles liegen, so folgt aus (9) leicht, daß f(x) im ganzen 
Intervalle „stetig“ (d. i. „gleichmäßig stetig“) ist (s. S. 17). Die für die 
Differenzierbarkeit oben immer angenommene „Stetigkeit“ von f(x) ist 
also eine notwendige Voraussetzung. 


10. Die Monotonie der Funktionen mit Ausführungen für die ratio- 
nalen Funktionen. Die elementaren Funktionen befriedigen zum min- 
desten innerhalb geeignet beschränkter Intervalle die Vorbedingungen 
des zuletzt aufgestellten Mittelwertsatzes. Ist f(x) zunächst mehrdeutig, 
kommen also bei der Berechnung von f(x) etwa Wurzeln geraden Grades 
oder zyklometrische Funktionen vor, so kann man durch Festsetzungen 
über die Vorzeichen der Wurzeln oder über die Werte der zyklometrischen 
Funktionen f(x) jedesmal eindeutig erklären. Auch die Ableitung einer 
elementaren Funktion ist jedesmal wieder eine ebensolehe Funktion. 
Treten Unendlichkeitspunkte bei f(x) oder bei f(x) auf, so beschränken 
wir das Intervall zunächst in der Art, daß es von solehen Punkten frei 
ist. Wenn wir demnach von f(x) entsprechend den Vorbedingungen des 
Mittelwertsatzes nunmehr voraussetzen dürfen, daß diese Funktion im 
Intervalle a <x<b eindeutig und stetig sei und daselbst eine endliche 
Ableitung f'(x) habe, so werden wir den Mittelwertsatz für weitere 
Folgerungen über unsere elementaren Funktionen verwerten können. 

Die nächsten Folgerungen, welche wir ziehen wollen, gründen sich 
auf die Gleichung (8) § 9. Sind x, und x, zwei verschiedene Punkte des 
Intervalles, so genügt f(x) selbstverständlich auch im Intervalle, das 


*) Die Zahl & ist natürlich durch m mit bedingt, so daß die in (7) auf- 
tretende Zahl 9 nicht dieselbe zu sein braucht, wie die in (6) für irgend ein 
m >1 eintretende Zahl 9. 
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durch z, und z, begrenzt ist, den Bedingungen des Mittelwertsatzes, so 
daß mindestens ein ® existiert, für welches: 
(1) fa) — f) = (e — n) -f (e t Pa m), 0< 
zutrifft. Wählen wir der Einfachheit halber z, > x,, so ergibt die Glei- 
chung (1) unmittelbar folgende drei Sätze: 

1) Ist f'(x) entweder im ganzen Intervalle oder in einem Teilintervalle 
a<a <a <d<b konstant gleich O, so ist ebenda f(x) konstant. 

2) Gilt im ganzen Intervalle oder in einem Teilintervalle überall 
f(&)>0, so ist ebenda f(x) monoton und mit wachsendem œ beständig 
wachsend. 

3) Gilt im ganzen Intervalle oder in einem Teilintervalle f(x) < 0, so 
ist ebenda f(x) monoton und mit wachsendem x beständig abnehmend. 

In der Tat folgt aus (1) für irgend zwei Punkte x, und z, > x, des 
Intervalles a <a’<x<b’<b im ersten Falle f(x,) = f(x,), im zweiten 
f£) > f(x,) und im dritten f(x) < f(e). 

Beispiele für den zweiten und dritten Satz sind in großer Zahl aus 
den früheren Entwicklungen zu entnehmen. Die in Fig. 12, 8.57, ge- 
zeichnete Sinuskurve steigt oder fällt mit wachsendem x, je nachdem die 
in dieser Figur gleichfalls angedeutete Kosinuskurve oberhalb oder unter- 
halb der x-Achse verläuft. Die in Fig. 21, S. 70, gezeichnete Sin-Kurve 
steigt mit wachsendem x beständig, da die Co8-Kurve ganz oberhalb der 
x-Achse verläuft; die letztere Kurve steigt oder fällt mit wachsendem x, 
je nachdem die Sin-Kurve oberhalb oder unterhalb der x- Achse verläuft. 

Wir können jetzt auch über den Verlauf der rationalen Funktionen 
genauere Angaben machen. Zunächst genügt eine ganze Funktion n!” 
Grades in jedem endlichen Intervalle den Bedingungen des Mittelwert- 
satzes. Die Ableitung einer solchen Funktion: 


G(£) = tms + at? +: + a,a” 
ist aber nach 8. 119 die Funktion (n — 1)" Grades: 
G' (x) =a, +2,02 +3,20 + -+ naa”. 
Die Faktorenzerlegung von G’(x) sei (s. (1) 8. 80): 
(2) G’ (x)= na, (e — a)" (£ — a)” ... (æ — a e(a + Bix +y"... 
(EPa + ya 
Die (reellen) Nullpunkte «,, œs, ..., œp von @'(x) seien der Größe nach 
geordnet &, <a, < -+ < &,; ihre Anzahl % ist eine Zahl der Reihe O, 1, 
2,..,%— 1. Zwischen zwei aufeinander folgenden Nullpunkten, sowie 


links von œ, und rechts von «, ist @’(x) nirgends gleich O und demnach 
als stetige Funktion entweder nur positiv oder nur negativ. Es geht 
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hieraus hervor, daß die ganze Funktion G(x) in jedem endlichen Inter- 
valle a < x < b abteilungsweise monoton ist; denn die etwa in das Intervall- 
innere fallenden Punkte œ liefern im Höchstfalle n Teilintervalle, innerhalb 
deren G(x) monoton ist. Übrigens hat G’(x) in zwei benachbarten, durch 
einen Nullpunkt œ getrennten Teilintervallen nur dann ungleiche Zeichen, 
wenn der zugehörige Exponent v in (2) eine ungerade Zahl ist; nur in 
diesem Falle wird also G(x) in dem einen Teilintervalle wachsen und 
in dem anderen abnehmen, während bei geradem v die Funktion G(x) in 
beiden Intervallen gleiches Verhalten zeigt. 

Die Ableitung R’(x) der in (1) 8. 80 angegebenen rationalen Funk- 
tion R(x) ist in (11) 8.124 berechnet. Der Zähler von R’(x) hat als eine 
ganze Funktion, deren Grad (m + n — 1) nicht übersteigt, höchstens 
(m 4+n— 1) Nullpunkte und hat zwischen zwei benachbarten Null- 
punkten stets Werte gleichen Vorzeichens. Der Nenner von R’(x) hat 
die Nullpunkte von R(x), deren Anzahl im Höchstfalle gleich v ist; abge- 
sehen von diesen Punkten ist aber der Nenner stets positiv. Die Null- 
punkte des Nenners von R(x) sind nach S. 85 „Unendlichkeitspunkle* 
der rationalen Funktion R(x). In jedem endlichen Intervalle, dem kein 
Unendlichkeitspunkt angehört, ist R(x) eindeutig, stetig und abteilungs- 
weise monoton. 


Kapitel II. Wiederholte Differentiation der Funktionen einer 
Variablen. 


1. Die abgeleiteten Funktionen höherer Ordnung. Es gelte die An- 
nahme, daß die in einem Intervalle a < y < b erklärte eindeutige und 
stetige Funktion f(x) daselbst eine gleichfalls eindeutige und stetige, 
sowie differenzierbare Ableitung f'(x) habe. Die Differentiation von 
f (x) liefere als Ableitung die durch: 

af (æ) FB... 
zu bezeichnende Funktion; wir nennen f”(x) die „abgeleitete Funktion oder 
Ableitung zweiter Ordnung“ oder kurz die „zweite Ableitung“ von f(x). 
Ist auch f(x) wieder differenzierbar, so gelangen wir entsprechend zur 
„Ableitung dritter Ordnung“ oder „dritten Ableitung“: 

af” trt 

In derselben Weise weitergehend erklären wir mittels der Kette von 
Formeln: 


D af) _ p àf (x) arr af” Hia) 
(2) =f (o Í (2 


PE: LA Pin) (a 
dx dæ I 2 dx Im) 
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die „abgeleitete Funktion n® Ordnung“ oder kurz die „n” Ableitung“ von 
f(x), vorausgesetzt natürlich, daß alle Ableitungen f'(x), f"(x), =- 
f(x) existieren, und daß auch noch die letzte differenzierbar ist. Von 
n = 4 ab deutet man die Anzahl der als obere Indizes zugefügten Striche, 
d. h. also die Anzahl der vollzogenen Differentiationen, durch das Sym- 
bol (n) an. 

Da die Ableitung f'(x) einer elementaren Funktion f(x) selbst wieder 
eine solche Funktion ist, so steht der wiederholten Differentiation der- 
selben nichts im Wege: Für jede elementare Funktion f(x) ist demnach 
eine Ableitung f(x) jeder Ordnung n nach den früheren Regeln berechen- 
bar. Einige späterhin zur Benutzung kommende Beispiele sollen unten 
betrachtet werden. 

Deuten wir die Funktion y =f(x) geometrisch durch eine ebene 
Kurve, so hängt die zweite Ableitung f”(z) mit der „Krümmung“ der 
Kurve in dem zur Abszisse x gehörenden Punkte zusammen; wir können 
hierauf genauer erst späterhin bei den geometrischen Anwendungen der 
Differentialrechnung eingehen. Bei der physikalischen Deutung einer 
Funktion s = f(t) durch die geradlinige Bewegung eines materiellen 
Punktes (S. 22) kommen wir aber wenigstens für die zweite Ableitung 
f” (t) wieder zu einem Elementarbegriffe der Physik zurück. Die erste Ab- 
leitung stellte die „Geschwindigkeit“ v des materiellen Punktes zur Zeit ¢ 
dar (s. S. 104). Der Differenzenguotient: 


n—o _ rera 
t =t t=? 

in dessen Zähler die Geschwindigkeitsänderung während des zwischen ¢ 
und ?, liegenden Zeitintervalles steht, ergibt die „mittlere Beschleunigung“ 
in diesem Zeitintervall. Der Grenzwert des Differenzenquotienten, d. h. 
die zweite Ableitung f” (t), bedeutet demnach die „Beschleunigung“ der 
Bewegung zur Zeit t. 

Ist f(x) = x” mit einem konstanten Exponenten m, so ergibt die wieder- 
holte Anwendung der „Potenzregel“: 


(2) = mar, fa) = mm — ar’, 
f” (&) = mm — 1)(m — ar?) ..., 
und man findet leicht für die Ableitung ķ' Ordnung: 
(3) f® (2) = m{m — 1)(m — 2)... (m — k + Dart. 
Ist insbesondere m gleich einer positiven ganzen Zahl n, so ergibt sich 
speziell für k =n, d.h. für die Ableitung »'* Ordnung, der konstante 


Wert n(n — 1)(n— 2) --: 2.1. Man bezeichnet das Produkt aller po- 
sitiven ganzen Zahlen von 1 bis n durch n! 
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(4) 1-2-3-.n=n! 

und liest dies Symbol n-Fakultät, so daß 1!= 1, 2!=2, 3!=6, 4! = 24, 
5! = 120, .. . ist. Für die Funktion f(x) = x" mit positivem ganzzahligen 
Exponenten n ist die n® Ableitung konstant gleich n!, und also sind alle 
weiteren Ableitungen konstant gleich O. Für eine rationale ganze Funktion 
n"! Grades findet man hieraus leicht %!- a, als Ableitung rt Ordnung, 
wenn a, der Koeffizient der Potenz x” ist; auch hier sind wieder alle Ab- 
leitungen höherer als nte Ordnung konstant gleich O. Ist m eine nega- 
tive ganze Zahl oder keine ganze Zahl, so ist keine höhere Ableitung 


konstant. Als Beispiel wähle man m = — +; die Gleichung (3) ergibt: 
1 i ang 2k—1 1 
(5) Or OT En WE 


Soll die Funktion f(x) = (a + bx)” wiederholt differenziert werden, 
so muß man bei jedem Schritte nach der „Kettenregel“ (S. 127) verfahren, 
wobei für die „Hilfsvariable“ u: 

du 


u =a + bx, zb 


gilt und also nach jeder Differentiation in bezug auf u noch der Faktor 
b hinzuzusetzen ist. Man findet leicht: 


(6) f(x) = (a + bay", 
f®(z) = m(m — 1) aD (m — n + 1) (a + D= br, 


Da f(x) = ln(1 +x) als erste Ableitung (1 + )”! hat, so findet 
man leicht durch Vermittlung von (6) oder auch unmittelbar: 


, . TAT - asi 1 
D æ=), Ae 1a Diaz 


Ist f(x) = &“*, wo u irgend eine Konstante ist, so dient u = ux als 
Hilfsvariable, deren Ableitung nach x gleich u ist. Hier ergibt die wieder- 
holte Differentiation: 


(8) femes, flaue, f(E)= we, ..., Og) = wenn 
Für die Funktion f(x) = sin v findet man: 
f (@) = cosg, f”(£)=— singz, f” (£)=— coss, f®(x)= sing, ...; 
hier ist also f™(æ) gleich sinz, cos x, — sin z, — cosz, je nachdem die 
Ordnung n durch 4 geteilt den Rest 0, 1, 2 oder 3 läßt. Ähnliche Sätze 
stellt man leicht für die Funktionen cosg, Siny und Co x auf. 
Gewöhnlich gestalten sich freilich die Rechnungen nicht ganz so ein- 
fach wie in den vorstehenden Beispielen. Man setze etwa f (z) = tg z und 
findet f'(x) = 1 -+ tg?x. Bei den weiteren Differentiationen hat man dann 
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u = tgx als Hilfsvariable zu benutzen, deren Ableitung in bezug auf x 
durch Te —=1+1tg?xz gegeben ist. Für die niedersten Ordnungen er- » 
geben sich folgende Ableitungen: 

f(a) =tgz, fæ) = 1+ tgr, f"(x)=2tge +2tg zr, 

f" = 2 + Big? + 6tgtz, fO(x)=16tgx + 40tgřx + 24tg’z, 

fx) = 16 + 136 tg’x + 240 tg!x + 120 19°, 

fa) = 272 tgx + 1232 tg°x + 1680 tgx + 720 tg'z, 

f(x) = 272 + 3968 tg?z + 12096 tg!x + 13440 tg°x + 5040 tg, 
Man kann zwar auf induktivem Wege leicht zeigen, daß die n" Ableitung 
von tgx eine rationale ganze Funktion (n + 1)‘ Grades von tg {x ist, die 
nur gerade bzw. nur ungerade Potenzen von tgx enthält, je nachdem v 
ungerade oder gerade ist. Auch erkennt man ohne Mühe, daß die Koef- 
fizienten dieser ganzen Funktion von tgx positive ganze Zahlen sind; 
jedoch ist das Gesetz, nach dem die Koeffizienten von der Ordnung n ab- 


hängen, nur durch eine ausführlichere Untersuchung festzustellen. 


Aufgaben: Es sind bei folgenden Funktionen die angegebenen Ausdrücke 
der Ableitungen zu bestätigen: 


1 1 4 7 3n—2 1 
ya N E i a S ee 
1) az) Tu p (æ) ( 1) 3 3 3 3 G A 

Væ 8 
2) fle) =a: 3 + bsinz, fP (2) = a. 3”(In 3,7 — b cosg. 
3) F(u) = asin mu + b cos nu, F” (u) = — amë cos mu + bn’sinnu. 

x 
4 x) = are sin £, "= — —: 
rn (Yı — z?) 
5) yw) = Cotgv, ay (v) = — 2 + 8 Cotg?v — 6 Cotg' v. 
2 " 2a2 

6) f() = are tg (+) ) f (2) — (a! Fz 5 
D pa) = r-e, W (x) = e*t (x cos? æ— a sin æ + 2 cos 2) . 
8) a=, Fortan’ tar. 


2. Die nt° Ableitung des Produktes zweier Funktionen. Die Ver- 
allgemeinerung der früheren Regeln über die Berechnung der Ableitung 
einer Summe, eines Produktes, einer zusammengesetzten Funktion usw. 
auf die Ableitungen höherer Ordnung führt zum Teil zu sehr einfachen 
Ergebnissen, nämlich bei den Summen und Differenzen, zum Teil steigert 
sich die Kompliziertheit der Formeln schnell mit wachsender Ordnung 
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der Ableitung. Wenn wir z.B. die erste Ableitung der zusammengesetzten 
Funktion f(x) = p (p(x), welche nach (4) 8. 127 die Gestalt hat: 


(1) f (2) = g'i) WR), 
wiederholt differenzieren, so ist einerseits die Produktregel, andererseits 


die Kettenregel (1) immer wieder zu verwenden. Für die niedersten Ord- 
nungen gewinnen wir: 


f”) = pP waw) va) + gp ww) w w, 

f” = p a) y” la t 3p wa) -y a) a) H+ gp” waw): (w) 

fa) = g'a) vr la) +49" wa) w E) y lap ww) w w 
+69" æ) WF y la) + pA wa) ww, 


so daß hier in der Tat schon bei n = 4 eine ziemlich umständliche Ent- 
wicklung vorliegt. 

Ein leicht übersehbares Ergebnis gewinnt man jedoch bei wieder- 
holter Differentiation des Produktes f(x) = (x) - y(x) zweier Funktionen. 
Indem wir der Kürze halber die Argumente x der Funktionen in den 
Formeln fortlassen, finden wir durch wiederholte Anwendung der Produkt- 
regel bei den niedersten Ordnungen: 


f = py +y®, 

„7 en py” + 2p y + pt, 

f == gy” i Bgy” En 3g” y ps po. 

fO = gp + 499" +69" +41" v4 phy, 


Jede der angegebenen Ableitungen stellt sich als eine mit positiven 
ganzzahligen Koeffizienten versehene Summe von Produkten der Gestalt 
pa . y dar, und zwar ist in der einzelnen Gleichung die Summe der 
Ordnungen (4 + u) jedes Produktes gleich der Ordnung der dargestellten 
Ableitung von f(x); bei Anordnung der Glieder nach ansteigenden Ord- 
nungen A des ersten Faktors bekommen das erste und das letzte Glied 
die Koeffizienten 1. 

Das Schlußverfahren der vollständigen Induktion (vgl. S. 9) zeigt, 
daß diese Angaben für jede Ordnung n gültig bleiben. Um dies zu þe- 
weisen, nehmen wir an, daß die » Ableitung f® sich als eine Summe 
der (n + 1) Produkte gu”, pyr-D, "pr 9, -, p™y darstelle, wobei 
das erste und letzte Produkt den Koeffizienten 1, die übrigen (n— 1) 
Produkte gewisse noch unbekannte positive ganzzahlige Koeffizienten 
bekommen. Bezeichnen wir die beim Produkte g®)y"-® als Faktor auf- 
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tretende positive ganze Zahl durch das Symbol (%) ‚so würde der An- 


nahme gemäß (o) = 1 und W) = ] zu setzen sein, und wir hätten im. 


übrigen den Ansatz: 

2 oe ed... Mayen... (n) 

B) = + (T) oped (P) PPY H pg. 
Indem wir jetzt noch einmal differenzieren und in jedem Gliede die Pro- 
duktregel anwenden, folgt bei zweckmäßiger Anordnung: 


peram owend (C) + Jwa (C) + (orange 


Die hier als Koeffizienten auftretenden Summen je zweier positiver 
ganzer Zahlen stellen wieder positive ganze Zahlen dar. Gilt also das 
Gesetz (2) bei irgend einer Ordnung %, so gilt es auch noch bei der 
nächst folgenden Ordnung (n +1) Da das Gesetz nun bis n = 4 oben 
wirklich festgestellt wurde, so gilt es nach unserem Schlußverfahren 
allgemein. 

Schreiben wir übrigens die Koeffizienten für die (n+ 1)" Ordnung 


nach Analogie des Ansatzes (2) in der Gestalt % 4 ') =1, ti 3} } g $ ey 4 


so zeigt die letzte Gleichung, daß 


Drot O O Te T 
oder allgemein geschrieben: 


8) CETA 1.2 


gültig ist. Hiermit haben wir eine „Rekursionsformel“ gewonnen, um die 
Koeffizienten in der Entwicklung der (n+ 1)” Ableitung von f(x) aus 
denen der n'® Ableitung zu berechnen. An (3) reihen wir gleich noch 
die weitere Beziehung an: 


a h 3 r) J (a) 


welche lehrt, daß auf der rechten Seite von (2) zwei Koeffizienten, die 
gleich weit vom Anfang und Ende abstehen, einander gleich sind. Dieses 
in den obigen Formeln für die niedersten » unmittelbar hervortretende 
Gesetz folgt leicht aus dem Umstande, daß f bei Austausch von @ und ¢ 
unverändert bleibt, und daß demnach dasselbe von f™ gelten muß. Man 
kann aber auch wieder mit dem Schlusse der vollständigen Induktion 
vorgehen, indem man mittelst der Rekursionsformel (3) zeigt, daß das 
Gesetz (4) auch noch für (n+ 1) gilt, wenn es für n zutrifft. 
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Es ist übrigens sehr leicht, auch unmittelbar eine Rechenvorschrift 
anzugeben, mittelst deren man die ganze positive Zahl H aus n und k 
berechnen kann. Wir setzen zu diesem Ende in (2) die besonderen Funk- 
tionen g(x) = 2t, y(x) = g”-* mit dem Produkte f(x) = x” ein. Nach 
den Darlegungen von 8.138 gilt dann: 

fa) = nl, pO) = kl, y-H(x) = (n—k)!, 
während alle weiteren Ableitungen g*+2(z), p*+®(z),... und ebenso 
vrHtdlg), pe-++2(x), ... konstant gleich O sind. Die Folge ist, daß 
auf der rechten Seite von (2) nur das einzige von O verschiedene Glied 


() kt! (n—k)! auftritt, während die linke Seite gleich n! ist. Als Aus- 


druck der ganzen positiven Zahl (7) in n und k ergibt sich demnach: 


n n! P n nin — ijn?) (nkt, 
Dl arn a ee A 


Die Richtigkeit der Relationen (3) und (4) kann man jetzt auch un- 
mittelbar am Ausdruck (5) leicht bestätigen. 

Zu einem sehr bekannten Spezialfalle der Regel (2) gelangen wir, 
wenn wir p(x) = e*, y(x) = e" und also f(x) = e+? setzen. Nach 
Gleichung (8) S. 139 findet man in diesem Falle: 

fO (æ) = (a+bjre(«+9* er (a+5)” . gar. br 

g® (x) ae br.e®®, vr hl) = ik, elt, 
Die fertig entwickelte Gleichung (2) ist dann durch e** - e” hebbar und 
liefert nach dieser Kürzung: 


(6) (a+b? =a" + G) ar-ıb ai (omm Jog oan (pamte ogo + br, 
Diese Gleichung bringt den „binomischen Lehrsatz“ zum Ausdruck, so 
daß wir in (o) =l, (p (): ee () = 1 die „Binomialkoeffizienten“ der 


An 
n“" Potenz wiedererkennen. 
Wir haben damit das endgültige Ergebnis gewonnen: Die Ableitung 
n® Ordnung eines Produktes f(x) = y(x) y(x) zweier Funktionen p(x) 
und p(x) berechnet man auf Grund der Regel (2), in welcher die positiven 


ganzen Zahlen (3) die Binomialkoeffizienten der n®" Potenz sind. 


3. Die Differenzenquotienten höherer Ordnung und ihre Grenzwerte. 
Der S. 106 als „Differenz der Funktion“ bezeichnete Ausdruck: 


(1) Az) = fla + Ax) - fe), 
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welcher die Änderung der Funktion f(x) bei Änderung des Argumentes x 
um Jg angibt, ist als eine von den beiden unabhängigen Argumenten z 
und 4x abhängende Größe anzusehen*). Ändern wir bei festgehaltenem 
4x das Argument x dieser Funktion f(x) nochmals um der gleichen 
Betrag 1x, so gelangen wir zur „Differenz der Funktion f(x)“, "die wir 
auch durch A(Af(x)) oder abgekürzt durch 4?f(x) bezeichnen und als 
„Differenz zweiter Ordnung“ oder als „zweite Differenz“ von f(x) benennen. 
Man findet aus (1): 

AIAfın) = PF) = (fa +21) — fat Aa) — (fa + AD — fi) 
oder unter Zusammenfassung zweier Glieder: 
(2) fe) =f +242) — fæ + AR) + flo). 

Auch diese „zweite Differenz“ ist eine Funktion von x und 4x, und 
es erscheint deonach möglich, die Änderung dieser Funktion 4°f (2) bei 
Änderung‘ von x um das gleiche 4x ebenfalls wieder herzustellen. Wir 
gelangen so zur Differenz 4 (4?f(x)), die wir abgekürzt A? f(x) schreiben 
und „Differenz dritter Ordnung“ oder „dritte Differenz von f(x) nennen. 

Indem wir auf der rechten Seite der letzten Gleichung «+ 1x an 
Stelle von x eintragen und davon die rechte Seite dieser Gleichung ab- 
ziehen, folgt: 

(8) PR = fa +3 Ar) — If +21) + 3 fr + de) — flo). 

Man kann in der gleichen Weise fortfahren und die Differenzen 
Afla), A’f(x),.., allgemein eine „Differenz n®" Ordnung“ oder eine 
„n! Differenz“ 1"f(x) der Funktion f(x) erklären. Der ausführliche Aus- 
druck der Differenz n®" Ordnung von f(x) ist: 


(4) Afl) = flx + n42)—(}) fæ + n-1D4Ax) 
+ (fe +n-942) + (Dfe), 


wo die Glieder alternierend das positive und negative Zeichen haben und 
übrigens die Binomialkoeffizienten sich wieder einfinden. Man zeigt leicht 
mit Hilfe der Rekursionsformel (3), S. 142, daß, wenn diese Darstellung 
(4) bei einer beliebigen Ordnung n gültig ist, sie auch noch für die nächst 
folgende Ordnung (n +1) richtig bleibt. Da sie nun zufolge (1), (2) 
und (3) für die niedersten Ordnungen gilt, so ergibt sich durch den 
Schluß der vollständigen Induktion die allgemeine Gültigkeit des Ge- 
setzes (4). 


* Wir denken x und Jx so gerah, daß alle na und weiterhin heran- 
gezogenen Argumente von f in dem Intervalle liegen, in welchem wir die Funk- 
tion f erklärt annehmen. 
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Wir wollen nun weiter annehmen, daß die Funktion f(x) in dem 
Intervalle, das der Betrachtung zugrunde liegen mag, den Bedingungen 
des „Mittelwertsatzes“, eindeutig und stetig zu sein und eine endliche 
Ableitung f'(x) zu besitzen, genügt; auch soll die gleiche Voraussetzung 
für f'(x), f” (£), ..., fr®(e) zutreffen. Die Gleichung (9) S. 135 des 


Mittelwertsatzes stellt eine Beziehung: 

(5) Afix) = Ax. f(x +9,48), OLI LI 
zwischen der Differenz erster Ordnung von f(x) und der ersten Ableitung 
dieser Funktion dar. Wir wollen versuchen, für die Differenzen höherer 


Ordnung von f(x) entsprechende Beziehungen zu den höheren Ableitungen 
aufzustellen. Es werde: 


F(z) = Af(a) = f(@+ 42) — f(s) 
bei konstantem Ax als Funktion von x betrachtet und in bezug auf dieses 
Argument differenziert. Dabei ist für das Glied f(x + 1x) die Hilfsvariable 


u =g + 4x mit der Ableitung = = 1 zu benutzen; es ergibt sich: 


F'(&) = nE f (œ + Agr) — f(x) = Af (2). 


dx 


Bilden wir diese Gleichung für irgend ein Argument x,, und benutzen 
wir für die Entwicklung der dem bisherigen 4x entsprechenden Änderung 
Af’ (x), wie die Voraussetzungen gestatten, wieder den Mittelwertsatz, 
so folgt: j 
(6) F(x)= Ax -f lato da, Veh 
Andrerseits ist zufolge der Erklärung von F(x) die Anwendung des 
Mittelwertsatzes auch unmittelbar auf F(x) statthaft und ergibt für das 
bisherige 4g: 

AF(x) = 2’f(a)= As: F(c+9 Ar), 0<H<l. 
Verstehen wir demnach unter x, in Gleichung (6) den Wert (r+® - 42), 
so folgt: 

F' (æ +Y- Ax) = Ax. f” læ +(9+9)- AR). 

Setzt man 9 + 9 = 2%,, so ist auch 9,, d. h. das arithmetische Mittel 
zwischen $ und 9°, zwischen O und 1 gelegen. Für die Differenz zweiter 
Ordnung aber ergibt sich als Beziehung zur Ableitung zweiter Ordnung 
von f(x): 
(7) Af(x) = (4x). (a +29, AR), 0<ð <1 
Da im Laufe der vorstehenden Entwicklung für 4 f'(x) der Mittelwertsatz 
in Anspruch genommen wurde, so gilt die den (T) unter der Voraus- 
setzung, daß f(x) und f’(x) den Bedingungen dieses Satzes genügen. 
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Wir nehmen nun an, daß f(x), f (x), . ..„f""”(x) den Bedingungen 
des Mittelwertsatzes genügen, und daß die Relation: 


(8) Pla) = (dar. fd nl aAa) 0<9,_,<1 


bereits bewiesen sei. Fassen wir bei feststehendem 7x die Differenz 
I"=!f(z) als Funktion F(x) von x auf, so zeigt die in der allgemeinen 
Regel (4) gegebene Entwicklung von F(x), daß: 


Fa) = HN) _ meiple) 


ist. Die rechte Seite können wir unter der Voraussetzung, daß auch noch 
die (a— 2) Ableitung von f'(x), d. h. die Ableitung f(x), die Be- 
dingungen des Mittelwertsatzes erfüllt, nach der Regel (8) entwickeln 
und schreiben für irgend ein selbstverständlich dem zugrunde liegenden 
Intervalle angehörendes Argument z: 
(9) FF) = (Ba fo +n-18- 42), 0<8<1, 
wo Ag den bisherigen Wert hat und ® natürlich nicht mit dem in (6) 
so bezeichneten echten Bruche gleich zu sein braucht. Da übrigens auch 
das jetzige F(x) den Bedingungen des Mittelwertsatzes genügt, so ergibt 
sich: 

AF(a) = 2°f(x)= Ada-F(x +9. Ar), 0<H<L. 


Tragen wir also.x, =% + 8. Ax in (9) ein und erklären den echten 
positiven Bruch &, durch (n — 1)® +9 = nð, so folgt: 

(10) Afla) = (dr): fR(a+nd, Ar), | 
als Beziehung zwischen der Differenz n'® Ordnung und der nt Ableitung, 
wobei über die Bedingungen der Gültigkeit der Gleichung (8) hinaus 
noch hinzugekommen ist, daß auch f=» (x) den Bedingungen des Mittel- 
wertsatzes genügen muß. 

Da wir für n = 1 und n = 2 die Regel (10) bewiesen haben, so ist 
= Schluß der vollständigen Induktion vollziehbar und ergibt: Ist die 

Funktion f(x) mit ihren Ableitungen f(x), f (æ), --- f""Y(z) im gu- 
grunde liegenden Intervalle eindeutig und stetig und ist FE die n® Ab- 
leitung daselbst überall bestimmt und endlich, so gilt für die Differenz n” 
Ordnung A"f(x) die Darstellung (10) in der n®” Ableitung. 

Die Differenz der Funktion z” möge stets durch _1(2”) bezeichnet 
werden. Es ist dann statthaft, die nte? Potenz (Ax)* der „Differenz 1x 
des Argumentes“ kurz durch Ag” zu bezeichnen. Wir geben nun folgende 
Erklärung ab: Der Quotient der Differenz n" Ordnung A"f(x) der Funk- 
tion f(x) und der n” Potenz Ax” der Differenz des Argumentes heiße 
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„Differenzenquotient n“” Ordnung“ oder kurz „m Differenzenguotient“ von 
f(x); für diesen Quotienten gilt zufolge (10) die Darstellung: 


(11) aL = fH(x +n, I), 0<, <1 


durch die n® Ableitung von f(x). 

Wir wollen nun annehmen, daß die n® Ableitung von f(x) in dem 
zugrunde liegenden Intervalle, dem mit z, x + Ax, ..„& +n: -Ag auch 
(x+n? Ax) angehört, gleichfalls stetig sei. Dann hat für lim 4g = 0 
die rechte Seite der Gleichung (11) einen Grenzwert, nämlich f(x). 
Damit haben wir die Verallgemeinerung eines 8. 106 gewonnenen Satzes 
erhalten: Ist f(x) im Intervalle eindeutig und stetig, und existieren die 
Ableitungen f(x), f (2), - - - f(x), welche daselbst gleichfalls eindeutig 
und stetig sind, so gilt: 

(12) lim 


Ax=0 


I" fix) A 
i fa); 
es hat also der Differenzenquotient n” Ordnung, falls wir bei stehendem 
x den Grenzübergang lim Ax = 0 vollziehen, einen Grenzwert, und zwar 
ist dieser Grenzwert die n® Ableitung f(x). 


4. Die Differentiale und die Differentialquotienten höherer Ordnung. 
Nähert sieh 1x als variable Größe von der einen oder anderen Seite her 
der Grenze 0, so hatten wir S. 106 statt Ax auch dx geschrieben und 
Ax = da als ein „Differential“ bezeichnet. Wir sagten in diesem Falle, 
dx „werde unendlich klein“ und nannten das Differential auch kurz eine 
„unendlich kleine Größe“. Mit dem Differential dx sind auch dessen 
Potenzen, die wir statt der ausführlicheren Schreibweise (dx), (da)... 
kurz durch d«?, dz’, ... bezeichnen, „variable, unendlich klein werdende 
Größen“, d. h. veränderliche Größen, die zugleich mit dæ der Grenze O 
sich nähern. Aber die Art, in der sich die einzelnen dieser Potenzen dg” 
der Grenze O nähern, ist verschieden von der Art, die bei jeder anderen 
Potenz dz” vorliegt. Es ist nämlich, je nachdem m > n oder m < n zu- 
trifft, zu setzen: 

(NE der oder e = Taa» 

wo beide Male der rechts stehende Exponent von dx eine positive ganze 
Zahl ist. Hieraus geht hervor, daß sich der Quotient dx":da” der Grenze 
© oder der Grenze oo nähert, je nachdem m > n oder m < n zutrifft. 

Um dieses verschiedenartige Verhalten der Potenzen von dx durch 
einen Namen zu charakterisieren, sagt man, dæ” werde im Vergleich zu 

10* 
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dx „unendlich klein von der n®* Ordnung“, wobei also dæ selbst als „un- 
endlich klein von der ersten Ordnung“ zu bezeichnen sein würde. Der über 
die Quotienten der Potenzen von dx soeben ausgesprochene Satz lehrt 
dann, daß die unendlich kleine Größe m"" Ordnung dz” „unendlich klein“ 
im Vergleich zu jeder Größe dx” „niederer“ Ordnung n wird, aber „unend- 
lich groß“ im Vergleich zu jeder unendlich kleinen Größe dx" „höherer“ 
Ordnung n. 

Wir denken nun in irgend einem Intervalle eine eindeutige und 
stetige Funktion y=f(x) gegeben, welche daselbst eindeutige und stetige 
Ableitungen f'(x), f(x), .. . jedenfalls bis zu irgend einer bestimmten 
Ordnung hin haben möge. Ist n eine dieser Ordnungen, so gelte folgende 
an einen Satz von S. 106 sich anschließende Erklärung: Als das zum 
Argumente x und zum Differential dæ der unabhängigen Variablen ge- 
hörende „Differential n” Ordnung“ oder „n® Differential der Funktion“ 
d’y=d"f(x) ne wir das Produkt: 

(2) d"y = d"f(x) = f™ (x) da’ 

der n” Ableitung f(x) und der n“* Potenz dx" des Differentials dx. 
Wie das S. 106 eingeführte „erste“ Differential der Funktion, so hängt 
auch d”y = d”f(x) von zwei Größen, nämlich von x und dg ab. Auch 
bei festgehaltenem æ ist also d”y=d”f(z) noch eine variable Größe. 
Nehmen wir an, daß f™ (x) bei dem gewählten und zunächst fostgehaltenen 
x einen endlichen und von O verschiedenen Wert hat, so wird d*y = d” f(x) 
mit dæ unendlich klein, und zwar in der Art, daß der Quotient von 
d"y = d"f(x) und der unendlich kleinen Größe n“ Ordnung dæ” den end- 
lichen, nicht verschwindenden Wert f™(x) hat. Wir sagen dieserhalb, 
das Differential n” Ordnung d”y = d"f(z) der Funktion y = f(x) werde 
im Vergleich zu dx unendlich klein von n” Ordnung. 

Den eben genannten Quotienten des Differentials n' Ordnung der 
Funktion y = f(x) und der n*™ Potenz des Differentials dx nennt man 
„Differentialguotienten n*®" Ordnung“ oder kurz „n"" Differentialguotienten“ 
der Funktion f(x). Zufolge der Erklärung von d’y=d"f(x) ist der 
Differentialquotient n®" Ordnung von f(x) gleich der n'" Ableitung: 

6) N = fa). 

Die Beziehung zwischen der Differenz n Ordnung 4y = 4 ra) 
und dem Diane derselben Ordnung d”y = d”f(x) gestaltet sich bei 
beliebigem n genau so wie bei n = 1 (S. 107ff.). Bei stehendem Werte x 
gilt zunächst: 


Na ee O) = ya I 22) =. 
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Nehmen wir demnach die beiden variablen, der Grenze O sich nähernden 
Größen Az und dx einander gleich, so folgt: 

a er 
Ist die endliche Größe f(x) von O verschieden, so gilt dasselbe von 
d”y, und wir finden aus (4) durch Division mit d”y: 


aim (GF =) a2) ie (m =) 0 


so daß sich wegen f(x) +0: 
ea) le) 

5 1 sain A gil 
( ) N Ye d” f(x 
ergibt: Nähert sich Ax = dx der Grenze 0, so wird der Unterschied 
zwischen der „Differenz n” Ordnung“ Ay = A" flx) und dem „Differential 
gleicher Ordnung“ d”y = d"f(x) im Vergleich zu Ax" = dx" unendlich 
klein, so daß insbesondere für einen nicht-verschwindenden Wert f (x) der 
Quotient S’y:d”y für lim Ax = 0 den Grenzwert 1 hat. 

Aufgaben: Es sind folgende Gleichungen zu beweisen: 


sigt Ten 
1) rae = (æ? 48x4 12)er. 
d” ly’ En 
2) dy" = (lay) + Bn(ay)? + 3n(n— 1)ay + n(n—1)(n—2))e arnt, 
n d” arc sin % EEE a 
£ da’ 1—-2d3y1 a! 
a un aa. F f 
4 m art (+ 6be) + 6c@?-H26)z + 12bc?2? + 80°2°). 
tgi yee 
p) sin (t— 1) rien. 


dtt 

z 

6) d? ee + 
v dæ”? 


d’(u” . cos u) 


J 
=4 
S U oE ia 1) ln æ + (ln a°). 


9 du’ = (w—3nm—i))u" A sinu— (3u*”—(n—1)(n—2))nu"™ "cos. 
d" (x? . ln a) AEN 
A dg" a 1)” à gn- ' m> 2). 
d (yi + ) 1i 85 2n—3 1 
9) E (5 SIR J EN | 
dy” 2NA 2NI 2 Yıryar-ı (n>1) 
10) Mt Tga 2+ 6r 
dx? RETo 
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Kapitel III. Die Differentiation der Funktionen mehrerer Variablen. 


1. Die Ableitungen und Differentiale erster Ordnung der Funk- 
tionen mehrerer Veränderlichen. Es seien jetzt zwei unabhängige Va- 
riable x, y vorgelegt, deren Wertepaare wir nach $. 93 durch die Punkte 
der „Zahlenebene“ deuten. In irgend einem „Bereiche“ dieser Ebene sei 
eine Funktion z = f(x, y) gegeben, die daselbst eindeutig, endlich und im 
Sinne der Erklärung von S. 94 stetig sein möge. Halten wir y fest, so 
wird z = f(x, y) dadurch zu einer Funktion von g allein, erklärt für die- 
jenigen x, welche mit jenem y Punkte (x, y) des Bereiches liefern. Von 
dieser Funktion, die offenbar wieder von x eindeutig und stetig abhängt, 
nehmen wir nun an, daß sie beim einzelnen æ eine Ableitung in bezug 
auf © besitze. Wir sagen dann, die Funktion z = f(x, y) habe im Punkte 
(x, y) eine „partielle“ Ableitung in bezug auf ihr erstes Argument x, und 
wollen diese bei stehendem y in bezug auf x oder „nach“ x berechnete Ab- 
leitung durch fz(x, y) bezeichnen*). Ist die Funktion z = f(x, y), bei stehen- 
dem x als Funktion von y betrachtet, differenzierbar, so gelangen wir 
entsprechend im Punkte (x, y) zu einer „partiellen“ Ableitung f,(x, y) von 
f(x, y) in bezug auf das zweite Argument y oder kurz „nach“ y. Im Gegen- 
satze zu den Ergebnissen wiederholter Differentiationen heißen fx(x, y) 
und f(x, y) die partiellen Ableitungen „erster Ordnung“ von f(x, y). 

Es gelte die Annahme, daß die Funktion z = f(x, y) im Bereiche 
ihrer Erklärung überall endliche partielle Ableitungen erster Ordnung be- 
sitze. Diese Voraussetzung trifft jedenfalls bei unseren elementaren Funk- 
tionen zu; ist z. B. 


f(x, y) = ax’y? — 2 sin (ba+cy) + ln y, 
so findet man leicht: 


f(a,y)=3axrty?—2beos(bx+cy), f(x,y) =2axz"y—2c cos(bæ tey) + 2 . 


Im Anschluß an S. 106 sind dann weiter folgende Erklärungen zu geben: 
Zum Punkte (x, y) und dem Differential dæ des ersten Argumentes x ge- 
hört ein „partielles Differential“ der Funktion g = f(x, y) in bezug auf x 
oder nach x, welches das Produkt der partiellen Ableitung falx, y) und des 
Differentials dæ ist; dieses Difjerential wird durch c,2 oder © f(x, y) be- 
zeichnet und ist der Erklärung gemäß gegeben durch: 


(1) ey) = fa (2, Y) de. 


*) Man gebraucht auch die Bezeichnungen f,(æ, y) oder fi (x, y); doch halten 
wir an der im Texto genannten Schreibweise der partiellen Ableitungen fest. 
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Entsprechend ist das „partielle Differential in bezug auf y“ gegeben durch: 


(2) 0,8 Zu 0,f(®, y) = fy (2, y) > dy. 

Der Quotient eines dieser beiden Differentiale und des Differentials 
der in Betracht kommenden unabhängigen Variablen heißt ein „partieller 
Differentialguotient“. Im Zähler läßt man den Index x oder y am Dif- 
ferentialzeichen 3 fort, da aus dem Nenner bereits ersichtlich ist, nach 
welchem Argumente zu differenzieren ist. Der Gleichmäßigkeit wegen 
bedient man sich auch im Nenner statt des bisherigen d des „Symbols ð 
der partiellen Differentiation“. Die partiellen Differentialquotienten schrei- 
ben sich also: 


(3) 02 _ f(x,y) 02 _ f(x,y) 
Sa 0x Dre ðy y 
und sind natürlich gleich den partiellen Ableitungen: 
de _ Ofe y) , ðs _ ôf, 
(4) re = Y = f, (x, y), c . fi (2, y), 


so daß wir die Gleichungen (1) und (2) auch so schreiben können: 
of, y) 


r n, y) 5 
5) a= ofl y) N de, o,e m 0 fC y) = ay W 


Auf die partiellen en unserer Funktionen gründet sich 
weiter die folgende Begriffsbestimmung: Unter dem zum Punkte (x, y) 
und den Differentialen dx und dy der Argumente gehörenden „vollständigen“ 
oder „totalen Differentiale® de = df(x,y) der Funktion z = f(x, y) ver- 
stehen wir die Summe der beiden partiellen Differentiale, die den dæ und 
dy einzeln entsprechen: 

(6) da = ò, +3 = È da + day 
oder in f(x, y) geschrieben: 
O) afie, y) = FEN an p TEN dy = fila, yda + fy E Way. 


Dieses totale Differential ist von den vier Variablen x, y, dx, dy abhängig, 
wobei natürlich dx und dy (ebenso wie x und y) voneinander unabhängig 
variabel sind. Ist z. B. 


2=earctgy+öy-Inz, 
so berechnet sich das totale Differential in der Gestalt: 
4 
dz = (e arctg y +34". jart (iE —— t löy ‘In æ) dy. 


Entsprechend dem bisherigen Brauche bezeichnen wir mit /x und 
4y zwei Änderungen, die wir nach Bedarf auch als konstant ansehen 


www.rcin.org.pl 


152 I, 3. Differentiation der Funktionen mehrerer Variablen. [1 


dürfen. Wir nennen 4g und Ay „Differenzen der Argumente“ und be- 
zeichnen die ihnen entsprechende Anderung: 


(8) 4z = Afls, y) = fa +42, y+ Ay) — fl, y) 

von f(x y) als „Differenz der Funktion“. Es ist zu untersuchen, ob für 
Ax= dx, Ay = dy vielleicht wieder eine nahe Beziehung zwischen der 
Differenz 4z und dem Differential dz vorliegt. Schreiben wir abkürzend 
y +- Ay = y, 30 läßt sich die Differenz (8) in folgender Art entwickeln: 


N L:-(fa+as y) — fa) + yt Ay) — fa, y). 

Nun sollte f(x, y) im zugrunde liegenden Bereiche endliche partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung haben. Es wird somit f(x, y,), bei stehendem y, 
als Funktion von x betrachtet, in dem von æ und (x + 1x) eingegrenzten 
Intervalle den Bedingungen des Mittelwertsatzes genügen, so daß wir die 
in (9) rechter Hand in der ersten Klammer stehende Differenz so ent- 
wickeln können: 


fæ + 4x, y) — flr, p) = 42: (a +9 Ary) OLI. 
Ebenso finden wir für die zweite Klammer in (9): 

f(z, y + 4y) — flx, y) = 4y : ha y+9 Ay), VEE 
so daß wir für die „Differenz der Funktion“ die neue Darstellung: 
(10) Afl, y) =fr (+9: Am, y+ Ay) Ax +f y+: Ay): Ay 
gewinnen. Es gelte nun die weitere Annahme, daß die partiellen ersten 
Ableitungen f, (x, y) und f, (x, y) im Bereiche der Erklärung der Funktion 
f(x, Y) „stetige“ Funktionen im Sinne von S. 94 seien, was ja bei unseren 
elementaren Funktionen immer zutrifft. Beziehen wir die Gleichung (10) 
auf wechselnde Werte 4x und fy, so werden sich zwar die 9, 9° dabei 
irgendwie mit ändern, aber sie bleiben doch stets zwischen O und 1 ge- 
legen. Nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl ô >O wird demnach 
immer eine positive Zahl A existieren von der Art, daß: 


Kart an yt+Aay)-kaWl<H, eyt Ay) ry y)l<o 


zutrifft, sobald nur 7x und Ay der Bedingung + YA@’+ Ay? <A ge- 
nügen. Daraus aber ergibt sich, wenn wir nunmehr 4g = dg, Ay = dy 
setzen und mit df(x, y) das zugehörige totale Differential bezeichnen: 


(11) [afle y) — afix, y) <ò (l Ar| + |4y]). 
Wir können dieses Ergebnis vorerst nur dahin aussprechen, daß für Werte 
dx= dx, Ay = dy, welche dem Werte O „ausreichend“ nahe liegen, der 


Unterschied zwischen der Differenz Af(x, y) und dem Differential df(x, y) 
im Vergleich zum Betrage (Ax. + Ay ) „beliebig“ klein gemacht werden 
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kann. Wir kommen auf die Deutung und Verwertung dieses höchst wich- 
tigen Ergebnisses im Laufe der nächsten Paragraphen zurück. 

Zunächst bemerken wir, daß sich die vorstehenden Entwicklungen 
ohne Mühe auf Funktionen beliebig vieler unabhängiger Variablen über- 
tragen lassen. Ist y=f(z,, Zo, ---, x,) eine Funktion der n unabhängigen 
Variablen £, £a,- * >, Xp; BO wollen wir vorerst eine einzige unter ihnen, 
etwa x, als variabel ansehen, die übrigen (n— 1) Argumente aber fest- 
halten. Hat y in diesem Falle als Funktion von x, eine Ableitung, so 
nennen wir dieselbe die „partielle Ableitung erster Ordnung von f(x, &y"",X,,) 
in bezug auf &“ oder „nach x,“ und bezeichnen sie durch fa, (£1, Zayn); 


das zugehörige „partielle Differential“ aber erklären wir durch: 

(12) de Y = x, a) = fa, (Err Cas y En) Aa 

während wir für den „partiellen Differentialquotienten“ nach x, die Glei- 
chung haben: 


ey Of(Eis Lor“ r La) 1 - N 
(13) VETS = Bas F fz @ı, a E aT 


Das zum Punkte (2,2, -,%,) und den n Differentialen dx, da, - ‚dx, 
gehörende „vollständige“ oder „totale Differential“ der Funktion ist aber 
wieder die Summe aller n partiellen Differentiale: 


(14) dy= df(t, Zay %,) = er dx, Ir Ja dr +--+ i daa- 
Den n „Differenzen“ Ax,, Aty, y 1x, der Argumente gehört als 
„Differenz der Funktion“: 
(15) Ay = Az, Loz.. y Bn) 
= fa, H 12, La tH AL y En HAL) — Fl, boro u La) 


zu. Genau wie im Falle n = 2? können wir die rechte Seite durch Zusatz 
und Abzug der Glieder f (£1, £a + 4 2o, Lg + 123, ..,), Mu Loy Bg FHA Eye) * 
in die Summe von n Differenzen verwandeln, die einzeln nach dem Mittel- 
wertsatze umgestaltet werden können. Die Differenz der Funktion nimmt 
damit die Gestalt an: 


Aa) at At) Att fel Ett y Sr) AR 
Feet IR) Ar. 


Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen erster Ordnung vorausgesetzt, 
gilt dann wieder für ausreichend klein gewählte /x, = dx, entsprechend 
(11) die Ungleichung: 


(16) If, Ea ,2,)— df lE 2, ,)|< elle) +22, + +22): 


154 I, 3. Differentiation der Funktionen mehrerer Variablen [2 


Aufgaben: Für folgende Funktionen sind die partiellen Ableitungen oder 


die totalen Differentisle zu berechnen: 
Ty 02 Ty 02 7 
D) s=ary— rg aa OWY + ns ee 


2) f(u, v0) =5Av + Bsin (3u +v), fa = 38 B cos (3u +10), 
f =5 4 + 1B cos (3u +T). 


ow dw 


—ns@i--3ae7®s, = — Q. És, 


3) w= s — a-et, 


ös ðt 
4) z= are tg (3x-+ y) — Sin (x — 2y) ge s — Eog (2 — 2y) 
e D Y, Y), öx 1+8c+9y)° Y), 
ds 
— 2y). 
3y ge ee 
5) play) = 5 cos (axt by) — 3a”, 02 sasin (an + by) — 3y 7 
dp ' 
TO e a 
dw $v ðw _ 


6) w= v.: ln (3u +v), Dee = + ln (3u +v). 


1) fæ, y) = Tg y), fa =y — Tg wy), fy =a — Tg’ wy). 

8) z=day— 3x, dz=(5y—3)dxz+ gdy. 

9) F(u, v)=sin (u4 50) -+-a“, dF=(cosu+5v)+ta”Ina)du+5cos(u+5v)dv 
10) g(s, =s?— st+t?—1, dgs, t) = (2s— t) ds -+ (2t—s)dt. 


11) z=ntg(as+by)— 1z”, dz= T — isy mt- ') dæ 


+ (Gera T a" ne) dy. 

12) f(æ,y)=5b" cosy, df(æ, y) = 5b”. lnb. cosy. dæ— 5b” siny. dy. 

13) w=ba’y— 72%, dw = 10xydg + 5x’ dy— ?iz° dz. 

14) Yu, v, w) = sin (up Tw) Hat’, di = (cos (u+ 1w) -+a t”. ln a) du 
+a“*t’lna. dv +7 cos (u 7w) dw. 

nl 


15) fa, 2,2, 2) "sinn, df=(,— 2) a sin £, - d£ 


+ a" cos æ, da, + aga. ln a sing, dag — 2 "Ina, sing, dae- 


2. Geometrische Deutung der Ableitungen und Differentiale einer 
Funktion f(æ, y). Zur geometrischen Versinnlichung einer Funktion 
z = f(x, y) deuteten wir die x, y, z, als rechtwinklige Raumkoordinaten 
(5. 95). Die bisherige „Zahlenebene“ des Variablenpaares v, y wird dann 
zur x, y-Ebene des Koordinatensystems. In jedem Punkte (x, y) des Be- 
reiches, für welchen z = f(x, y) erklärt ist, dachten wir die „Koordinate“ 
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z = f(x, y) senkrecht zur x, y-Ebene in der durch das Vorzeichen von gz 
gegebenen Richtung aufgetragen. Die KEndpunkte der z-Koordinaten 
liefern dann die „Fläche“ der Funktion f(x, y), deren Verlauf uns die 
Versinnlichung der Funktion ergibt. 

Wird y konstant erhalten, während x variabel bleibt, so ist z = f(x,y) 
eine Funktion von x allein, und wir erhalten zur geometrischen Deutung 
dieser Funktion offenbar die Schnittkurve der eben genannten Fläche mit 
einer zur x, 2-Eibene im Abstande |y| parallel laufenden Ebene, die je nach 
dem Vorzeichen von y auf der einen oder anderen Seite der z, z-Ebene 
liegt. Die Existenz einer partiellen Ableitung f, (x, y) läuft dann nach 
S. 102 auf die Tatsache hinaus, daß die fragliche Kurve „im Punkte 
(x, 2)“ eine Tangente besitzt. Diese Tangente der Kurve ist aber zugleich 
eine Tangente der Fläche „im Punkte (x,y, 2)“, und zwar diejenige 
Flächentangente im fraglichen Punkte, welche zur æ, z-Ebene des Koordi- 
natensystems parallel ist. Eine entsprechende Betrachtung gilt für den 
Fall, daß wir f(x, y) bei stehendem œ als Funktion von y allein ansehen. 
Wir notieren sogleich als Ergebnis: Hat die Funktion z = f(x,y) im 
Punkte (x, y) endliche partielle Ableitungen erster Ordnung fy (2, Y), fy (& 9), 
so ist dies gleichbedeutend mit der Tatsache, daß die Fläche der Funktion 
f(x,y) im Punkte (x, y,2) zwei zur a, 2-Ebene bzw. y, 2-Ebene parallele 
Tangenten hat. 

Legen wir jetzt durch die z-Koordinate des Punktes (x,y,z) unserer 
Fläche irgend eine Ebene, welche wir (s. Fig. 38) durch ihren dem Inter- 
vall 0<«< x angehörenden Neigungswinkel æ gegen die nach rechts 
gerichtete x, 2-Ebene bestimmen, so liefert diese Ebene eine neue durch 
den Punkt (x, y, z) hindurchlaufende 
Schnittkurve mit der Fläche der Funk- 
tion f(x, y). Über eine etwaige Tan- 
gente dieser neuen Kurve im Punkte 
(x, y, 2) läßt sich auch dann, wenn die 
Ableitungen f, (x, y) und /,(x,y) im 
Punkte (x, y) existieren, zunächst gar 
nichts aussagen. Zur näheren Unter- | 
suchung haben wir in Fig. 38 in der 
x, y-Ebene den Grundriß der Ebene vom 
Neigungswinkel œ gezeichnet und wollen diese Gerade als Zahlenlinie 
für eine Variable s einführen, wobei der Punkt (z, y) den Nullpunkt 
s = 0 darstelle und der mit der Pfeilspitze versehene Teil der Linie die 
positiven Werte s trage. Längs dieser Geraden ist nun z = f(x, y) eine 
Funktion von s allein, und wir haben zu fragen, ob diese Funktion im 
Punkte s = 0 eine Ableitung besitzt. 
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Zur Bildung des „Differenzenquotienten“ wählen wir eine „Differenz 
des Argumentes“ As (in Fig. 38 ist dieselbe positiv gedacht) und be- 
rechnen fx = Is-cosa, Ay = ds. sin «, sowie die ihnen entsprechende 
Differenz 12 = f(x +42, y+ 4y) — f(x, y) der Funktion. Genügen nun 
f(x, y +4y) als Funktion von x und f(g, y) als Funktion von y den Be- 
dingungen des Mittelwertsatzes, so dürfen wir 42 = f(x, y) in der Qe- 
stalt (10) S. 152 entwickeln und gewinnen als Differenzenquotienten: 


(1) et = f, (æ+ 9- Ax, y+ Ay) cosa tf, (x, y +8- Ay). sine. 


Trifft ferner die Voraussetzung zu, daß die partiellen Ableitungen f; 
und f; im ganzen Bereiche der Erklärung von f(x, y) existieren und zu- 
gleich stetig sind, so hat der Differenzenquotient (1) für lim 4s = 0 
einen Grenzwert, nämlich: 


(2) lim Amy) _ fa (8, y) cos @ + fy (2, y) sin «. 


Dieses Ergebnis ist für jeden Winkel «œ richtig. Es wird also jede 
durch die z-Koordinate des Flächenpunktes (x, y, Z) zu legende Ebene 
eine Schnittkurve liefern, die im fraglichen Punkte eine Tangente hat. 
Wir wollen feststellen, wie diese gesamten Tangenten, die zugleich Tan- 
genten der Fläche im Punkte (x, y, 2) sind, gelegen sind. Ein auf der in 
(2) gewonnenen Tangente veränderlicher Punkt möge die Koordinaten 
X, Y, Z haben. Wir können dann die Differenzen: 


(3) X—-.=di, Y— y= dy, Z—z=dz 

uns als „Differentiale“ vorstellen, welche einem Differentiale ds der eben 
benutzten Hilfsvariablen s entsprechen. Dann gilt zunächst: 

(4) dz = ds-cosa, dy = ds- sin «, 

und es bedeutet: 


(5) de= dfl, y) = (fy cosa +f, sina)ds = fy: da + fy -dy 

das zugehörige „Differential der Funktion“, d. h. die Änderung der z-Ko- 
ordinate der Tangente. Setzen wir nun in diese Gleichung (5) für die 
Differentiale dæ, dy, dz ihre in (3) gegebenen Ausdrücke als Koordi- 
natendifferenzen ein, so folgt: 

(6) Z—-:- (X-2) f, (2y) + IN. f, y) 

als eine vom Punkte (X, Y, Z) erfüllte Gleichung. Wie man sieht, ist 
diese Gleichung in X, Y, Z linear, und ihre Koeffizienten hängen nur 


noch von x,y,z und der Funktion f(x, y) bzw. ihren Ableitungen für 
die Stelle (x, y) ab; der Winkel « aber tritt nicht mehr auf. Hiermit 


3] Geometrische Deutung des totalen Differentials von f(x, y) 157 


haben wir folgenden Satz gewonnen: Die Existenz und Stetigkeit der 
parliellen Ableitungen erster Ordnung vorausgesetzt, bilden die gesamten 
Tangenten der Fläche der Funktion f(x, y) im einzelnen Punkte (x, y, 2) 
stets eine „Ebene“, die man „Tangentialebene“ der Fläche nennt, und deren 
Gleichung in (6) gegeben ist; zufolge (5) ist die Bedeutung des zum Punkte 
(x, y) und den Differentialen dx und dy gehörenden „totalen Differentials“: 


= df (x, y) = fs (Œ, y)dæ + fy (0, y)dy 
der Funktion z = f(x, y) die, daß dz die den Änderungen dx und dy ent- 
sprechende Änderung der „z-Koordinate der Tangentialebene“ darstellt. 
Der im Anschluß an (11) 5.152 aufgestellte Satz läßt sich ver- 
mittelst der Hilfsvariablen s noch in eine neue Gestalt kleiden. Soll die 
Differenz 4s variabel sein und sich der Grenze O nähern, so können wir 
sie dem Differential ds gleichsetzen und haben darn auch: 


Jx = d = As: cosa, dy = dy = As- sin «, 
woraus sich ergibt: 
Id) + Ayl = ds -(|cos« + sine|)<2 As. 


Für die zugehörige Differenz f(x, y) und das den dx, dy entsprechende 
Differential df(x, y) folgt dann aus (11) 8.152 nach Division durch 
IAs'= ds|: 
lim IN) — af) _ 0. 
ds=0 Js 
Nähert sich As = ds der Grenze 0, so wird der Unterschied ewischen der 
„Differenz“ Af(x, y) und dem „totalen Differential“ df(x,y) im Vergleich 
zu Is = ds unendlich klein. 

Die Ergebnisse entsprechen offenbar vollständig den oben (S. 108) 
für die Funktionen f(x) einer Variablen gewonnenen Sätzen. Auch bei 
den Sätzen tiber Differenzen und Differentiale einer Funktion von beliebig 
vielen Variablen könnten wir uns einer „geometrischen Sprechweise“ 
bedienen; wir gehen aber hierauf nicht weiter ein, da für die späteren 
Anwendungen fast nur der Fall der Funktionen zweier unabhängiger 
Variablen von Bedeutung ist. 


3. Differentiation zusammengesetzter und unentwickelter Funk- 
tionen. Die soeben an der Funktion g = f (x, y) vollzogene „Differentia- 
tion nach s“ ist jetzt einer wichtigen Verallgemeinerung zu unterwerfen. 
Es sei z = f(x, y) eine in einem gewissen Bereiche erklärte eindeutige 
und stetige Funktion, die daselbst stetige Ableitungen f, (x, y) und fy (x, 3 a 
besitze. Es mögen femer x und y als eindeutige und stetige Funktionen 
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= p(s) und y = »(s) einer einzigen Variablen s gegeben sein, welche 
in einem gewissen Intervalle der Variablen s erklärt sind und daselbst 
stetige Ableitungen g'(s) und %’(s) besitzen mögen. Die in diesem Inter- 
valle eintretenden Wertepaare x, y der Funktion o(s) und (s) mögen 
Punkte desjenigen Bereiches liefern, für welchen f(x, y) erklärt ist. Durch 
Vermittlung dieser beiden Funktionen wird z gleichfalls eine Funktion 
von s allein: 


(1) - z = f(p9), v9), 


die wir im Anschluß an die frühere Sprechweise (S. 88) als eine „zu- 
saımmengesetzte Funktion“ bezeichnen. 

Wir behaupten nun, daß, die Stetigkeit der Ableitungen fo, fys 9, W 
vorausgesetzt, die Funktion (1) auch eine Ableitung nach s besitzt, für deren 
Berechnung eine einfache Regel besteht. Einer Differenz As des Argu- 
mentes s gehören nämlich die Differenzen der Funktionen: 


we) dx= g (s+8,:4s)-4s, Ay=v(s+9,:415):1s 
zu. Diesen Differenzen, und damit der ursprünglichen Differenz 4s, ent- 
spricht weiter als Differenz der Funktion 2 = f(x, y): i 

Az =f, (+0 Ax, y+ dy) -Aat f is, y +o- Ay) Ay, 
wo die allemal zwischen O und I gelegen sind. Tragen wir für 1x 
und Ay die Ausdrücke (2) ein, so folgt als „Differenzenquotient“: 


= = fa (+8 Axy +A) p taras) +, eyt Ay) w s+ As). 
Für lim 4s = 0 gilt auch lim 4g = 0 und lim 4y = 0. Mit Rücksicht 
auf die Stetigkeit der Ableitungen f//, fy, P, W ergibt sich demnach für 
lim 4s =Q in der Tat ein Grenzwert des Differenzenquotienten und 
damit eime Ableitung von z nach s. Schreiben wir dieselbe sogleich als 
Differentialquotient, so ist die Regel für die Differentiation der zusammen- 
gesetzten Funktion (1) nach ihrem Argumente s gegeben durch: 


(8) FE HERNE (8) + FE y) wC); 


wir können dieser Gleichung auch die Gestalt geben: 


$ dz_ 0z de, dedy, 
NEA ds Goat EI SRE 


Dieses Ergebnis schließt sich der früheren Regel (4) S. 127 genau an. 
Als Beispiel betrachten wir: 


=, x= g(s); y = (s); 
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hier finden wir: 


N Ö v v r x DIR y E d F 
as te OH VO RT) +a: In gys) 
d %(s) à 
a I ps)?" ka o 9 4y)-Inp) k 


was mit dem Ergebnis (13) S. 130 übereinstimmt. 

Aus (3) folgt ferner eine sehr häufig anzuwendende Regel für die 
Differentiation einer unentwickelt gegebenen Funktion y von æ. Es sei y 
implizite als Funktion von x erklärt durch die Gleichung f(z, y) = 0. 
Finden wir durch Auflösung dieser Gleichung nach y als entwickelten Aus- 
druck dieser Funktion y = y(x), so heißt dies, die Gleichung f(x, y(x)) = 0 
sei für alle x erfüllt, oder die zusammengesetzte Funktion z = f(x, (æ) 
sei konstant gleich O. Sie hat natürlich auch eine Ableitung, die kon- 
stant gleich O ist. Berechnen wir diese Ableitung aber nach der Regel (3), 
indem wir x an Stelle von s treten lassen und insbesondere p(x) = x, 
p (x) = 1 eintragen, so folgt: 

(6) ELENA ey $o. 

Zu demselben Ergebnis gelangt man, indem man unter 4g und 4y eim- 
der entsprechende Differenzen des Argumentes und der Funktion ver- 

l- und aus den beiden zutreffenden Gleichungen f(x, y)=0 und 
cr + Az, y+ 4y) = 0 durch Subtraktion: 


g f@+ 42, y+ Ay) — fa, y) = 0 


ca 
Berstellt. Indem man die links stehende „Differenz der Funktion f(x, y)“ 
in bekannter Weise entwickelt und das Ergebnis durch 1x teilt, folgt: 


f(a +8-A4z, y +4y) + fh y+- Ay) 3 0), 


woraus man für lim 4g =Q die Gleichung (5) wiedergewinnt. Aus dieser 
Gleichung folgt als Ergebnis: Verschwinden die partiellen Ableitungen 
Ba, y) und f,(x,y) nicht zugleich, so berechnet sich die Ableitung der 
implizite durch f(x, y) = 0 gegebenen Funktion y von x in bezug auf x 
Aich der Regel: 


~T 


[8E yN 

(6) ER N ee N 
dx fyiz, y) (dere W\ 

N) 


Als ein Beispiel hierfür wollen wir die „Umkehrregel“ (S. 113) aufs 
neue beweisen. Ist zu einer Funktion f(x) die Funktion y = p(x) invers, 
so können wir dieses y als Funktion von z implizite durch die Gleichung 
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f(y) — x = 0 geben, welche demnach an Stelle der bisherigen Gleichung 
f(&,y) = 0 tritt. Die Berechnung der Ableitung von y = p(x) in bezug 
auf x nach der Regel (6) liefert demnach: 


Ae TE 
dy \ ) 1 1 
de a) FW Flow)’ 
9y 


womit die Regel (2) 5. 113 wieder gewonnen ist. 

Manchmal ist y als Funktion von & implizite dadurch gegeben, dab 
æ und y als Funktion einer dritten Variablen £ in der Gestalt x = ø (t), 
y = (f) dargestellt sind. Benutzt man dann zur Berechnung der Ab- 
leitung von y nach x die „Hilfsvariable“ ¿ im Sinne der „Kettenregel“ 
(S. 127) und bestimmt die Ableitung von ¢ nach x auf Grund der „Um- 
kehrregel“, so gilt: 


dy dy dt dt 1 


dæ dt dæ OF dæ’ de g 
so daß wir die zu berechnende Ableitung in der Gestalt erhalten: 
m dy -Y ®, 


da ph) 
Ist z implizite als Funktion der unabhängigen Variablen x und y 
durch eine Gleichung f(z, y, 2) = 0 gegeben, so berechnen sich die par- 


tiellen Differentialquotienten von # nach x und y auf Grund der Regel 
(6) in der Gestalt: 


(8) 3 __ Ram?) %2__ hand 


0% fa, 9,2)’ dy fa (2, Y, 8)? 
so daß das totale Differential die Form annimmt: 


fa dat fy dy. 

a 

Die Regel (4) ist ein Spezialfall einer noch etwas allgemeineren 
Regel, zu deren Aufstellung wir an eine Funktion y = f (£4, %, '', 2p) 
von n Argumenten anknüpfen. Sind diese x,, 23, - : V, sämtlich wieder 
Funktionen x, = p(x), 23= Pa (£), ,2%,= Pa (X) einer einzigen Variablen 
x, so wird dadurch y aufs neue zu einer „zusammengesetzten“ Funktion 
von x allein. Unter der Voraussetzung der Existenz und Stetigkeit aller 
in Betracht kommenden Ableitungen erster Ordnung kann man mit Be- 
nutzung der Entwicklungen von 9.153 die Ableitung der vorliegenden 
zusammengesetzten Funktion y von x nach der folgenden Regel berechnen: 


d P ; h ! ` A 
(9) FE = fa pi + fa + fain Oa 


02 02 
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oder, wenn wir rechts die Ableitungen durch die Differentialquotienten 
ersetzen: 
dy _ of da, , Of da 3.9, dz, 

(10) da da, da "dm, + C Ja, de 

Sind endlich auch die x, %4,- &, Funktionen von mehr als einem 
Argumente, so sind nach dem gleichen Gesetze die partiellen Ableitungen 
von y in bezug auf diese Argumente zu berechnen. 

Aufgaben: Folgende unentwickelte Funktionen y bzw. z sind zu differenzieren: 


Be wy? = dy —b’a 
1) aE T A 
dy_ p Vp 


2) y? — 2p =0, mu I. 


P y ia 
ni da” pyi lan 

dy _ (1 +y’) (y cos æ — arc tg y). 
dx æ — (1 +y’) sin g 
dy A —ay 


5) m’ + y’— 3agy=0, de a@—y! 


4) y- sing — x. arctg y= 0, 


d sin æt cosy, 
6) cos x — % cos y = 0, 2y 


ER 
iair ar ET 
8) &— y- tg = 0, en, Za enter, 
Er ee 
10) et, 02 EE mike P 


S = y’ 
BD sp a S a 


3z ‚ei "E z 
A r a ET 


4. Partielle Ableitungen und Differentiale höherer Ordnung. Eine 
Funktion f(x, y) habe im Bereiche ihrer Erklärung stetige Ableitungen 
fa (Œ, y) und f; (x,y). Auch die Funktion fz (2, y) möge wieder stetige 
Ableitungen erster Ordnung haben, die wir mit f} a(x, y) und fa,,(®, Y) 
bezeichnen; und ebenso möge die partielle Differentiation von f, (2, y) 
zu zwei aletigen Ableitungen fy =(2, Y), fyy(%, y) führen. Wir nennen die 
vier so zu gewinnenden Funktionen fix, fays fyæ, fi, die „partiellen Ab- 
leitungen zweiter Ordnung“ von f(x, y) oder kurz die „partiellen zweiten 
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Ableitungen“ dieser Funktion*). So haben wir z. B. bei der Funktion 
f(x, y) = zy? — e7- als erste Ableitungen: 


Te: y) = 4—2 ert, le, y) = Bay? + Ter- 1y 
und finden hieraus weiter: 

Bee, y) = — der t, RE (z, y) — Bu 1d4e?x-1y 
” Y 


ala y) BP + 14er, Aula) = bay — ER, 

Wie man sieht, ist in diesem Falle f% (z, Y) = fy x(x, y); differen- 
zieren wir also die vorgelegte Funktion erst nach x und dann das Ergeb- 
nis nach y, so erhalten wir dasselbe, als wenn wir die Differentiation 
nach y voranstellen und erst dann nach x differenzieren. 

Um diesen Satz auf etwaige allgemeinere Gültigkeit zu prüfen, 
bilden wir uns den Begriff der „partiellen Differenz“ unserer Funktion 
f(x, y), d. i. einfach der Differenz bei alleiniger Änderung eines der Argu- 
mente, und benutzen hierbei die Bezeichnungen: 

N) Afay)=fatany)-fay), Affe) = feyt Ay) May) 
indem wir dem Zeichen 4 diejenige Variable, welehe der Änderung unter- 
worfen ist, als Index anhängen. Üben wir auf 4,f(x, y), als Funktion 
von y betrachtet, die Operation 4, aus, so ist das durch 4,4, f(x, y) zu 
bezeichnende Ergebnis: 

4,4fE = fat y+ Ay) -fayr Ay) ler gay) + Sy). 
Vergleicht man hiermit den entwickelten Ausdruck von 4,4,f(z, y), so 
ergibt sich: 
(2) A,A,f(®, y) = 4,4,f(®, Y), 
so daß die Operationen A, und A, ohne Änderung des Ergebnisses in ihrer 
Reihenfolge ausgetauscht werden können. 

Die in (2) links und rechts stehenden „partiellen Differenzen zweiter 
Ordnung“ können wir nun durch wiederholte Anwendung des Mittelwert- 
satzes mit den partiellen Ableitungen fx, und fys in Verbindung setzen. 
Betrachten wir 4, f(x, y) = F(x) als Funktion von x, so folgt aus der 
Gestalt (1) dieser Funktion: 

F' (2) = A, fa (®, Y), 
so daß die Differentiation nach x und die Operation A, in ihrer Reihen- 
folge ausgetauscht werden können, ohne daß das Ergebnis sich ändert. 
Da f, stetig sein sollte, so gilt: 
4,F(&) = F(2+9:42)- Az, 


‘) Man findet auch die Bezeichnungen fy gı feys Oder fin feitt 
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d. h. also bei der Bedeutung von F(x): 
4,4, f2, Y) = A,f. (+9 Ar, y) Az. 


Da aber auch noch fz,, stetig sein sollte, so folgt durch nochmalige An- 
wendung des Mittelwertsatzes: 


Afzla Y) = fe (@ Y+ Ay): Ay. 
Verstehen wir hierbei unter x, den Wert x + -dAx, so folgt aus den 
beiden letzten Gleichungen: 


(8) AxA fE, Y) = Fey + F: 4x, Y +F- Ay) Ax Ay. 


Durch eine genau entsprechende Rechnung können wir nun aber für 
den in (2) links stehenden Ausdruck die Darstellung erzielen: 


Ay Arf (£, Y) = fyl +9": An, y +F” Ay) ALAY, 


so daß die Gleichsetzung beider Ausdrücke entsprechend der Gleichung (2) 
nach Forthebung der gemeinsamen Faktoren Ag und Ay: 

4) fayla te: Aa, y+ F: Ay) = fuela +9" Am, y+” Ay) 

ergibt. Bei Änderung der Werte Ax, Ay werden auch die Zahlen # sich 
ändern. Da sie indessen immer zwischen O und 1 liegen, so findet für 
lim 42 = 0, lim 4y = 0 auch lim 9-4 =Q, --- statt. Wegen der 
Stetigkeit der Ableitungen folgt demnach für diesen Grenzübergang aus 
(4) sofort fay (2, Y) = fya (8, yY). Sind die ersten Ableitungen fy und f,, 
sowie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung fay und fyo stetiy, so sind 
die beiden letzteren einander gleich: 


(5) fey (€, Y) = fya (2, Y). 

Das Ergebnis kann leicht verallgemeinert werden. Zwei aufeinander 
folgende Differentiationen auch bei Funktionen, die neben den beiden in 
Betracht kommenden Variablen noch andere Argumente haben mögen, 
sind, sofern die entstehenden Ableitungen stetig sind, immer in ihrer 
Reihenfolge ohne Änderung des Resultates vertauschbar. Durch wieder- 
holte Anwendung dieses Satzes aber folgt: Das Ergebnis einer Reihe von 
Differentiationen einer Funktion von zwei oder mehr Variablen ist, falls 
die Ableitungen existieren und stetig sind, unabhängig von der Reihenfolge 
der Differentiationen. 

Der Satz gestattet uns zunächst, eine übersichtliche Schreibweise 
für die partiellen Ableitungen höherer Ordnung zu vereinbaren. Haben 
wir wieder eine Funktion zweier Variablen f(x, y), und sind im ganzen 
k Differentiationen nach x und I Differentiationen nach y zu vollziehen, 
so dürfen wir zuerst die sämtlichen Differentiationen nach x ausführen 
und dann die nach y folgen lassen. Ist k +l= n, so wollen wir die 

11* 
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partielle Ableitung n'* Ordnung, die sich ergibt, durch f yan g (2, Y) be- 
ahy 


zeichnen, wobei also x symbolisch k hinter einander geschriebene In- 
dizes x ausdrücken soll. Entsprechend wird man bei einer Funktion von 


drei Variablen f P a m (© Y 2) schreiben usw. 
ad T aiii Ti 

Für die Erklärung der zu den Ableitungen gehörenden „partiellen 
Differentiale höherer Ordnung“ sind die Bestimmungen von Ñ. 148 vor- 
bildlich. Zunächst haben wir für eine Funktion f(x, y) drei partielle Dif- 
ferentiale zweiter Ordnung d.f, ö2yf, Oyyf, die wir zu erklären haben 
durch: 
022, N fz,.(2, y) aa, 
02,f(a,y) = fayl, y) dedy, 
CH Ale fow (2,4) dy? 
Bei den „partiellen Differentialquotienten zweiter Ordnung“, die natürlich 
den drei partiellen Ableitungen zweiter Ordnung gleich sind, können wir 
(wie 8.151 bei der ersten Ordnung) die unteren Indizes am Zeichen 3 
der partiellen Differentiation sparen: 


PAEA) _ per. a’ f(e, y) 
(7) Jaz y EEEE dx dy 


(6) 


ray) _ 
ay* 


= fayla, y), 


übrigens schreiben wir dabei in den Nennern öx und ĉy statt dx und dy. 

Auf die höheren Ordnungen und die Funktionen von mehr als zwei 
Variablen überträgt man diese Festsetzungen leicht. Die (n +1) partiellen 
Differentiale n” Ordnung von f(x, y) schreiben wir: 


(8) 0, fa) =f M 9) dr dy; 

für die Difereglialanptienien reiht sich hieran die Darstellung: 
a" f(x, y) y) (n) 

(9) aky =f ‚la y)- 


Entsprechend hat man z. B. im Falle dreier Argumente: 


"fa, y a) _ pm) 
Ok Oylozm llk), yl), m) (x, uy £). 


Übrigens können wir leicht auch die Gleichung (3) zu einer Be- 
ziehung zwischen den „partiellen Differenzen höherer Ordnung“ und den 
entsprechenden Ableitungen verallgemeinern. Sehen wir 4,4,f(®,y) als 
Funktion von & an: 
F(x)-4,4,f(a,y)=fle+An,y+Ay) flatar y)-foytAy)+ ty), 
so folgt aus der rechtsseitigen Entwicklung: 

F(z) — Aa Y), 
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so daß auch hier wieder die Differentiation und die Operationen 4 in 
ihrer Reihenfolge obne Anderung des Resultates ausgetauscht werden 
können. Man hat nun einerseits: 


4,F(&) = F(2+9.42)- Ax 
und andrerseits unter Zuhilfenahme der für f; an Stelle von f gebildeten 
Gleichung (3): 

Fa) 4.4.) ln, a a Ey Ay) Ara. 
Hieraus folgt, wenn wir 3 =% + 8's und $ +9” 29, setzen, für 
1, F (£) = 41,4,4,f(& Y) = 2.4,f(%, y) die Darstellung: 

(10) Bf) Ti, E+ Am y+ Ay) AÈ Ay. 
Die gleiche Schlußweise kann man beliebig oft wiederholen: Für 


die (n+1) partiellen Differenzen n"” Ordnung findet sich als Darstellung 
durch die entsprechenden Ableitungen: 


(11) saf) =f yo (sk D AT, y +l- dj Ay) da Ay. 


Auch die Übertragung dieser Gleichung auf die Funktionen von 
mehr als zwei Veränderlichen ist nicht schwierig. 

Aufgaben: Man bestätige die Regel fey = fyz bei den folgenden Funk- 
tionen: 


1) fæ, y)= sin (ey?) — a. fr, =2y cos (æy°)—2æy* sin (wy*)— a — ya” ine. 
37g 


2) glu, v) = esin v + buv. 2“, au Jo = ev cos v + 105 u???" + 35u°v°2* ln 2. 


P 42 
3) SET I TR (c+tbybctey)+ 2b). 
4) fæ y= (a 43y) ET, fg = (6—8e—2ty— Ta —42ey—63y’)e "" 


5. Die totalen Differentiale höherer Ordnung. Die bei gleichzeitiger 
Abänderung von & und y eintretende „totale Differenz“ einer Funktion 
f(x,y) zweier unabhängiger Variablen: 


Af(®, y= f(s + 4%, y+J4y) — fix, Y)» 
kann man unter Gebrauch der Abkürzung y + Ay = y, so ntwickeln: 
Afla,y) = (f@+ 4x, y) — f2, Y) + (fæ,y+ aA — fm). - 
Unter Heranziehung der partiellen Differenzen kann man hierfür schreiben 


(1) Afls, y) = A,f®, y) + A,f®, Y), 
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wobei im ersten Gliede y, =y + Ay an Stelle von y eintritt. Da die 
Differenz einer Summe von Funktionen immer der Summe der Differenzen 
der einzelnen Funktionen gleich ist, so kann man, wenn von Afis, y) 
aufs neue die totale Differenz für dieselben 4x, Ay gebildet werden soll, 
die entstehende „totale Differenz zweiter Ordnung“ 14f(x,y) = Afla, y) 
zunächst so schreiben: 
Afe, y) = AA ft Y) r 44,1%, y). 

Entwickelt man die beiden Glieder rechter Hand wieder nach der Regel 
(1), so ergibt sich, wenn y, + 4y = y + 24y = Y; gesetzt wird: 


44,f(2, y) = A f(x, Y) + 4,4, f(a, Yı)» 

4A, fE, Y) = 4,4 f2, y) + AFE Y), 
wobei für die erste Gleichung noch von der Vertauschbarkeit der Opera- 
tionen 4, und 4, Gebrauch gemacht wurde. Durch Addition der beiden 
letzten Gleichungen folgt für die „totale Differenz zweiter Ordnung“ die 
Darstellung durch die partiellen Differenzen: 
(2) Pflz,y) = Afla, Ys) + 24,4, fa, y) + flo, y). 


In gleicher Weise fortfahrend zeigt man allgemein für die „totale Differeng 

n” Ordnung“: 

8) AFCE, y) = Aa fE, Yn) + 4 A "a,f®, Yn—1) + h Én “AA le 2) 
+ EAE Y) 


wobei y, =y + k: Ay ist und die Klammersymbole die Binomialkoef- 
fizienten bedeuten. Mit Benutzung des Summenzeichens kann man die 
Gleichung (3) auch in die Gestalt setzen: 


(4) A'Fle, y) T A aa a 


wobei im letzten Gliede y, = y ist. 
Wir wollen nun für die einzelne partielle Differenz ihren Ausdruck 
(11) 8.165 eintragen und finden auf diese Weise: 


(5) y s Af (x, y) 


= Dar a D, at), dzy tn -H)Ay+l d dy) dar! Ay 


u 


Unter der Voraussetzung der Stetigkeit der Ableitungen n" Ordnung 
die ja unseren Entwicklungen zugrunde liegt, nähert sich die im ein- 


5] Totale Ditferenzen und Differentiale n" Ordnung von f(x, y) 167 


zelnen Gliede von (5) auftretende Ableitung für lim 42 =Q, lim 4y = 0 
der Grenze: 

fæ y) 

data 

Diese Sachlage veranlaßt uns, im Anschluß an 8. 148 und 151 folgende 

Erklärung aufzustellen: Als das zu den Argumenten x, y und den Diferen- 
tialen dx, dy gehörende „vollständige“ oder „totale Differential w” Ordnung“ 
d"f(x,y) der Funktion f(x, y) bezeichnen wir die Summe: 

(6) dr f(x,y) = o" (a, y) da" + H js F f(x,y) dar- idy AE SS, ô a dy”. 


CE ozrl py 


x 


in) 
f (n—N, MO) (z, y) zZ 


Es besteht dann wieder, wenn wir beim Grenzübergange lim Az = 0, 
lim 4y= 0 die Differenzen mit den Differentialen gleich setzen, 4x = dx, 
Iy=dy, die Tatsache, daß der Unterschied (I”f(x, y) — d" fix, y)) zwischen 
der totalen Differens n'” Ordnung und dem totalen Differential dieser 
Ordnung im Vergleiche zu den rechts auftretenden Potenzen der Difjeren- 
tiale beim Grenzübergange verschwindend klein wird. 

Wählen wir insbesondere im Anschluß an Fig. 38, S. 155 die Ände- 
rungen: 
(1) Ax = dx = ds: cos «, Ay = dy = ds sin «&, 


so wird Arf(x,y) einfach die der Änderung 4s = ds entprechende Dif- 
ferenz n*! Ordnung von f(x, y), aufgefaßt als Funktion der Variablen s 


allein. Der Grenzwert des Differenzenquotienten = en Y) ist nach $. 147 


die Ableitung n'" Ordnung dieser Funktion in bezug auf s, für welche 
sich aus (5) die Gestalt ergibt: 


(8) lim ER, Neu] 3 v) -cost a + (7) ZDen, -cos”7 t g sin « 
CEEA] 
TE ö u N ging. 


Zufolge (6) können wir diesem Grenzwerte auch die Gestalt geben: 


i a f(x Y) d I (x, y) 
(Q ır I RE ni 
(9) üm er) 15" ‚ 


d. h. die nach s genommene Ableitung n” Ordnung ist wieder gleich dem 
Quotienten des zu den Differentialen (T) gehörenden totalen Differentials 
n“ Ordnung d'f (x, y) und der n™ Potenz des Differentials ds. 

Sollen auch diese Entwicklungen auf Funktionen von mehr als zwei 
Veränderlichen übertr agen werden, was keine Schwierigkeit hat, so treten 
an Stelle der E nialkoefäzienten die Koeffizienten des „polynomischen 
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Lehrsatzes“ auf. Man kann diese Koeffizienten durch Erweiterung der 
Entwicklungen von 8. 142 ff. sehr leicht zugänglich machen; doch gehen 
wir auf diese Untersuchungen, die in der Folge keine Anwendung finden, 
nicht ein. 

Aufgaben: Man bestätige die folgenden Angaben über totale Differentiale: 


1) zæ=gy — Et, Peet deaet dady (60yP—75 et5r)dedy? 


+ (60y? — 1256 +59) dy’. 
2) p(u,v) = utv? — v? + Tuv — 8, dtg (u,v) = 48V du’dv-+ T2udu? dv? 
3) (æy) = e7 sing-tgy, dfa, y) = (7i — sin g -tg y) da? 


— [apy __ 2 COT ( a ed) A 
(tye a) dedy + (åy — 2)e U o, dy’. 


Abschnitt I. 
Methoden der Berechnung der Funktionen. 


Kapitel I. Näherungsdarstellungen mittelst ganzer Funktionen. 


1. Interpolation mittelst ganzer Funktionen. Eine ganze oder ge- 
brochene rationale Funktion ist für jedes gegebene Argument x durch 
eine Kette rationaler Rechnungen berechenbar. Die Berechnung einer 
elementaren algebraischen Funktion für das einzelne æ erfordert neben 
rationalen Rechnungen noch Radizierungen, welche, zumal wenn es sich 
nicht nur um Ketten von Quadratwurzeln handelt, umständlich sind. 
Bei den transzendenten Funktionen ist man für die Berechnung auf 
Näherungsverfahren angewiesen, welche sich je nach der Erklärung der 
einzelnen Funktion riehten und im allgemeinen gleichfalls recht umständ- 
liche Rechnungen erfordern. 

Unter den rationalen Funktionen sind es insbesondere die ganzen 
Funktionen, welche sich durch Einfachheit ihrer Berechnung, ihrer Dif- 
ferentiationsregeln und ihrer übrigen Eigenschaften (s. S. 136ff.) aus- 
zeichnen. Dieser Umstand hat Anlaß gegeben, für sonstige, der Berechnung 
schwerer gugängliche Funktionen nach Näherungsausdrücken in Form von 
ganzen rationalen Funktionen zu suchen, welche jenen Funktionen wenigstens 
innerhalb gewisser Intervalle so nahe kommen, daß man aus ihnen brauch- 
bare Näherungswerte der Funktionen berechnen kann. Wir wollen im Einzel- 
falle eine solche ganze Funktion als eine „Näherungsfunktion“ bezeichnen. 

Eine erste Methode, diese Idee durchzuführen, geht von der Annahme 
aus, daß die Funktion y = f (x) für n spezielle, voneinander verschiedene 
Argumente &,,@&g,**', &,, die wir etwa der Größe nach angeordnet denken 
a < y L- < Ky; bereits bekannte Werte p, =f (01), Ba=f(a,), "PB, f(«,) 
habe. Man kann dann ziemlich leicht eine gange Funktion „höchstens“ 
(n—1)" Grades h(x) angeben, welche für die Argumente ai, g,- *, Cn 
gleichfalls die Funktionswerte B, Be, `- ', B, annimmt und übrigens durch 
diese Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. 

Zu diesem Zwecke stellen wir uns aus den n verschiedenen linearen 
Faktoren (2 — «,) das Produkt: 


1) g(x) = (2 — œ) (£ — a3) <- (2 ap) 
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her, welches eine ganze Funktion n‘® Grades darstellt, und erklären n 


ganze Funktionen g (x), 9,(2), - -, 9,(2) vom Grade (m — 1) durch die 
Festsetzung: 


(2) 9x) == (2%): I(T), k=1,2,..,n). 
Durch Differentiation nach g folgt: 
(3) g (2) = (x — a) Ha) +. 


Es ist einleuchtend, daß g,(x) für alle (n — 1) von «, verschiedenen Argu- 
mente œ, &,,--- verschwindet, für «œ, aber einen von O verschiedenen Wert 
g,(&,) hat, den man zufolge (3) auch: 


(4) Ir (o) = g (0) 
schreiben kann, und der explizite gegeben ist durch: 


5) gler) =g (0) = (ya) (a, 4) (4) ț n): 


Die ganze Funktion (n— 1)" Grades h (x), die für die n Argumente «, 
die Werte B, der Funktion f(x) hat, ist nun einfach gegeben durch: 


O aa EL KOREA ae er ar AO 
Es steht nämlich rechts ein Aggregat von ganzen Funktionen (n — 1) 
Grades, welches selbst eine ganze Funktion „höchstens“ (n— 1) Grades 
darstellt. Für x = «a, verschwinden alle Glieder bis auf das %®, welches 
zufolge (4) den Wert ß, bekommt; es ist also tatsächlich h(«,) = P,. 
Auch kann keine von A(x) verschiedene ganze Funktion Ah, (x) existieren, 
für welche gleichfalls h, («,) = ß, bei allen n Indizes % zutrifft. Es wäre 
nämlich h(z)—h, (x) eine den Grad n nicht erreichende, aber nicht iden- 
tisch verschwindende ganze Funktion mit den n Nullpunkten «, ,,,',«,, 
was nach 8. 80 unmöglich ist. 

Beiläufig leiten wir, indem wir ß,= h(«,) in (6) eintragen und durch 
g(x) teilen, die Gleichung: 


m h(æ) as h(«,) ee h(a) E F hla) Amt 

4 gæ) g(a) an ge) 7 | ga) 2 — a 

ab, in welcher die $. 82 ff. aufgestellte „Partialbruchzerlegung“ der in (7) 

links stehenden echt gebrochenen rationalen Funktion wiedergewonnen ist. 
Benutzen wir h(x) als „Näherungsfunktion“ für f(x) in der Nähe 

der Argumente «,, etwa im Intervalle «, <x<«,, so kommt dies darauf 

hinaus, daß wir in den Teilintervallen «,_, < £% < «, an Stelle der Funk- 

tionswerte f(x) die Werte der ganzen Funktion h(x) „zwischenschalten“ 

oder „interpolieren“. Man spricht demnach von einer „Interpolation“ mittelst 

einer ganzen Funktion h(x); die Formel (6) aber heißt „Lagrangesche 
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Interpolationsformel“, da sie von Lagrange für den vorliegenden Zweck 
benutzt wurde. 

Wenn man nun fragt, ob man unter allen Umständen berechtigt 
ist, in dem einzelnen Teilintervalle &,_, <£ <a, die Werte h(x) als 
Näherungswerte für f(x) anzusehen, so ist die Frage in dieser Allgemein- 
heit allerdings zu verneinen. Es könnte ja z. B. sein, daß die Funktion 
f(x) im Teilintervalle einen Unendlichkeitspunkt besitzt; in dessen Um- 
gebung würde dann natürlich keine Rede davon sein, daß die Werte h(x) 
der ganzen Funktion Näherungswerte für die f(x) sein könnten. Man 
wird eine nützliche Verwendbarkeit der Interpolationsformel (6) jedoch 
dann erwarten dürfen, wenn die Funktion f(x) im Intervalle « < z < «, 
nicht zu starke Schwankungen erfährt oder vielleicht gar monoton ist. 

Um ein Beispiel auszuführen und übrigens spätere Entwicklungen 
vorzubereiten, nehmen wir den besonderen Fall an, daß ein Intervall 


a<x<b in (n—1) gleiche Teilintervalle der Länge 4 = = geteilt 
ist. Dann ist: 
Q =a, «y =4 + À, w =-a-t2,..,„,u=a+mn—1ji=b, 
und die ganze Funktion »® Grades g(x) ist: 
g(x) = (x —a) (x —a — i) (x —-a—24):--(«—a—-n—NVA). 
In diesem Falle findet man aus (5) leicht für 1 < k < n: 
Il) = (k— 1). (k—2)1. -- 4. (4) (—214) <- (—(n—k) å), 
g(a) = (— 10+ (n— k)! (k— 1)! am, 


eine Regel, die auch für k = 1 und k = n gilt, wenn man O! = 1 setzt. 
Für die Näherungsfunktion gilt nun die Darstellung: 


r 1 = (— 1j"-Ż 
(8) h(x) = "1 De ei HR), 


an die wir später anknüpfen. 
Als Beispiel betrachten wir f(x) =V Vs im Intervall O<x< 1 und 


nehmen n = 3, so dab 6, = 0, A, = =- bs = 1,4 L und 


ya 3 
g= g (z— x) (x-1) 


zu setzen ist. Die Gleichung (8) ergibt als Näherungsfunktion zweiten 
Grades: 


(9) ka=- 1 +2 Vz -2—1 +y r. 
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Zur Probe stellen wir die Werte nebeneinander: 
[1 1 2 
r(z) BANNER (5) —0,51--- und r(z) eier en (+) ss. 


Sehr lehrreich ist es, die beiden Kurven der Funktionen f(x) und h(x) 
miteinander zu vergleichen; in Fig. 39 ist die Kurve der Funktion f(x) 
ausgezogen, die „Näherungskurve“ dagegen punktiert. Beide Kurven sind 
Parabeln, die in der Tat im Intervall 


Pe Br 0<x<1 dicht nebeneinander her- 
a. \ laufen, aber außerhalb dieses Inter- 


valles alsbald weit auseinander gehen. 
Bemerkenswert ist, daß die Nähe- 


rungskurve im Teilintervall 0<% < - 
unterhalb der Kurve der Funktion f(x) 
verläuft, im Teilintervall L<2<1 
siia "od jedoch über derselben, was die obigen 


Fig. 30. L 
3 
stätigen. Hätten wir demnach die Aufgabe, den Inhalt des Flächen- 
stücks zu bestimmen, das über dem Intervall O<x<1 der z-Achse 
liegt und oben durch die Kurve der Funktion f(x) begrenzt ist, so würden, 
wenn wir bei Lösung der Aufgabe f(x) durch die Näherungsfunktion h(x) 
ersetzen, die Unterschiede, die bei den einzelnen Ordinaten vorliegen, für 
die beiden Inhaltszahlen (den genauen und den angenäherten Inhalt) 
wenigstens teilweise ausgeglichen werden. Im Gebiete der Flächenbe- 
stimmungen liegt denn auch die wichtigste Verwendung der Inter- 
polationsformel (6), worauf wir später ausführlich zurückkommen. 


Hims 


Zahlenangaben für x =- und A be- 


2. Die Lehrsätze von Taylor und Mac Laurin. Eine zweite Methode, 
irgend eine der Berechnung zunächst unzugängliche Funktion f(x) durch 
eine rationale ganze Näherungsfunktion g(x) vom Grade (n— 1) zu er- 
setzen, gründet man auf die Forderung, daß an irgend einer vorgeschriebenen 
Stelle x = a der Funktionswert g(a) = f(a) sein soll, und daß hier auch 
noch die (n— 1) ersten Ableitungen von g(x) mit denen von f(x) überein- 
stimmen sollen: 


1) da) =- Fa, OL =F"@, la) = Fra). 
Die Näherungsfunktion g(x), welche dieser Forderung entspricht, 
ist sofort angebbar; sie hat die Gestalt: 


(æ — a)” (x-a)? 


OPORTO Om i a a 


2] Ansatz der Taylorschen Formel 173 


Hier gilt nämlich erstlich g(a) = f(@), und wir finden andererseits für 
irgend eine der Ableitungen g (x), g” (æ), .. „ g""» (a): 


g(a) = Fa) + F(a) FTT + + fe) GR 
1! 


m_k—y! ’ 


n—k—i 


so daß die Gleichungen (1) erfüllt sind; daß aber g(x) eine ganze Funk- 
tion „höchstens“ (n — 1)" Grades ist, leuchtet aus der rechten Seite von 
(2) direkt ein.*) 

Diese Näherungsfunktion g(x) ist für die Berechnung von f(x) des- 
halb von größter Wichtigkeit, weil es sehr leicht gelingt, den „Rest“: 


(8) R,=f(a) — 9@), 

welcher übrig bleibt, wenn wir vom Funktionswerte f(x) den Näherungs- 
wert g(x) der Funktion (n — 1)” Grades abziehen, in eine zugängliche 
Gestalt zu setzen. Man wolle zu diesem Zwecke bei stehendem Werte 
von x den Ausdruck: 

D Pu) =Ra) Au) FW NT 
als Funktion von v betrachten und den Mittelwertsatz (6) S. 134, be- 
zogen auf das Intervall a < u < v bzw. x <u < a, auf y(u) anwenden. 
Damit (u) in diesem Intervalle eindeutig und stetig ist, wollen wir an- 
nehmen, daß die Ableitungen f’(w), f (u), ..., f*"»(u) existieren, sowie 
daß f(u) und diese Ableitungen im fraglichen Intervalle eindeutig und 
stetig sind. Um den Mittelwertsatz anwenden zu können, möge auch 
noch f(u) im Intervall existieren und stetig sein; dann gilt nämlich 
dasselbe für die Ableitung p’(u) der Funktion (u). Aus dem Mittel- 
wertsatze (6) S. 134 folgt nun für die vorliegende Funktion: 


(5) 9a) — pla) = r aT P 0+), 

wo m als positive ganze Zahl willkürlich wählbar ist und ® eine all- 
gemein nicht näher bestimmbare Zahl des Intervalles O < <1 bedeutet. 
Differenzieren wir die in (4) gegebene Funktion p(w) nach u, so ist vom 
dritten Gliede rechter Hand ab die „Produktregel“ anzuwenden. Dabei 
zeigt sich, daB sich im Ergebnis je zwei aufeinander folgende Glieder 
aufheben bis auf ein letztes allein übrigbleibendes Glied: 


— y" ; 
(6) Pu) = — c Se fu). 


*) Es läßt sich auch leicht zeigen, daß die Funktion (2) die einzige ganze 
Funktion (n — 1) Grades ist, welche der gestellten Forderung entspricht. Doch 
ist dieser Umstand für die nächsten Entwicklungen des Textes ohne Bedeutung. 
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Übrigens folgt aus (4), (3) und (6): 
p(z) = 0, g(a) = f(x) er = 


(æ — a— Hi — w)" 
(n— 1)! 


g (a + 8z —a)) = — PEE V 


Die Gleichung (5) liefert daraufhin nach einer einfachen Zwischenrechnung: 


(7) I oo 


(n— ilem 
Aus den verschiedenen hiermit zur Verfügung stehenden Formen 
von R, greifen wir die beiden für m == n und m = 1 heraus, denen die 
Zahlen $ und 8° entsprechen mögen. Indem wir sodann f(x) =g (x£) + Ra 
schreiben, ergibt sich der nach Taylor benannte Lehrsatz: Hat die im 
Intervall a L< u < x bzw. x <u<a eindeutige und stetige Funktion f(u) 
Ableitungen f(u), f"(u),... bis zur n Ordnung f™ (u), die daselbst 
gleichfalls eindeutig und stetig sind, so gilt für die Darstellung von f(x) 
durch die Näherungsfunktion g(x): 
eza Jaa ı 


(8) fia)—Fla) +f (a) =r ti (a): Hicr a) i e 


wobei wir für das NT R, dieser PAAR „lay S maa 
als erste oder nach „Lagrange“ benannte Gestalt: 


(9) R, = 


æ—a Li 


eae 


f"(a+®a—a)), 0<9<1 
anmerken und als zweite oder nach piia ia benannte Gestalt: 


(10) Pe (x — a)" (1— 8)” 


n wa -fO (a +0 (aa), OLEI. 


Der besondere Fall a = O liefert den nach Mae Laurin benannten 
Lehrsatz: Hat die im Intervall < u < x bew. z <u <O eindeutige und 
stetige Funktion f(u) Ableitungen f(u), f (u), ... bis gur n” Ordnung 
f(u), die daselbst gleichfalls eindeutig und stetig sind, so gilt die „Mac 
Laurinsche Formel“: 


z n—1 
(11) fa) =10) +) Er (VE + ae) + Rn, 
wobei die beiden den Ausdrücken (9) und (10) entsprechenden Gestalten 
des „Restgliedes“ R, die folgenden sind: 


12) B,-i, free), mE 1 = FOAL). 
Die Taylorsche Formel kleidet man vielfach in eine etwas andere 
Gestalt. Setzt man z = a + h, so ergibt sich aus (8) eine Entwicklung 
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von f(a+h) nach Potenzen von h. Setzen wir an Stelle von a erneut z 
ein, so folgt etwa unter Benutzung des Lagrangeschen Restgliedes als 
Gestalt der Taylorschen Formel: 


13) Mar Hr 


+O, 


deren Gültigkeitsbedingungen sich aus den oben angegebenen leicht ent- 
nehmen lassen. Für n = 1 kommen wir auf den Mittelwertsatz (9) 5. 135 
zurück und können demnach in Gleichung (13) auch eine Verallgemeine- 
rung des Mittelwertsatzes sehen. 

Die Brauchbarkeit von g(x) als Näherungsfunktion zur Berechnung 
von f(x) hängt nun offenbar von dem Verhalten des Restgliedes R, ab. 
Wir nehmen an, daß in einem Intervalle a < x < b oder b < x < a der 
Ansatz (8) für jedes endliche n gültig sei, und daß wir die Werte f(a), 
f (a), f” (a), ... sämtlich bereits kennen. Wenn alsdann für ein einzelnes æ 
sich zeigen läßt, daß die Werte R, mit wachsendem n eine Zahlenreihe mit 
der Grenze O darstellen: 

(14) lim R, = 0, 

so liefern die Näherungsfunktionen g(x) wachsender Grade (n—1) eine 
Zahlenreihe mit der Grenze f(x), und wir können also durch ausreichend 
groß gewähltes n einen Näherungswert g(x) für f(x) mit jedem gewünschten 
Grade der Genauigkeit angeben. Ist aber für das fragliche x die Be- 
dingung (14) nicht erfüllt, so hat eben die Reihe der Funktionswerte g (x) 
nicht die Grenze f(x), und die in Ansatz gebrachte Methode zur Berech- 
nung von Näherungswerten für f(x) versagt. 


3. Berechnung der Basis e der natürlichen Logarithmen. Um die 
Brauchbarkeit der in § 2 entwickelten Ansätze für numerische Rechnungen 
darzulegen, wählen wir als erstes Beispiel die natürliche Exponentialfunk- 
tion f(x) = e. Hier ist für jedes endliche n wieder f™ (x) = e, so daß 
die Voraussetzungen für die Gültigkeit der Mae Laurinschen Formel (11) 
S.174 für jedes endliche x und jedes n erfüllt sind. Unter Benutzung 
der ersten Gestalt des Restgliedes ergibt sich: 


n—t N 


x x 


PK Be | . 23 
dj eu Tea at TR T A , 
da hier in einfachster Weise / (0) = 1, f’ (0) = 1, f” (0) = 1,... zutrifft. 
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Um das Verhalten des Restgliedes R, bei wachsendem m zu unter- 
suchen, denken wir x irgendwie fest gewählt und betrachten von vorn- 
herein nur ganze Zahlen n, welche > |x| sind. Es sei etwa 7 die kleinste 
ganze Zahl, welche nicht kleiner als |x| ist. Wir schreiben dann 
mn =l4 m und vollziehen den Grenzübergang lim n = œ dadurch, daß 
wir lim m = œ vorschreiben. Für eine beliebige positive ganze Zahl m 
können wir R, = R, m 50 zerlegen: 

; x x v 
(2) Biz Banni rn T 
Da ® zwischen 0 und 1 liegt und die Exponentialfunktion nur positive, 
mit wachsendem x wachsende Werte hat, so ist sicher: 


Kir?! 
Berechnen wir uns demnach für das gewählte x die endliche Zahl: 


l 
l. azl = L, 
so folgt aus (2): 
|Rym!<L- | 


Ira |. 

+1) 772] lF mj 

Unter den m letzten Faktoren rechter Hand hat der erste den größten 
Wert. Nennen wir diesen Wert c, so folgt aus |x| <l sofort 0< ce <1. 
Für den absoluten Wert von R,, „ aber findet sich: 


een, 
Da nun die Potenzen des bestimmten echten Bruches c nach S. 10 eine 


monoton gegen die Grenze Ô abnehmende Zahlenreihe liefern, so ist auch 
lim R,,„— lim R,= 0. Das Restglied R, der Entwicklung (1) der natür- 


lichen Exponentialfunktion e nähert sich bei beliebig gewähltem x für 
lim n =œ der Grenze 0, so daß man auf die Darstellung (1) Näherungs- 
rechnungen für e gründen kann. 

Für z= 1 liefert die Gleichung (1) folgende Darstellung der Basis e 
der natürlichen Logarithmen: 


im 


Pd 


im rt 1 
© Te 
aus welcher man Näherungswerte für e mit jedem gewünschten Grade 
der Genauigkeit berechnen kann. Man prüfe z. B., welehe Genauigkeit 
mit der Wahl n = 12 erreichbar ist, wobei man nach den Nüherungs- 
rechnungen von S. 34ff. e<e<2,8 setze. Man findet: 

e? 


e“ S 
12! 


< 12! 


Dae < 0,000 000 0021 : 2,8 
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und also FR, < 0,000 000 006, d. h. kleiner als 6 Einheiten der neunten 
Dezimalstelle. Berechnen wir demnach- die Glieder der rechten Seite von 
(3) auf neun Stellen, so ist: 


2 + gy = 2,500 000 000 
Š = 0,166 666 667 
Ż = 0,041 666 667 
Š = 0,008 333 333 
a5 = 0,001 388 889 
2 = 0,000 198 413 
= = 0,000 024 802 
57 = 0,000 002 756 
or = 9,000 000 276 
11, = 0,000 000 025 . 


Ein Strich unter der letzten Ziffer bedeutet, daß der Näherungswert um 
weniger als die Hälfte der Einheit der letzten Stelle zu groß ist, während 
er in den übrigen Fällen, abgesehen von der exakten Angabe der ersten 
Gleichung, um weniger als die Hälfte einer Einheit der letzten Stelle zu 
klein ist. Demzufolge ergibt die Addition der vorstehenden zehn Glei- 
chungen: 


21182818255 < 2? ta tat ty 


1i} < 2118 281 829. 
Mit Rücksicht auf die für die positive Zahl R,, oben schon angegebene 


Schranke folgt hieraus weiter: 
2,118 281 8255 < e < 2,718 281 835. 


Wir erzielen also durch die Auswahl n = 12 Sicherheit bis zur siebenten 
Dezimalstelle e = 2,7182818, womit insoweit zugleich die Angabe (8) 
S. 12 bestätigt ist. 

Für numerische Berechnungen von e” bei Werten von x, die nicht 
nahe bei O liegen, ist die Formel (1) ungeeignet, da die für brauchbare 
Näherungswerte von e zu benutzende @liederanzahl n mit wachsenden x 

Fricke, Differential- u, Integralrechnung. I 12 
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schnell steigt. Übrigens wird auch die Berechnung von e” dadurch über- 
flüssig, daß wir alsbald ausführlich auf die Berechnung der zu e* inversen 
Funktion In x eingehen. 


4. Berechnung der trigonometrischen Funktionen. Für die Über- 
legenheit der Mac re Formel bei numerischen Rechnungen 
gegenüber den Methoden der Einleitung (s. S. 64.) ist das Beispiel 
der trigonometrischen Funktionen besonders lehtia ih. Da man tg x und 
cotg x als Quotienten von sin x und cos y darstellen kann, so darf man 
sich auf die Berechnung von sing und cos x De Ist erstlich 
f(x) = sin x, so stellten wir bereits 8.139 fest, daß: 


fea) = (-1)"sinz, fert D(x) = (— 1)” cos x 


ist, woraus sich f€®(0)=0, f®"+D(0)—=(—1)* ergibt. Die Mac Laurin- 
sche Formel (11) 8.174 lautet demnach für sin v, falls wir in jener 
Formel die Zahl » durch (2m + 1) ersetzen: 


xs g” 
(1) Horee p u .+(- =! nacii ee Jh nes (ea), 
und man findet entsprechend für die Funktion cos x: 
r = x* n—i ar BIER 
(2) coso ne le a E cos (Wa). 


Da |cos (#2)| < 1 für jedes x gilt, so erledigt sich die Frage nach dem 

TS , Verhalten des Restgliedes R, bei 

fi ~, wachsendem n ach die Rech- 

(T 4a) | nung von 8. 176 sogleich mit: 

ES | Für jedes beliebig gewählte æ er- 

füllen die Restglieder der Formeln 

(1) und (2) die Bedingung 
lim R,=0, 

so daß man in beiden Fällen 
Näherungsfunktionen gewinnt. 

Um die Annäherung zu ver- 

anschaulichen, die im Falle der 

Funktion sin æ bereits für n—2 erzielt wird, sind in Fig. 40 die Kurven 


Fig. 40 


. s : 1 . a 
der beiden Funktionen y= sin z und y=7—- x” gezeichnet. Die An- 


näherung ist jedenfalls für die Werte x zwischen 0 und > sehr gut. Noch 


günstiger gestaltet sich, wie Fig. 41 zeigt, die Annäherung der Kurve der 
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6 u Bi ; 
Funktion y = 1 — Pan die 
Kosinuskurve, so daß man für hin- 
reichend kleine Argumente x ohne 
wesentlichen Fehler sin x und cos x 
durch die ganzen rationalen Nähe- 
rungsfunktionen ersetzen kann: 


y= r— 


Fig. 41. 


Dieses Ergebnis ist um so 
günstiger, als es bekanntlich genügt, die Werte der Funktionen sin x und 


` w 
cosz im Intervall O<z<-, zu kennen, um von da aus auf Grund elemen- 


tarer Beziehungen alle Werte der trigonometrischen Funktionen berechnen 
zu können. Um eine Probe für die hier in Betracht kommenden Rech- 
nungen zu geben, so möge sin 27° berechnet werden. Der S. 53 ange- 
gebene Wert: 

arc 1% = 0,017 453 293 


ist um etwas weniger als die Hälfte einer Einheit der neunten Stelle zu 
groß. Das 27-fache dieser Zahl wird also in den beiden letzten Stellen 
unsicher, so daß wir uns mit dem bis zur siebenten Stelle genauen Werte: 


(3) x = arc 27° = 0,471 2389 


begnügen müssen. Eine größere Genauigkeit können wir demnach auch 
für sin x auf diesem Wege nicht erzielen. Nun ist aber, wenn wir in (1) 
n = 4 nehmen, das Restglied zwischen © und 0,000 000 005 gelegen. 
Wir erhalten also einen auf sieben Stellen gesicherten Wert, wenn wir 
setzen: s 5 7 

£ x x 

Sha ETT 

Unter Benutzung der S. 177 angegebenen reziproken Werte von 3!, 5! 
und 7! findet man für das in (3) berechnete Argument x auf diese Weise: 


sin 27° = 0,453 9906 
und daraus mit Hilfe einer siebenstelligen Logarithmentafel: 
Vlog sin 27° — 9,657 0468 — 10, 
ein Ergebnis, das durch eine siebenstellige trigonometrische Tafel be- 
stätigt wird. 
12” 
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5. Berechnung der Logarithmen. Die Funktion f(x)=ln x hat für 
x = 0 keinen endlichen Wert und befriedigt demnach nicht die Vorbe- 
dingungen für die Gültigkeit der Mae Laurinschen Formel (11) $. 174. 
Demgegenüber ist die Funktion f(x) = In (1-++x) mit ihren in (7) 5. 139 
angegebenen Ableitungen aller endlichen Ordnungen n in jedem Inter- 
valle -—l1<a<x<b eindeutig und stetig, und es folgt aus der ge- 
nannten Formel (7) S. 139 für jedes n der Wert f® (0) = (- 1 "!n—1)!. 
Hier also können wir den Ansatz (11) S. 174 heranziehen und finden: 


z 3 4 n—1 
Ad) mi+) s= +5 T Hoot E t R, 
wobei wir für das Restglied die beiden Gestalten (12) S. 174 notieren: 


ii T 1 siata e N 

(2) R,= (—1) Dre a +82)" , R, =(—1 ) ee 2.) z 
Gehört x dem Intervalle 0 < x < 1 an, so gilt 1 + 9x > 1, so daß 

zufolge der ersten Gestalt (2) die Bedingung lim R, = O erfüllt ist. Ist 


hingegen — 1 < z < 0, so ziehen wir durch Multiplikation dieser Un- 
gleichung mit der positiven Zahl F die Folgerungen 
-F <P, 0<1i-F<1+Hxr 
und daraus die Ungleichungen: 
D 1—0 
(8 Uan <!- 


Andrerseits folgt durch Multiplikation der Ungleichung 9°< 1 mit der 
jetzt positiven Zahl — x: 

-Pr<—t, FRE RR O<1l+s<1+#xr 
und also weiter: 


(4) O< en 


Für jedes bestimmte, dem Intervalle — 1 <x <0 entnommene x gilt 
demnach zufolge der zweiten Gestalt (2) von R, wegen der darin auf- 
tretenden Potenz z” mit Rücksicht auf (3) und (4) wieder lim aa O 


Wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, besteht für x| 3 1 die Be- 
dingung lim R, =0 nicht mehr: Nur im Intervalle —1 < x < +1 können 


wir auf die Mac Laurinsche Formel (1) Näherungsrechnungen für den 
natürlichen Logarithmus In (1 + x) gründen. 

Da man nun für logarithmische Rechnungen nur die Logarithmen 
der ganzzahligen Numeri In 2, In 3, In 4, ... zu kennen braucht, so ver- 
sagt zunächst der Ansatz (1) gerade in den Fällen, für welche man die 
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Berechnung der Logarithmen durchzuführen hätte. Nur für den niedersten 
Fall x = 1 haben wir noch lim R,— 0 und könnten Näherungsrechnungen 


für In 2 auf die Formel gründen: 

i a mA. 1 
Doch sind auch diese Rechnungen praktisch E denn wenn 
wir einen Näherungswert haben wollen, der von dem wahren Werte In 2 
um weniger als eine Einheit auch nur der dritten Dezimalstelle absteht, 
so müßten wir, wie aus der Bauart des Restgliedes folgt, bereits n > 1000 
nehmen. Wir können also auch nicht einmal ln 2 mit einem brauchbaren 
Näherungswerte aus dem Ansatze (1) berechnen. 

Gleichwohl erweist sich der Ansatz (1) durch eine Anzahl von 
Hilfsbetrachtungen verwendungsfähig. Zunächst wollen wir unter der 
Voraussetzung eines dem Intervalle O < x <1 angehörigen Wertes x 
neben die Formel (1) noch eine zweite ähnliche Gleichung reihen. Da 
die Formel (1) sowohl für das gewählte x als auch für — x angesetzt 
werden darf, so schreiben wir, indem wir das eine Mal die erste, das 
andere Mal die zweite Gestalt (2) für R, benutzen und en an Stelle 
der beliebigen Anzahl n sogleich die ungerade Zahl (2n +1) treten lassen: 


ee +: NE MSE 


x? EX) Pol a ‚an+1 
[m+ =+ a Ey + 3 Soon an 4 2nF 1 A, 

(5) | x? 4 gT gnt 
uE E w 7 ie 


wo die beiden Zahlen ð, und ð, dem Intervalle 0 < < 1 angehören, 
Im ersten Falle ist nämlich einfach (1+89x)-*"-! = 9, gesetzt; im zwei- 
ten Falle ist 9, erklärt durch: 

1—e (1—0 

1-92 Fa) 


eine Zahl, von der wir durch die oben für positives x und also negatives, 
dem Intervalle — 1 < — x < 0 angehörendes — x durchgeführte Rech- 
nung erkennen, daß sie zwischen O und 1 liegt. Durch Subtraktion der 
zweiten Gleichung (5) von der ersten ergibt sich die in Aussicht genom- 
mene Formel in der Gestalt: 

aitam ® PE )' 


Op" - nes] Pr Eee EES 


Auf Grund dieser Formel kann man bereits numerische Rechnungen 


2n—1 


mit Erfolg unternehmen. So gilt z. B. für z = a 
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1 


2 = La 1 I ET 1 i 8 s 
In2-2(5 +zgt55t re o roat 2 2); 


hier würde etwa für n = 5 das Restglied bereits kleiner als 1075 aus- 
fallen. Um In N für irgend einen ganzzahligen Numerus N zu berechnen, 


N 1 
hat man g = N+ı 


entspricht. Leider aber nähern sich diese Werte z mit wachsendem N 
der Einheit. Das hat zur Folge, daß das Restglied der Entwicklung (6) 
um so langsamer gegen 0 abnimmt, je größer der Numerus N ist; man 
muß also die Zahl » immer größer wählen, d. h. immer mehr Glieder 
der Entwicklung (6) ausrechnen, um für die steigenden Numeri N brauch- 
bare Näherungswerte In N zu erhalten. 

Man könnte diesem ungünstigen Umstande dadurch begegnen, daß 
man die Logarithmen der ganzzahligen Numeri N auf folgende Art re- 


einzutragen, einen Wert, der der Forderung 0< g < 1 


kurrent zu berechnen versucht. Durch Eintragung von v = Fr in (1) 


folgt leicht: 
ORe Dee su a E 


T e l 
£ 1 
aE ar: DY 


A f f E ETTE e 
und in ähnlicher Art gewinnt man durch Eintragung von 2 = yyıiı (6): 


> c i 1 I 
(8) In(N+1)=mN+2 (3041 t eNHj T -errs en 
1 a T O T 
tanpon t an 9) 


In diesen Formeln nehmen die Restglieder, zumal wenn N nicht mehr 
ganz klein ist, mit wachsendem ~ außerordentlich schnell ab, so daß man 
durch eine kurze Rechnung den Wert In(N+1) aus In N berechnen kann. 

Aber auch bei diesen Rekursionsrechnungen stellt sich eine Schwierig- 
keit ein. Wir nehmen an, daß für In N der genaueste bei v Dezimalstellen 
erreichbare Näherungswert (In N), bekannt sei, so daß die Differenz 
In N — (In N}, absolut genommen, kleiner als die Hälfte einer Einheit 
der »'"" Stelle ist: 


ln N= (ln N) + $n- 107", —-1l<n<Hl; 


auch sei bekannt, ob (In N), zu klein oder zu groß ist, d. h. ob ņ > 0 
oder < 0 ist. Die Differenz D = ln (N+1)— In N denken wir aus (7) 
oder (8) berechnet und schreiben: 
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D = D, + 2-107”, OL oa, 


wo D, die von den ersten v Dezimalstellen gelieferte Zahl ist und also 
ə? zwischen den Schranken O und 1 liegt. Nun ist: 

(9) In (N+1) = (n N) + Dat (8+ pa) 10-7, 

und es sei (In(N-1-1)), wieder der Näherungswert, welcher von In (N+ 1) 
um weniger als die Hälfte einer Einheit der »'” Stelle absteht. Dann 
gilt zufolge (9), falls 0< <4 und n <0 ist, (ln (N+ D) = (ln N) + De 
und, falls į <9<1 und 7>0 ist, (n (N+ D= (ln Nh +D, + 10-7"; 
indessen wissen wir, da y nicht näher bekannt ist, weder im einen noch 
im anderen Falle, ob der Näherungswert > In(N +1) oder <In(N+1) 
ist. Ist hingegen 0< 9<} und y >O oder $ <8 <1 und y <0, so 
wissen wir nicht einmal, ob der Näherungswert (In (N-+1)), durch 
(In N) +t D, oder durch (In N) + D,+ 107” gegeben ist. In jedem 
Falle wird also bei zweimaliger Anwendung der Rekursionsformel die 
v Dezimalstelle unsicher. Auch ist einleuchtend, daß bei weiterer Fort- 
setzung der Rekursionsrechnung die Unsicherheit der Ergebnisse bestän- 
dig größer wird. 

Man ist nun, um all diesen Umständlichkeiten zu begegnen, folgen- 
den Weg gegangen: Zunächst hat man sich durch einen Kunstgriff sehr 
genaue Werte für die Logarithmen der niedersten Primzahlen 2, 3, 5, 7 
verschafft.*) Es ist nämlich: 


ny =+m2—2:-m3+ln b, 


nS=-3-.n2—-in3+2-I5, 


n$ ——4-n2+4-n3ö—In5, 


da man = —=2.3-2.5 usw. setzen kann. Hieraus findet man durch 


Auflösung nach In 2, In 3 und In 5: 


10 25 č 31 

ln 2 = Ung 2ni +3, 

10 25 81 

(10) m3 =limn p3h tőn. 
10 25 81 

(in 5 = 16 ln 5 — 4l zt Tg 


Für die rechts stehenden Logarithmen also folgt aus (1) und (2): 


*) Die Rechnungen sind hier sogar bis auf 262 Dezimalstellen getrieben. 


” 
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10 1 1 1 1 1 1 
ln =— ln (1-0) ot rr e E ae T wit asp’ 


95 4 4 4° toi 4” 
In ni In (1 N ) > + [5 3 + 2 + T ee + Š R e R 
24 100 100 2.100 n—1)100” n{100— 49 m 
) 
ih : mi: 18) 1% 125? pe ut 
1127 10000) 10000 ” 2.10000° E (a1): 10000” 1 
f o me 1 . 125” 


n (10000 + 1254)” 


Diese Darstellungen sind dadurch ausgezeichnet, daß die Restglieder sich 
sehr schnell dem Werte O nähern, sowie auch dadurch, daß die einzelnen 
zu bereehnenden Glieder der rechten Seiten infolge der in den Nennern 
auftretenden Potenzen von 10 sehr leicht in Dezimalbrüchen angebbar 


sind. Um z. B. auf 12 Dezimalstellen gesicherte Werte für In 2 


a 


finden, genügt es, in den drei letzten Gleichungen n = 12 bzw. n = 9 und 
n= T zu nehmen; man berechnet in ziemlich kurzer Zeit: 

n  — 0,105 360 515 658, 

In Š = 0,040 821 994 520, 

In Š — 0,012 422 519 999. 


Hier sind der erste und dritte Näherungswert um weniger als die Hälfte 
einer Einheit der zwölften Stelle zu groß, der zweite Näherungswert ist 
um einen solchen Betrag zu klein. Tragen wir demnach diese Werte in 
(10) rechts ein, so sind die zu gewinnenden Näherungswerte für In 2, In 3, 
In 5 größer als die genauen Werte dieser Logarithmen; aber die Über 
schüsse sind kleiner al: 6 bzw. 10 und 14 Einheiten der 12%” Stelle: 

0,693 147 180 563 > In 2 > 0,693 147 180 557, 

1,098 612 288 673 > In 3 > 1,098 612 288 663, 

1,609 437 912 441 > In 5 > 1,609 437 912 427. 
Tatsächlich sind die bei 12 Dezimalstellen erreichbaren genauesten Werte: 


In 2 = 0,693 147 180 560, 
(11) In 3 = 1,098 612 288 668, 
In 5 = 1,609 437 912 434; 
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dieses sind übrigens in allen drei Fällen die arithmetischen Mittel der 
berechneten Schranken. Für die Berechnung von In 7 setze man an: 


In 7 =$ In 49 = $ (n2 +215 + 1n S) 
und berechne das letzte Glied rechter Hand aus: 
49 Wi AR Di Du 2” 
ngai in) a 100? 27100? (n—1)-100° 7  n(100 29" ’ 


wobei zur Gewinnung des zwölfstelligen Näherungswertes n =T zu 
nehmen ist. Man findet unter Benutzung der Werte von In 2 und In 5: 


(12) In T = 1,945 910 149 055. 


Man hat nun in der Weise weiter zu gehen, dab man etwa aus den 
ganzen Zahlen 2, 3,..., 100 zunächst die 45 Zahlen herausgreift, welche 
sich aus den Faktoren 2,3,5,7 aufbauen. Dabei sind im Höchstfalle, 
nämlich bei 64 und 96 sechs Faktoren zusammenzufügen, so daß z. B. bei 
64, wenn wir den Näherungswert (11) für In 2 benutzen, das Ergebnis: 


In 64 = 4,158 883 083 360 


sicher um nieht mehr als drei Einheiten der letzten Stelle zu groß ist. 
Man wird sieh demnach weiterhin auf 11 Stellen beschränken müssen 
und hat jedenfalls: 
In 64 = 4,158 883. 083 36. 

Für die 54 noch fehlenden ganzen Zahlen 11, 13, 17, ... zwischen 
2 und 100 hat man sich dann auf Interpolationsrechnungen zu stützen, 
und zwar mittelst einer Formel, die man etwa aus (6) S. 181 durch Ein- 
tragung von 7 =; 7 Te ableitet: 


p? ponmi 
(13) In(N+v)=ln N+2loyr, ar 3@N +») Ze 
er 9, ,„2N-+v 


Fangen t 2N a) 


27 
Drei Male, nämlich bei N = 64, 84 und 90 hat man hierbei bis v = 5 
zu gehen; im übrigen reichen kleinere Werte von v. Nach S. 183 büßen 
wir bei diesen Rechnungen wieder eine Dezimalstelle ein; doch gewinnen 
wir auf zehn Dezimalstellen gesicherte Werte der natürlichen Logarith- 
men aller ganzen Zahlen von 2 bis 100. 

Will man den Übergang zu den dekadischen Logarithmen gewinnen 
und etwa eine Tabelle für die Mantissen der dekadischen Logarithmen 
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aller vierstelligen ganzen Zahlen herstellen, so wird man zunächst im Ge- 

biete der bisher berechneten natürlichen Logarithmen weitere nach Hun- 

dertsteln der Einheit fortschreitende Interpolationen vorzunehmen haben, 

indem man aus In N wieder auf Grund der Formel (6) 8. 181 die Loga- 
v, [7 


rithmen In (N Au? Vic re) berechnet, was in jedem Einzelfalle eine ziem- 


lich kurze Rechnung ist. Erreichbar sind auf Grund der bisherigen Er- 
gebnisse neunstellige Näherungswerte. Der Übergang zu den dekadischen 
Logarithmen, vollzieht sich dann nach (8) 5. 42 auf Grund der Formel: 


il 


(14) log N = ln N (op 


) «la N 
durch Multiplikation mit dem „Modul“ u, des Systems der dekadischen 
Logarithmen, d. i. dem reziproken Werte von In 10. Ein fünfstelliger 
Näherungswert von u, ist in (10) 8. 43 angegeben; indem wir aus 
(11) S. 184: 

e Oe 2,302 585 092 994 


Vio 
entnehmen, sind wir im stande, den weit genaueren Wert: 
(15) Wio = 0,434 294 481 903 


zu notieren. Diese Genauigkeit hat für praktische Zwecke meist keine 
Bedeutung. Will man z. B. log 5 auf sieben Dezimalstellen berechnen, 
so genügt es, u,, auf acht und In 5 auf sieben Stellen zu kürzen: 


uio = 0,434 294 48, In 5 = 1,609 437 9; 
die abgekürzte Multiplikation liefert "log 5 = 0,698 9700 als Nähe- 


rungswert. 

Die beschriebenen Rechnungen würden übrigens für die vierziffrigen 
ganzen Zahlen die Mantissen der dekadischen Logarithmen mit neun- 
stelliger Sicherheit liefern. Für mehrziffrige Zahlen würde man aufs 
neue Interpolationsreehnungen auf die Formel (6) 8.181 zu gründen 
haben; sie führen zu einer sehr einfachen Regel, die der Berechnung der 
„partes proportionales“ der Logarithmentafeln zugrunde liegt. 


In den letzten drei Paragraphen, welche numerischen Entwicklungen gewid- 
met waren, wurden Übungsaufgaben nicht hinzugefügt. Doch ist dem Leser 
dringend zu empfehlen, sich selbständig Aufgaben zu suchen. So ist z. B. die 
Berechnung von "log 11 und 1log 13 auf Grund der Ansätze: 


1log 11 = po [2ln2 — 21n 3 + 21n 5 + In (= io) h 


4 
1log 13 = po [21n 5 — In 2 + In ( +00) 


eine nützliche Übung. 
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6. Näherungsmethoden bei der Lösung von Gleichungen. Eine 
wichtige Anwendung der Taylorschen Formel (13) S. 175 auf die Auf- 
lösung einer Gleichung f(x) = 0 mit einer Unbekannten führt auf eine 
„Näherungsformel“ für die Lösung x, welche teilweise bereits Newton 
bekannt war und nach ihm als die „Newtonsche Näherungsformel“ 
bezeichnet wird. Wir nehmen an, daß ein Näherungswert x, für die 
zu suchende Lösung x bereits bekannt sei, und daß die Differenz 
h=x2— x, der Lösung x und des Näherungswertes z, eine nur wenig 
von 0 verschiedene Zahl sei. Gilt dann, entsprechend dem allgemeinen 
Ansatze (13) S. 175: 


Fæ) = fleo th) = fa) Hl) ++) a, 


und dürfen wir wegen der Kleinheit von h das letzte Glied rechter Hand, 
welches h? enthält, neben dem mittleren, das die erste Potenz von h ent- 
hält, vernachlässigen, so führt die Forderung /(x)=0 auf die Gleichung 
fix) + F (£): h = 0, aus welcher wir A und damit die gesuchte Lösung 
æ in der Gestalt der „Newtonschen Näherungsformel“: 

f (2o) 
6 nr) 
berechnen. 

Um diesen Gedanken zur Ausbildung eines exakten Näherungsver- 
fahrens zu benutzen, nehmen wir an, daß zwei Näherungswerte x, und x, 
für die Lösung x der Gleichung f(x) = 0 bekannt seien, von denen der 
eine größer, der andere kleiner als die Lösung x ist. Es sollen ferner die 
Voraussetzungen gelten, daß die „Funktion“ f(x) mit ihren beiden ersten 
Ableitungen f(x) und f" (x) im Intervalle x, S £ <x, bzw. to SETS 
eindeutig und stetig sei, und daß f(x) und f(x) daselbst nirgends ver- 
schwinden. 

Hieraus folgt, daß f'(x) im Intervalle entweder nur positive oder nur 
negative Werte hat. Beide Male ist f(x) monoton, und zwar im ersten Falle 
mit wachsendem x wachsend, im zweiten Falle abnehmend. Gehen wir 
auf die in (2) S. 102 angegebene geometrische Bedeutung der Ableitung 
f (x) zurück, so bedeutet eine mit wachsendem x abnehmende Funktion 
f (x), wie sie für f” (x) < O eintritt, daß eben auch der damals mit œ be- 
zeichnete Winkel mit wachsendem x abnimmt. Da « der Winkel zwischen 
der nach rechts gerichteten Tangente der Kurve von f(x) und der posi- 
tiven x-Achse ist, so dreht sich diese Tangente im fraglichen Falle 
(f"©)<0), wenn ihr Berührungspunkt im Sinne wachsender x über die 
Kurve hingeführt wird, im Sinne der Uhrzeigerdrehung. Der Verlauf der 
Kurve ist also in diesem Falle ein solcher, daß die konkave oder hohle 
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Seite der Kurve nach unten (Richtung abnehmender y) gerichtet ist, was 
man sich an Fig. 42 deutlich machen wolle. 

Um nun gleich in diesem Falle, f'(x) > 0, f” (x) < 0, das Annähe- 
rungsverfahren auszubilden, verstehen 
wir unter x, den kleineren Näherungs- 
wert. Dann liefert, wie man leicht 
feststellt, der aus der Newtonschen 
Formel (1) sich ergebende Näherungs- 


wert: 
a T 
In A) 
Fig. 42. i den Schnittpunkt der æ-Achse mit 


der Tangente der Kurve von f(x) im 
Punkte der Abszisse x,. Offenbar (s. Fig. 42) gilt hierbei ©, <x, <x, unter æ 
wieder die zu suchende Lösung der Gleichung f(x) = 0 verstanden. 
Durch wiederholte Anwendung der Newtonschen Formel (s. Fig. 42) 
gewinnen wir eine Reihe von Näherungswerten: 


5 ) f(&,) fix,) f Mar) 
TE Fe a u a 


von denen die Ungleichungen feststehen: 
Lo < iy <—m<m< <a 
Die £, Xi, £p, -: - bilden also jedenfalls eine monotone Reihe wachsen- 


der Zahlen, welche alle < x sind. Die Reihe hat notwendig eine Grenze 
lim x,, von der freilich zunächst nur feststeht, daß sie < æ ist (s. 8. 8). 


=a 


Doch ist es nicht schwer einzusehen, daß hier nur das Gleichheitszeichen 
gelten kann. Da nämlich in unserem Falle die f(x,), F(2), Fd), > 
alle negativ sind, und die f'(x), f (21), f (X), - eine Reihe abnehmen- 
der positiver Zahlen darstellen, so gilt: 
x aig = fel S Lfe 
A EN O 
wo das Gleichheitszeichen nur für k = O zutrifft. Bilden wir diese Un- 
gleichungen für k = 0, 1, 2, . . .„, (n—1) und addieren sie, so folgt: 
1 i 
z, > t + Ae) HEHEHE lelh: 


Wäre nun lim z, =% < z, so wären alle Beträge |f(x,) größer als die 
positive, von O verschiedene Zahl ‚f(z’)|, so daß die Summe auf der 
rechten Seite der letzten Ungleichung für lim n = oo selber über alle 
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Grenzen wachsen und also lim «, = 00 entgegen der Ungleichung x, <x 


n=% 


sein würde. Es ist also sicher lim x, = x. 


Man wolle sich nun die übrigen Zeichenkombinationen f’(z) > 0, 
f (x) > 0, ferner f'(x) <0, f”(x)<O und endlich f'(x) <0, f"(x2)>0 
gleichfalls durch Figuren veranschaulichen. Man wird dann leicht den 
Satz feststellen: Treffen über f(x), f (x) und f” (x) die oben aufgestellten 
Bedingungen zu, und ist x, der kleinere oder der größere unter den beiden 
x einschließenden Näherungswerten, je nachdem f'(x) und f” (x) von ver- 
schiedenem oder von gleichem Vorzeichen sind, so bilden die nach der 
Newtonschen Formel berechneten Zahlen Xy, ti, Zz, - . . eine monotone Reihe, 
deren Grenze die gesuchte Lösung x der Gleichung f(x) = Q ist. 

Wenn nun auch lim x, = z feststeht, so haben wir doch noch kein 


Urteil darüber, welcher Grad der Annäherung an x beim einzelnen n 
erreicht ist. Wir bilden demnach zunächst im Falle der Fig. 42 noch eine 
zweite Zahlenreihe, mit der wir uns der Grenze x von der anderen Seite 
her annähern. Setzen wir abkürzend f(z,) = Yp, f(to )= Yo, so stellt sich 
die die beiden Kurvenpunkte (2,, Yọ) und (x), Yo ) verbindende Sehne durch 
die Gleichung: 
Blo — Yo) + Y(T — 2o) + (Tato — To Yo) = 0 

dar. Als zweiten Näherungswert x,’ benutzen wir den Schnittpunkt dieser 
Sehne mit der x-Achse: 

o Ya To fa) -2 LA flao) 

9) et) 
und haben dann jedenfalls (s. Fig. 42) die Ungleichung <a, < tg. 
Mit den schon berechneten Zahlen &,, %4, £g,- bilden wir uns allgemein 
die Zahlenreihe: 


(4) a, _ Zo Pl )— Eo f(T) f(e) 2. fa) fla) x. 2, f(x") — 2, f (2) a 


neoe a - Fanta) a T E 7° 
welche die Ungleichungen befriedigt: 
Mann 0, > We Zen 
Auch hier ist unmittelbar einleuchtend, daß lim x, = x sein muß. Wäre 


n=% 


nämlich lim xi = y'> x, so würde Lon flan) = f(x) > O0 sein, und wir 


n=% 


würden aus den schon bewiesenen en lim z,=x und lim fla) =0 


n=Ħ% 


die Folgerung ziehen: 


lim turi = lim (ee) = lim z, = 7, 


190 II, 1. Näherungsdarstellungen mittelst ganzer Funktionen [6 


der Annahme widersprechend. Indem man die Betrachtung leicht auch in 
den anderen drei Fällen durchführt, gelangt man zum Ergebnis: Die 
Regel (4) liefert von dem anderen Näherungswerte x, aus eine gleichfalls 
monotone Reihe &,,& ,%,... mit der Grenze x; und zwar liegt die ge- 
suchte Lösung jedesmal zwischen x, und &,, so daß wir: 

(5) L = En + 9 — Tr), 0<ə<1 

zu setzen haben und mittelst der Differenz (x,— x.) den Grad der beim 
einzelnen n erreichten Annäherung abschätzen können. 

Praktisch wertvoll sind die entwickelten Regeln vornehmlich dann, 
wenn man‘bereits für n = 1 oder n = 2 brauchbare Näherungswerte ge- 
winnt. Um ein ganz einfaches Beispiel auszuführen, wollen wir 3 be- 
rechnen und setzen zu diesem Zwecke f(x) = 2?—3, f (x)= 23, f"(«)=2. 
Da für x >O die Ableitungen f'(x) und f”(x) von gleichem Zeichen 
sind, so muß æ, der größere Näherungswert sein; wir setzen also etwa 
x= 1,8 und zy = 1,7. Aus (2) und (4) berechnet man für die vor- 
liegende Funktion f(x): 

3 
DE 


La Ln + 3 
Ent Ln 


Die gewählten Näherungswerte x, und x, liefern: 


1 
ES rn 2, t Erny = 


26 7 308 
Th. a= ig = Lle 


als zweite Näherungswerte, welche sich nicht mehr ganz um zwei Ein- 
heiten der dritten Dezimalstelle unterscheiden. Weiter findet man: 


= 1,13205128-. , ay = 0, = 1,132050577 .. , 


. 1801 
SA 780 
zwei Werte, die nur noch um weniger als eine Einheit der sechsten 
Stelle voneinander abweichen. 
Auch auf die Lösung von transzendenten Gleichungen ist das Ver- 
fahren anwendbar. So hat z. B. die Gleichung: 


fa) = z - “log z — 1 = 0 
eine zwischen x, = 2 und y, = 3 gelegene Lösung. Da in diesem Falle: 


f = pot "loge, e=" 


gilt, unter u,, den Modul der dekadischen Logarithmen verstanden, so 
sind die Ableitungen f'(x) und f”(x) im Intervalle 2? <z <3 positiv, 
so daß x, als größerer Näherungswert zu wählen ist. Wir wollen hier 
nur das Näherungsverfahren (2) ausüben, wobei die Newtonsche Formel 
die Gestalt: 
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a pAn 1 ac lio’ In 
© Fa hy F Plog a 


annimmt; für u,, benutzen wir den siebenstelligen Näherungswert: 
ujo = 0,434 2945, 


was bei Gebrauch einer siebenstelligen Logarithmentafel am Platze ist. 
Indem man y, = 3 in (6) einträgt, ergibt sich: 


g, = 2,526 7155 - - -. 
Kürzen wir der Bequemlichkeit wegen auf x, = 2,527, so folgt: 
x, = 2,50623 - - -, 2; = 2,506184 - - -. 
Der letzte Wert ist in der Tat auf sechs Stellen genau. 


7. Die Nullpunkte und die Unendlichkeitspunkte der Funktionen. 
Eine ganze Funktion f(x) vom n‘ Grade möge im Sinne von S. 77ff. die 
reelle Zahl a als v-fache Wurzel haben. Wir können dann f(x) nach 
(7) 5. 80 in folgendes Produkt zerlegen: 


(1) fa) = (@— ay- fhia) AO) +O, 


wo f(x) eine ganze Funktion (n — v}®™ Grades ist, die (wie schon unter 
(1) angedeutet wurde) für x =a nicht verschwindet. Die erste Ableitung 
der Funktion f(x): 


(2) f (2) = (x—a)-' (v: fix) + @— af @)) 

ist eine ganze Funktion (n— 1)!” Grades, welche a noch als (v —1)-fache 
Wurzel hat; denn die in (2) rechts in der großen Klammer stehende 
Funktion (n — v)'* Grades hat für x = a den von O verschiedenen Wert 
v.f,(a). Nach der schon S. 80 vereinbarten Sprechweise wollten wir 
sagen, daß f(x) im Punkte a einen Nullpunkt v” Ordnung habe. So oft 
v>1 ist, lehrt die Gleichung (2), daß auch noch f'(a) = 0 ist, und daß 
f (x) im Punkte a noch einen Nullpunkt (v — 1)" Ordnung hat. Durch 
Fortsetzung des Schlußverfahrens ergibt sich, daß f”(x) an der Stelle a 
einen Nullpunkt (»— 2)°' Ordnung hat, sofern v > 2 ist, sowie daß all- 
gemein f(x) die niederste an der Stelle x = a nicht verschwindende Ab- 
leitung von f(x) ist. Unter den hier vorliegenden Verhältnissen nimmt 
die Taylorsche Formel (8) 5. 174 die besondere Gestalt an: 


ner 
KoE 


B)FR)=F" (a) e = +. +f@- 2a) 


wobei f(a)+0 ist und übrigens im letzten Gliede an Stelle von 


` 
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f”(a-+9«—a)) auch f™(a) gesetzt werden kann, da die n'° Ableitung 
einer ganzen Funktion n‘® Grades konstant ist und also für a und 
(a+% 2— a) g gleiche Werte besitzt. 

Es sei jetzt f(x) eine beliebige Funktion, welche für c—a verschwinde, 
im übrigen aber in einer gewissen Umgebung von 2=.a« mit ihren n 
ersten Ableitungen eindeutig und stetig sei. Dann gilt für jedes x dieser 
Umgebung die Taylorsche Formel (8) 5.174. Nehmen wir sogleich wieder 
an, daß neben f(a) auch noch f’(a), f”(a),.. .„f"""(a) gleich O seien, 
unter v irgend einen Index <n verstanden, daß jedoch (a) + 0 zu- 
treffe, so ist f(x) in der Umgebung von x = a wieder in der Gestalt (3) 
darstellbar. Wir sagen dann wieder, f(x) habe an der Stelle x = a einen 
Nullpunkt v'” Ordnung, und können als Kennzeichen hierfür auch an- 
geben, daß das Produkt (x — a)”. f(x) für im x =a einen endlichen und 
von O verschiedenen Grenzwert besitzt. So gilt z. B. für die Funktion 
fix) = x -— tg? — sin x in der Umgebung ihres Nullpunktes x = 0: 


cd p oe 
Fe) = — go. + sin OR ag 


woraus hervorgeht, daß diese Funktion bei æ = 0 einen Nullpunkt fünfter 
Ordnung hat. 

Die letzte Erklärung können wir auch auf „Nullpunkte nicht-ganz- 
zahliger Ordnungen“ übertragen und finden solche Nullpunkte bei alge- 
braischen oder auch bei transzendenten Funktionen. So ist z. B. für 
irgend einen reellen Exponenten v die Funktion fla) ~ (x — a)" jeden- 
falls für alle z > a und f(x) = (a—x)’ für alle x < a erklärt (s. S. 90). 
Ist »>0, so liegt bei jeder dieser beiden Funktionen im Punkte a 
ein Nullpunkt der Ordnung v vor. Ist v irgend eine ganze, gebrochene 
oder irrationale positive Zahl, so sagen wir, f(x) habe an der Stelle a 
einen Nullpunkt der Ordnung v, falls das Produkt x — aj". f(x) für 
lim x = a einen endlichen und von O verschiedenen Grenzwert hat. Um im 
Falle einer gebrochenen Zahl v mit geradem Nenner oder einer irratio- 
nalen Zahl v die Annäherung an a sowohl von rechts als auch von links 
her zu ermöglichen, müssen wir hier mit dem absoluten Betrage |x — a| 
arbeiten. 

Auch hiermit sind noch nicht die gesamten Nullpunkte, welche bei 
elementaren Funktionen auftreten können, erschöpfend behandelt, wie 
weiter unten zu betrachtende Beispiele zeigen werden. Vorerst wollen 
wir noch einige Ergänzungen der bisherigen Betrachtungen vornehmen. 

Hat die Funktion f(x) für im z = + œ oder z =— oo den Grenz- 
wert 0, so wird, falls wir die neue Variable x, =”! einführen, die Funk- 


tion A für lim x, = + 0 oder lim z, =— 0 (s. betreffs dieser Bezeich- 
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nungen 9. 92) den Grenzwert O besitzen. Läßt sich dann eine positive 
reelle Zahl » derart angeben, daß: 


i Ber = j 
(4) sn, ( af kn nl fŒ) 
einen bestimmten endlichen und von O verschiedenen Wert besitzt, so 


hat f 1) im Sinne der vorstehenden Erklärung bei x, = O einen Null- 
T 1 


punkt v“ Ordnung. Mit Rücksicht auf die rechte Seite von (4) können 
wir demnach auch sagen: Ist lim f(x) = 0, so hat die Funktion f(x) für 


2=+® 
lim z =+ oo bzw. — oo einen Nullpunkt vt% Ordnung, falls lim (|æ |”. fœ) 
z=+® 


einen endlichen und von O verschiedenen Wert hat. 

Die Betrachtung der „Unendlichkeitspunkte“ der Funktionen können 
wir leicht auf diejenige der Nullpunkte zurückführen. Wird f(x) für 
x = a unendlich, so hat die reziproke Funktion (f(z))”! daselbst einen 
Nullpunkt. Hat der letztere die Ordnung v, so sagen wir, f(x) habe an 
der Stelle a einen Unendlichkeitspunkt v” Ordnung; Kennzeichen hierfür 
ist dann einfach, daß |x—a|""-(fia))-" oder (was noch einfacher ist) 
|e— al’. f(x) für lim æ = a einen endlichen und von O verschiedenen Grenz- 
wert hat. Ganz entsprechend ist ein Unendlichkeitspunkt v” Ordnung bei 
+ œ oder bei — oo dadurch angezeigt, daß lim (|x|"". f(x)) bestimmt, 

z= o 


endlich und von O verschieden ist. So hat die S. 84ff. betrachtete rationale 
Funktion, deren Nenner die daselbst unter (9) genannte Zerlegung besitzt, 
an den Stellen «,,@,,...,«, Unendlichkeitspunkte der Ordnungen 
Vis Voz ..:, Vp- Andrerseits hat z. B. eine ganze Funktion n*™ Grades 
sowohl für = + oo als für x = — œ einen Unendlichkeitspunkt nte" 
Ordnung. 

Haben zwei Funktionen (æ) und ¢(x) einen Unendlichkeitspunkt 
gemein, und ist derselbe ein solcher der u*™ Ordnung für p(x) und der 
v Ordnung für y(x), so gilt: 


6 z— a|“ g(x R N x 
a in (aa) 
wo g eine endliche und von O verschiedene Zahl ist. Ist u =v, so hat 
der Quotient der beiden Funktionen im Punkte a den endlichen, nicht-ver- 
schwindenden Grenzwert g; ist u >v, so hat der Quotient g(x) : y(x) im 
Punkte a einen Unendlichkeitspunkt, während er für u<v einen Nullpunkt 
hat. Wir charakterisieren den zweiten Fall u >v auch dahin, daß die 
Funktion (x) mit dem Unendlichkeitspunkte höherer Ordnung im Punkte a 
stärker unendlich werde als die Funktion (x). Man wird diese Betrach- 

Fricke, Differential- u. Integralrechnung. I. 13 
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tung sofort auf den Fall übertragen, daß an Stelle des endlichen Punktes a 
das Argument + oo oder — 00 tritt. 

Für die Nullpunkte gelten entsprechende Aussagen. Hat (x) im 
Punkte x = a einen Nullpunkt u‘ Ordnung und d(z) einen solchen der 
Ordnung v, so haben wir wieder eine endliche, nicht-verschwindende Grenze: 


p z—- ua “pie B ae 

(6) er Jz —a™”y (x) P (2 m en 
Ist insbesondere u > v, so hat auch der Quotient p(x): y(x) bei a einen 
Nullpunkt; wir sagen dann, p(x) verschwinde schneller oder stärker als 
v(x), oder auch, y(x) verschwinde langsamer oder schwächer als g(x). 

Als Maß für das Verschwinden oder Unendlichwerden der Funk- 
tionen f(x) haben wir im vorstehenden das Verhalten der Potenzen 
x—a” bzw. |«—a|”” zugrunde gelegt. Es ist indessen keineswegs ge- 
sagt, daß wir mit diesem Maße das Verschwinden oder Unendlichwerden 
jeder Funktion zu messen im stande wären. Z. B. können wir bei der 
natürlichen Exponentialfunktion f(x) = e” die Argumente + œo zulassen, 
denen die Funktionswerte f(+ 00) = + oo und f(— œ) = 0 zugehören. 
Um zunächst zu prüfen, ob es sich bei z = + oo um einen Unendlich- 
keitspunkt bestimmter Ordnung v handelt, gehen wir auf die Gleichung 
(1) 8.175: 

Zr =" 
gal e mtr y a ei 

zurück, welche für eine beliebig gewählte ganze Zahl m und für jedes 
endliche x gilt. Ist x >O, so sind alle Glieder rechter Hand > 0, und 
es ist e?” > 1, so daß für <> O und für eine beliebige ganze Zahl n die 
Ungleichung gilt: 


(@) Zen 


n! 

Nimmt man nun an, der Unendlichkeitspunkt + œo von f(x) habe die 
Ordnung v, so wähle man die ganze Zahl n >v + 1, so dab n—v>1 
gilt. Aus (7) folgt dann für x> 1: 


n r 1 
meo 


ma 


woraus sich lim (2”” - e") = + œ entgegen der Annahme ergibt. Es existiert 


zu +. 
demnach keine Ordnung v, die dem Unendlichkeitspunkte + oo von e gu- 
käme; vielmehr werden wir die für jedes noch so groß gewählte v bestehende 
Gleichung: 
(8) lim (Z) =+ œ 


z=+%® “ 
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dahin charakterisieren, daß das Unendlichwerden von e für lim z= + co 
das Unendlichwerden jeder endlichen noch so groß gewählten Ordnung v 
übertrifft. 

Da man aus (8) weiter die Folgerungen zieht: 


(9) lim ( PAG. =+, Jim pA fetsam lim (lz: e) =0, 
t= +o \jæj”. = = 
so gibt es auch keine Ordnung v - den Ni Bei von e® bei — oo; viel- 
mehr ist das Verschwinden von e für im & = — © stärker oder schnellen 
als dasjenige jeder endlichen, noch so groß gewählten Ordnung v. 
Ein Gegenstück hierzu liefert die Funktion f(x) = In x, welche so- 
wohl bei gz=0 als bei v= + oo Unendlichkeitspunkte besitzt. Zunächst 
schließen wir aus (8), unter u irgend eine positive Zahl verstanden, auf: 


I pe ua, 


fi 
ma er) 


da mit im y = + œ auch lim y“ =+ œ gilt. Nehmen wir nun u gleich 
dem reziproken Werte von v, so folgt weiter: 


(a 


Wenn man demnach e” = x, und also x = In x, setzt, so ergibt sich bei 
Umrechnung auf x, nach Fortlassung des Index 1: 


(10) lim (= Z) = lim (s7“. m z)=0 
az= RENO s z= +o 

für jede noch so klein gewählte positive Zahl u. Dem Unendlichkeitspunkte 
von In x bei + co kommt keine von O verschiedene Ordnung u zu; vielmehr 
ist das Unendlichwerden des natürlichen Logarithmus In x schwächer als 
dasjenige jeder noch so klein gewählten positiven Ordnung u. Den gleichen 
Charakter hat der Unendlichkeitspunkt von Inx bei z = 0; man liest 
dies sofort aus der Gleichung: 
(11) lim (a Ina) = 0 

x=+0 


ab, welche aus (10) durch die Substitution z = 1 bei nachheriger Fort- 
1 


lassung des Index 1 hervorgeht. 
Das Ergebnis (11) können wir auch noch in die folgende Gestalt 
kleiden: 


(12) lim (z- Anr )- +. 


z=+0 
Die Funktion f(x) = E, welche im Innern des Intervalles 0< z< 1 


13* 
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positiv ist, hat bei x = (0 einen Nullpunkt; diesem Nullpunkte kommt 
aber keine von O verschiedene Ordnung u zu, vielmehr ist das Verschwinden 
der Funktion schwächer oder langsamer als das jeder noch so klein ge- 
wählten Ordnung u > 0. 


8. Unbestimmte Formen bei Funktionen f(æ). Eine Funktion f(x) 
sei als Quotient y(x): y(x) zweier Funktionen p(x) und y(x) gegeben, 
so daß man für das einzelne Argument x — a den Funktionswert f(a) 
als Quotienten der Werte g(a) und y (a) zu berechnen hat. Ist y(a)=0, 
so wäre freilich die Division durch diesen Wert zunächst unstatthaft; 
doch werden wir dem bisherigen Brauche folgend in diesem Falle co 
als Funktionswert f(a) erklären, wenn g(a) von O verschieden ist. Ist 
aber (a) = O und zugleich (a) = 0, so kleidet sich, wie man sagt, die 
Funktion an der Stelle x = a in die „unbestimmte Form“ $, und es ist 
nicht möglich, einen Funktionswert f(a) unmittelbar aus den Werten 
g(a) und y(æ) zu berechnen. 

Ist zweitens (a) =œ und (a) endlich, ‘so ist f(a) = 0. Trifft 
aber zugleich p(a) = œ und y(a)= oo zu, so haben wir wieder eine 
„unbestimmte Form“, nämlich $, und es erscheint auch hier unmöglich, 
einen Funktionswert f(a) unmittelbar aus p(a) und y(a) zu berechnen. 

Auch wenn f(x) als Produkt p(x)- y(x) zweier Funktionen (x) 
und y(x) gegeben ist, kann eine ähnliche Unbestimmtheit auftreten, 
nämlich wenn für ein einzelnes Argument a der eine Faktor gleich O 
und zugleich der andere gleich oo wird. Als dritte „unbestimmte Form“ 
haben wir also 0-00 bei Funktionen der Gestalt p(x)- y(x) anzureihen. 

In allen drei Fällen erklären wir als Funktionswert f(a) den Grenzwert: 


(1) f(a) a f(z), 


sofern ein solcher existiert. Ob wir dabei von beiden Seiten die Annähe- 
rung an a vollziehen können oder nur von der einen Seite, muß nach 
der Natur der im einzelnen Falle vorliegenden Funktion entschieden 
werden. Aus den Entwicklungen von § 7 ergeben sich nun unmittelbar 
folgende Sätze: Haben im ersten Falle der unbestimmten Form $ die 
Funktionen p(x) und y(x) im Punkte a Nullpunkte „gleicher“ Ordnung, 
so ist f(a) ein bestimmter endlicher, nicht-verschwindender Wert; dagegen 
ist fla) = O oder f(a) = œ, falls das Verschwinden von g(x) stärker bzw. 
schwächer als das von y(x) ist. Entsprechendes gilt im zweiten und 
dritten Falle; insbesondere folgt: Haben im zweiten Falle der unbestimm- 
ten Form Z Zähler und Nenner von f(x) an der Stelle a Unendlichkeits- 
punkte „gleicher“ Ordnung, so ist f(a) ein endlicher und von O verschie- 
dener Wert; dasselbe gilt im dritten Falle 0-0, sofern der Nullpunkt von 
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01w 


g(x) und der Unendlichkeitspunkt von y(x) an der Stelle a „gleiche“ Ord- 

nung besitzen. Ist nämlich z. B. im Falle ? die Stelle a ein Nullpunkt u" 

Ordnung für g(x) und ein solcher v'* Ordnung für p(x), so folgen aus: 
7 9a) imi: o-r, e—a “g (2) 
DEE jT im|ie—aț ar heh 

die Angaben des ersten Satzes, da der letzte Quotient rechter Hand einen 

endlichen und nicht-verschwindenden Grenzwert hat. 

Zu einer sehr einfachen Regel kommen wir im Falle ù, wenn die 
Funktioden p(z) und y(x) mit ihren Ableitungen, soweit dieselben ge- 
braucht werden, in der Umgebung von a eindeutig und stetig sind. Wir 
können dann g(x) und y(x) für die dieser Umgebung angehörenden x 
nach der Taylorschen Formel (8) S. 174 darstellen, wobei der Annahme 
gemäß jedenfalls die beiden Absolutglieder (a) und y(a) verschwinden. 
Es möge aber auch noch g'(a)=0,. .. p- (a) = Q gelten und ebenso 
y (a) =0, ..., y"D(a) = 0, während p%(a) +0 und y”(a) +0 zu- 
treffe; die Funktionen p(x) und y(x) haben dann Nullpunkte der Ord- 
nungen u bzw. v an der Stelle a. Sind die Zahlen u und » ungleich, so 
sei m die kleinere unter ihnen; ist u = v, so sei auch m ihnen gleich. 
In jedem Falle gilt dann: 


m E hada zu, i 
en +00) E, 
v(@)=U" (a) e-a tabelle) ta +0 ar, 
und man gewinnt für f(x) die Darstellung: 

g“ (a) UCA Daj (æ— a" k g” (a+ 8 a—a)) (x — a)" 


fix) a ; 
Rat aa" rn lat Daae a)" a 


m 


wo mindestens eines der Absolutglieder o(a) und y% (a) von O ver- 
schieden und natürlich endlich ist. Hieraus ergibt sich: 


€ AR re "a 
(2) fla) = I Se sale D 


so daß die folgende Regel gilt: Kleidet sich f(x) = g (£): y(x) für =u 
in die unbestimmte Form $, so differenziere man Zähler und Nenner ein- 


zeln*) und bilde die reri der aa 


*) Bei Anwendung der Regel ist man anfänglich leicht en statt der 
einzelnen Differentiationen von Zähler und Nenner irrtümlich die Differentiation 


198 II, 1. Näherungsdarstellungen mittelst ganzer Funktionen [8 


, ws. (m) ai 
9) RE N E 
(8) W (E) pl” 7 pl’ 


und zwar so lange, bis man zu einem ersten Quotienten gelangt, der bei 
x = a nicht mehr die Form & annimmt; dieser ergibt dann zufolge (2) den 
Funktionswert f(a). 

Sind (x) und (x) ganze Funktionen und ist also f(x) eine rationale 
Funktion, die an der Stelle a die Form $ annimmt, so haben nach S. 80 
die Funktionen p(x) und (x) eine Potenz von (x — a) als gemeinsamen 
Faktor. Nach Fortbebung dieses gemeinsamen Faktors gelangt man zu 
einem Ausdruck für f(x), der bei x=a nicht mehr die Form $ annimmt. 
Doch kann es auch einfacher sein, den Wert f(a) nach der eben aus- 
gesprochenen Regel zu berechnen. Hat man z. B. für ein von O ver- 
schiedenes a die Funktion f(x) = (x«’—a?): (x°- at), so findet man bei 
Division von Zähler und Nenner durch den gemeinsamen Faktor (x—a): 
wat zetmatzntad th... tas 


x — at xpa aat za tat! 


f£) = 


woraus f(a) = = a? folgt; kürzer ergibt sich dasselbe aus: 


ET ala 


va) 5m 5° x 
Bei transzendenten Funktionen ist die aufgestellte Regel anzuwen- 
den. Um z. B.: 


č Puid 
f(z) = æ— sing 


für y = 0 zu berechnen, bestimme man die Quotientenreihe (3) und wird ` 
finden, daß zuerst bei m= 3 die unbestimmte Form nicht mehr vorliegt: 


o 


pa) _ e+ e7 sing cosg (3 -ein x) 
OT 
Iier gilt f(0) = 1. 
Nicht immer sind Zähler und Nenner nach der Taylorschen Formel, 
welche der Regel (2) zugrunde liegt, entwickelbar. So ist bei der Funktion: 


oe 


in welcher x > a > 0 sein soll und alle Wurzeln mit positivem Zeichen 


von g(x): (x) nach der „Quotientenregel“ zu vollziehen, worauf zur Vermeidung 
des Fehlers aufmerksam gemacht wird. 
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0 


genommen werden mögen, nur der Zähler nach (8) S. 174 entwickelbar 
und ergibt: 


-g r 1 ah u EEE 
ae 


während beim Nenner bereits die erste Ableitung für x = a nicht mehr 
endlich ist. Doch ist hier eine weitere Entwicklung des Nenners gar 
nicht nötig, da aus: 


1 
Væ? — a = (x —a)? Vs +a 
hervorgeht, daß im Punkte a ein Nullpunkt der Ordnung ; vorliegt. 
Indem wir der Funktion f(x) die Gestalt verleihen: 
a aa 
YVar—a: 2Yyayrta 8Yyatalya+sie—a))’’ 


ist einleuchtend, daß f(a) = O zutrifft. 
Ganz einfache und nach der Regel (2) zu erledigende Beispiele sind: 


Oma 


N . tg 
(4) kn un rel, En - 
in denen wir frühere Angaben über den Sinus und Tangens verschwin- 
dend kleiner x bestätigt finden. 
Ein bemerkenswertes Beispiel für die unbestimmte Form ž liefert 
die Funktion: 
_ kg) 
fla) á In y (£)? 
falls g(x) und y(zs) für x =a verschwinden oder unendlich werden. Es 
liege etwa bei p(x) ein Nullpunkt u" Ordnung vor und für y(x) ein 
solcher v'* Ordnung: dann läßt sich die Funktion f(x) in die folgende 
Gestalt umschreiben: 
In (æ — a|“ pw) 


re AAE a ms u h |x —a| 
In(a—al"vw)+ rni e—a] , nẹọg— a| "pæ) 

FE E 

je —a| 


Da nun |2e—a|”" g(x) und |a—a|”” p(x) für lim x =a endliche und 
von 0 verschiedene Grenzwerte haben, so ergibt sich f(a) = gr - 
Als ein hiermit verwandtes Beispiel betrachten wir noch die Funktion: 


ern In (In x) 
Mena’ 
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welche für z = oo die Form Ž annimmt. Man gestalte die Funktion um in: 


/In (In @)\ 
e = In (ln æ) = \ hg } 
N? 2lne+Inli— a?) a) 
In 


Für den Zähler gilt, wenn wir die Abkürzung In z = x, gebrauchen: 


5 ln (In x 
in a) 
wie in (10) S. 195 gezeigt wurde. Der Nenner hat den Grenzwert 2, 
so daß f(0) = 0 gewonnen wird. — 

Außer den bisher betrachteten unbestimmten Formen haben wir jetzt 
weiter die folgenden zu nennen: 

I. Bei Funktionen der Gestalt f(x) = (x) — y(x) die unbestimmte 
Form oo — oo; 

II. Bei Funktionen der Gestalt g(z)”' die drei unbestimmten 
Formen 0°, œo? und 1*. 

Ist <= a die Stelle, an der eine dieser unbestimmten Formen vor- 
liegt, so wird man wieder als Funktionswert f(a) für diese Stelle den 
Grenzwert f(a) = la f(x) erklären, sofern ein solcher existiert. Die Be- 


rechnung des Wertes f(a) sucht man dadurch zu leisten, daß man die 
neuen unbestimmien Formen auf die schon behandelten zurückführt. Dies 
gelingt in den drei unter II genannten Fällen einfach dadurch, daß man 
von f(x) = g(xz)”"' zunächst übergeht zum Logarithmus von f(x): 


In f(@) = y(x) - In (z), 
der in allen drei Fällen die unbestimmte Form 0- œo annimmt. Im Falle 
I sind die zu p(x) und y(x) reziproken Funktionen: 
1 
p(T) = ya)’ p(z) = api 5 


an der Stelle a gleichzeitig gleich O. In ihnen aber stellt sich f(x) so dar: 
EEE RN |) en 
u nhe 

für die so geschriebene Funktion liegt aber an der Stelle a die unbe- 

stimmte Form £ vor. 
Für x = 1 nimmt die Funktion: 
n 1 
OES. 


die unbestimmte Gestalt oo — œ an; kleidet man f(x) in die Gestalt: 
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f(a ug lng—g+1ı 
(= (x—1i)lng ? 
so gibt die Regel (2) für m=2 den Wert f(1)=4. Die Funktion f(x)= x 
nimmt für x = (0 die unbestimmte Gestalt 0° an. Hier findet man auf 
Grund eines 5. 195 ausgesprochenen Satzes über das Unendlichwerden 
von ln g für lim z = + Q: 

lim In f(x) = lim (x-In £) = 

z=+0 z=+0 
so daß In f(0)=0, f(0)=1 gilt. Um f(x) = "+9 für z =0, wo gleich- 
falls die Form 0° vorliegt, zu berechnen, setze man: 


In f(a) = In (1 +a) -In g = (FEED). (wma). 


Für die erste Klammer findet man bei z = O auf Grund der Regel 2 
den Wert 1, während lim (x In x) = 0 ist; somit ist wieder In 0) = 
r(0) ab 1. z=+0 

Bei der Funktion: 


1 
fis) = er 


treten für &—= 0 zwei unbestimmte Formen zugleich auf; der in der 
Klammer stehende Quotient hat für x = 0 die Form $ und zufolge (4) 
den Grenzwert 1, so daß die rechte Seite die Form 1* annimmt. Die 


Logsrithmierung - von f(x) liefert: 


er E (mine 
de F tgs wi 
T 


In f(e) = 


Beim ersten Faktor rechter Hand finden wir unter Benutzung der Ab- 


kürzung sr = g, mittelst der Regel (2): 


lim | ga | =lim (>95) = 1, 
x=0 | bea T z, =1 


Hieraus ergibt sich In f(0) = + und f(0) = Ye. 
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Aufgaben: Die folgenden Angaben sind zu bestätigen: 


T. a æ — 7x +38 14 Sa y?— y+’ 
—— = —ı 8) l _ =? 
i E S 31 ) bar y? — 12y" + 47y — 60 
eek . a—Va?—a?® 1 
s iim Sy =m (g) die a A A 
3 Pa en Ir ee ei 
z) ani P-o 6 fe T ae a 
alien a i a Pei Beer 
z= oln sin 2x sao cote a zo\can ©) 
1 1 1 P I 1 1 
9) li —— = —: 0) l — )->- 
Vi (ein 3) 6 10) ia (de) x 2 
FOR" 7 SEE u. _ sing 
a n a at In f(x) = sin æ + ln g = = - (eine). 
ı=0 
t - 
12) lim (> een In f(x) = — tg x - ln x = — L . (x -ln 2). 
vsi , 
1 
. u x . p . l 2 
13) lim (1 +- æu)“ =ë, lim ln f(u) = lim AE = 
u=0 u=0 nu=0 u 
1 
il Š lu x) — l ln (l l 
14) lim (=) =l infig) a e iz (269 En 1) as, 
v=o& 


9. Der Taylorsche Lehrsatz für Funktionen mehrerer Variablen. 
Der in § 2 besprochene Grundsatz für die Bildung ganzer rationaler 
Näherungsfunktionen ist leicht auf Funktionen mehrerer Variablen über- 
tragbar. Es mag genügen, den Fall einer Funktion f(x, y) zweier Va- 
riablen ausführlich zu betrachten; die durchzuführende Überlegung bleibt, 
wie man leicht erkennen wird, auch für Funktionen von mehr als zwei 
Argumenten in Kraft. 

Die Funktion f(x, y) sei in der Umgebung der Stelle (a,b) der Zahlen- 
ebene mit ihren sämtlichen partiellen Ableitungen bis zur n“ Ordnung 
einschließlich eindeutig und stetig. Wir wollen dann eine ganze ratio- 
nale Näherungsfunktion (n — 1)‘ Grades: 


gly) =at (aata y —b)+ eleac waly — bte yb’) 
H tlan He, a wa yb ea yT) 


zu bilden versuchen, welche im Punkte (a, b) mit f(z, y) den Funktions- 
wert und die Werte aller partiellen Ableitungen bis zur (n— 1) Ord- 
nung einschließlich gemeinsam haben soll. Ist v irgend eine der Ord- 
nungen 0, 1, 2,...n — 1, so ergibt sich aus dem Ansatze für g(x, y): 
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RN ty nit 
(ar) ee, 
y=b 
wo durch das links stehende Klammersymbol angedeutet werden soll, 
daß nach Ausführung der Differentiation x = a, y = b einzutragen ist*). 
Für diese Argumente aber sollte der Wert der Ableitung von g gleich 
der entsprechenden Ableitung f16-», yò (a, b) von f(x, y) sein. Man be- 
rechnet daraus leicht die Bedeutung von c} und damit den Ausdruck der 
gesuchten Näherungsfunktion g(x, y). Indem man f(s, y) — g(z,y)= R, 
setzt, gelangt man zu dem Ansatze: 
” a-i 7 v N 
7 ` siv ae ueg —} ý 3 
F(a y) => ( D f-o o (a,b) ae iy ) + KR. 
r=0 Y=0 ‘ 
dem man bei Benutzung der Binomialkoeffizienten auch die Gestalt 
geben kann: 


N 


n-i v 


G) f(x,y) -> E >() “or -o ‚na, b) (#— a)" -' (s — Dy) + R,. 
v=0 ` i=0 j 


Die Bestimmung des Restgliedes R, in einer.etwa der Lagrangeschen 
Formel (9) 5. 174 entsprechenden Gestalt ist sehr leicht. Wir denken den 
Punkt (x, y) auf einem vom Punkte (a, b) in der Zahlenlinie ausziehenden 
geradlinigen Strahle variabel, welcher gegen die positive x-Achse den 
Winkel «œ bilde**). Ist s die Entfernung der Punkte (x, y) und (a, b), so 
können wir: 

R,= f(z, y) — 9 (2%, y) = (8) 
als Funktion der Variablen s betrachten und haben dann für die Differen- 
tiation nach s die Regeln (8) und (9) 8. 167 zu benutzen, wobei: 
2 —Q y — b 


D = — = 1 
(2) ; =0osg, ; sın & 


zu setzen ist. Nun sind aber die partiellen Ableitungen von f(x, y) und 
g(x,y) bis zur (n— 1) Ordnung für den Punkt (a,b) bzw. einander 
gleich. Es ergibt sich demnach (0) = 0, 9(0)=0,..., g*-V(0) = 0, 
so daß die Mac Laurinsche Formel (11) 8. 174 für p(s) unter Benutzung 
der ersten Formel (12) S. 174 liefert: 


p(s) = $i p” (8s). 


*) Das Symbol 0! soll gleich 1 sein, ebenso der gleich auftretende „Binomial- 
koeffizient“ oyi 
+») S. Fig. 38, S. 155, wo jedoch a, b an Stelle von g, y treten müssen. 
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Da nun alle partiellen Ableitungen n'™ Ordnung von g(x,y) mit O iden- 
tisch sind und übrigens dem Werte $s der Punkt (a+9(@- a), b+9(<—b)) 
zugehört, so ergibt sich unter Benutzung von (2) mit Hilfe der Regel (8) 
S. 167: 


(3) R,= 43 (ri-o „o(a +0 aa), b+ yd) -ayb 


womit die Darstellung des Restgliedes gewonnen ist. 

Die soeben gebrauchte Mac Laurinsche Formel setzt voraus, daß 
die Verbindungsgerade der Punkte (x, y) und (a,b) aus Jauter Punkten 
besteht, in denen die partiellen Ableitungen von f(x, y) bis zur n‘® Ord- 
nung existieren, und daß diese Ableitungen stetige Funktionen sind. Dem 
„Taylorschen Lehrsatze“ für die Funktion f(z, y) zweier Variablen geben 
wir demnach folgende Gestalt: Ist die Funktion f(x, y) in der Umgebung 
des Punktes (a, b) mit ihren partiellen Ableitungen bis zur n” Ordnung 
eindeutig und stetig, so gilt, falls der Punkt (x, y) und die Verbindungs- 
gerade der Punkte (x, y) und (a, b) jener Umgebung angehören, für f(x, y) 
die Darstellung (1), wobei das Restglied R, in die Gestalt (3) gekleidet 
werden kann. 

Sehr häufig benutzt man die Taylorsche Formel (1) auch in einer 
der Gleichung (15) 8. 175 entsprechenden Gestalt. Um sie zu erhalten, 
setzen wir x — @ = h, y— b =k und also x = a + h, y =b + k und schreiben 
hernach statt a und b wieder x und y. Auf diese Weise gewinnen wir 
als Ausdruck des Taylorschen Lehrsatzes: 


(4) Fath y+) = fley) H fht A (fee +22 hit) 
Ht TED THEIR) +R 
wobei das Restglied die Gestalt annimmt: . 

(5) R= (f Flt hg HIER" + (D) Fl, (8490h yt k+); 


in Gleichung (4) sind überall da, wo keine Argumente bei den partiellen 
Ableitungen angegeben sind, x und y als solche zu denken. 

Der Übertragung auf Funktionen mehrerer Variablen steht nichts 
im Wege. Ausgedehnteren Gebrauch haben wir indessen nur vom Taylor- 
schen Lehrsatze im Falle der Funktionen f(x,y) zweier Variablen zu machen. 
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Kapitel II. Konvergenz der unendlichen Reihen. 


1. Begriffe der Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen. 
Es sei eine unbegrenzte, nach einem gewissen Gesetze gebildete Reihe 
von konstanten Größen Ug, Uj, Ug,... vorgelegt. Wir werfen die Frage 
auf, ob wir einen bestimmten Sinn mit der Aufgabe verknüpfen können, 
diese unendlich vielen Größen in der angegebenen Anordnung zueinander 
zu addieren: 
A) to F U F U F Ug Hti 
Wir nennen diese Aneinanderreihung der Zahlen u, eine „unendliche Reihe“ 
und die einzelnen Zahlen u, die „Glieder“ der unendlichen Reihe. 

Eine wirkliche Durchführung der Addition ist für jede begrenzte 


Anzahl von Größen u, möglich. Es möge die Summe der v ersten Glieder 
der Reihe (1) gleich $, sein: 

(2) S, = o + a a TE 

Wir sind also im stande, der vorgelegten Zahlenreihe und damit der 
unendlichen Reihe (1) eine zweite, nicht begrenzte Reihe von Zahlen 
Sis Sa, Sa, ... zuzuordnen, und haben, diese letzte Reihe betreffend, immer 


eine der beiden sich ausschließenden Möglichkeiten, daß entweder eine 
endliche Grenze S= lim S, der Zahlenreihe ©, Sa, . . . existiert, oder daß 


dies nicht der Fall ist. Existiert eine endliche Grenze S — lim Sa S0 be- 


zeichnen wir die Reihe (1) als „konvergent“; hat die Zahlenreihe $,, S,, S3,--- 
aber keine endliche Grenze, so sagen wir, die unendliche Reihe (1) „diver- 
giere“ oder sei „divergent“. Den Fall der Konvergenz können wir auch 
dahin charakterisieren, daß eine bestimmte endliche Zahl X existieren muß, 
die der Gleichung genügt: 

(3) lim ($S-8,)=0. 

Da das im Anschluß an (3) 8.5 angegebene Kriterium für die Existenz 
der Grenze einer Größenreihe nicht nur hinreichend, sondern auch not- 
wendig ist, so können wir die Bedingung für die Konvergenz auch so 
aussprechen: Die Reihe (1) ist stets und nur dann konvergent, wenn nach 
Auswahl einer „beliebig kleinen“ Zahl ò stets ein Index m der Art angeb- 
bar ist, daß: 


(4) Sopr — Sal tn tt ri] < 


für „alle“ der Bedingung n >m genügenden Indizes n und „jede“ Anzahl I: 
erfüllt ist. 
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Da wir für die Konvergenz eine „endliche“ Grenze lim $, forderten, 


so ist, falls lim $,— + œ oder = — œ zutrifft, die Reihe (1) als diver- 


gent zu bezeichnen. Andrerseits gehört zur Divergenz der Fall, daß die 
Zahlen $,,S,,... überhaupt keine Grenze besitzen, d, h. weder eine end- 
liche Grenze noch eine der Grenzen + oo. Ist die Zahlenreihe S}, Sa ..- 
von irgend einem endlichen Index m ab monoton, so existiert stets eine 
Grenze lim $,, die auch gleich +œ oder — œ sein kann (3.8). Soll 


n= 


demnach keine Grenze lim S, existieren, so kann von keinem endlichen 


Index m ab Monotonie der Reihe Sis Sz; ... vorliegen; vielmehr muß 
Sis S2, . - . eine beständig schwankende Zahlenreihe vorstellen und zwar 
von der Art, daß dabei eben keine Grenze a S, zu Tage tritt. Man 


bezeichnet in diesem Falle die divergente Reihe (1) auch wohl als eine 
„oszillierende“ Reihe. 

Im Falle der Konvergenz und nur in diesem wollen wir nun die an- 
fänglich vorgelegte Aufgabe, die unendlich vielen Zahlen ug, U, Ug, . - - in 
dieser Reihenfolge zu addieren, als lösbar und in der Weise als gelöst an- 
sehen, daß wir die endliche Grenze $ = lim S, als Ergebnis der Aufgabe 


und damit als „Summe der unendlichen Reihe“ (1) erklären. 
Beispiele konvergenter Reihen sind dem vorigen Kapitel leicht zu 


entnehmen. Für u, = f erhalten wir die unendliche Reihe*): 


= 1 1 re 

) BE Tel Tl a i 

oder bei Ausrechnung der Nenner in den ersten Gliedern: 
el 1 1 1 1 

It tatizo trt soo T 40320 T s2880 +" 


Diese Reihe ist konvergent und hat die Summe e; denn aus (3) S. 176 
folgt für die Reihe (5), wenn $ den Wert e bedeutet: 
s-,-5, 0<ə<1, 
woraus lim (S — 8,) = 0 sofort hervorgeht. Wir setzen weiter u, =`; 
n=% K p nT 
und gewinnen die unendliche Reihe: 


1 
(6) ee. 


*) Wie S. 203 ist unter 0! der Wert 1 zu verstehen. 
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Hier wechselt stets ein positives Glied mit einem negativen ab; Reiben 
dieser Art sollen als „alternierende Reihen“ bezeichnet werden. Nennen 
wir die rationalen Brüche mit dem Zähler 1 „Stammbrüäche“, so haben wir 
in (6) „die alternierende Reihe der Stammbrüche“ vor uns. Auch diese 
Reihe ist konvergent und hat die Summe In 2; setzen wir nämlich S= In 2, 
so folgt aus der S. 180 bewiesenen Gleichung: 


al 1 


n2=1-ġ 45 - gt e tO itO Di a 


ape n+l 
für die Differenz (S — $,) bei der Reihe (6): 
er 1 


5 a = n+1 TE , 


DENT 


woraus lim (S—S,)= 0 wieder unmittelbar hervorgeht. Ist a irgend 


n= 0 


eine von O verschiedene endliche Zahl, so bezeichnet man: 
lta+a@+a+at+:-- 

als die unendliche geometrische Reihe des Quotienten a. Ist a = 1, so hat 

man S, = n; ist a + 1, so gilt (s. S. 11): 

1— a” 1 1 


= a”. 


1=4 1—a 1a 


Sa =l Hata tp: tarl 
Zufolge (4) 8.10 und (2) 8.9 gilt aber lim |a= 0 für |a| <1 und 


lim ia "= œo für a >1; für a = -- | endlich haben die Zahlen $,, So, 


n = 0 


S,,.. . abwechselnd die Werte 1 und 0. Die unendliche geometrische Reihe 


ist für |a| <1 konvergent und hat die Summe S = 7 ur für al>1 


ist sie divergent, und zwar gilt für a>1 offenbar lim 5S, = + œ, während 


für a <—1 die Reihe als „oszillierend“ zu bezeichnen ist. 
Bei den drei eben betrachteten Beispielen konvergenter Reihen gilt 
für die einzelnen Reihenglieder jedesmal die Regel lim u, = 0. Es ist 


leicht einzusehen, daß bei jeder konvergenten Reihe (1) die Glieder u„, ein- 
zeln genommen, mit wachsendem Index n die Zahl O zur Grenze haben müssen: 
(7) lim u, —0. 
Man kann nämlich u, in der Gestalt «, = S,,, — S, darstellen und hat 
zum Beweise der Gleichung (7) nur zu beachten, daß sich S,,, und S, 
für lim n = oo einer und derselben Grenze 8 annähern. 

Die Bedingung (7), welche notwendig bei jeder konvergenten Reihe 
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zutreffen muß, ist aber keineswegs eine hinreichende Bedingung für die Kon- 
vergenz. So trifft z. B. diese Bedingung bei der Reihe der Stammbrüche: 


ie eh 1 1 
(8) Leao e 
zu; es ist aber leicht zu zeigen, daß diese Reihe divergent ist. Hier gilt 
nämlich für jeden Index n: 


[un F ngi HH nail 5 - : 


1 
ante 


da von den n hier zusammenaddierten Stammbrüchen die (n —1) ersten 
größer als der letzte 5 sind. Die notwendige Konvergenzbedingung (4) 


ist also hier für keinen Index n erfüllbar. 


2. Absolute und unbedingte Konvergenz einer unendlichen Reihe. 
Es sei eine unendliche Reihe konstanter Glieder: 


(1) Ug H U, F Ua F tg -Hee 


vorgelegt. Wir greifen aus dieser Reihe in irgend einer Art Glieder in 
unbegrenzter Anzahl heraus und bilden aus ihnen die neue Reihe: 


(2) Uo F U, F g Hu Hee 

Es sollen also die Glieder Ug U 3 Ug’ - .. der Reihe (2) identisch sein 
mit Gliedern ug = Uj, u = Up, Ug = U, . . . der Reihe (1); jedoch soll ein 
einmal aus der Reihe (1) herausgegriffenes Glied nicht etwa noch ein 
zweites Mal als Glied der Reihe (2) gesetzt werden. Übrigens sei keines- 
wegs vorausgesetzt, daß die Glieder u, = u;, u = Up, Ug = W,.. . gerade 
in dieser Aufeinanderfolge in der Reihe (1) auftreten. Eine auf diese Art 
aus der Reihe (1) erhaltene Reihe (2) nennen wir einen „Bestandteil“ 
der Reihe (1). 

Einfache Beispiele gewinnen wir, wenn wir etwa aus der Reihe (1) 
alle Glieder mit geradem Index herausgreifen und in irgend einer An- 
ordnung zur Reihe (2) zusammenfügen, oder wenn wir z. B. alle Glieder 
mit primzahligen Indizes herausgreifen usw. 

Übrigens widerspricht es der gegebenen Erklärung keineswegs, wenn 
wir bei Herstellung der Reihe (2) nach und nach alle Glieder der Reihe 
(1) aufgreifen und zur Bildung der Reihe (2) heranziehen. In diesem 
Falle kann man durch den gleichen Prozeß aus (2) auch wieder die 
Reihe (1) herstellen; es ist dann jede Reihe ein Bestandteil der anderen, 
und man sagt, die Reihen entstehen auseinander durch Umordnung der 
Glieder, oder sie seien abgesehen von der Gliederanordnung einander gleich. 
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Es gelte nun zunächst die Voraussetzung, daß kein Glied der Reihe 
(1) negativ sei, u, > 0*). Dann bilden die S,, ©, 8;,.. . eine monotone 
Reihe nieht-abnehmender Zahlen, so daß nach 8.8 entweder lim S, = oo 


n=% 


gilt oder eine endliche Grenze S = lim §, existiert. Bei einer Reihe mit 


n=% 


lauter nicht-negativen Gliedern ist entweder lim S, = œ, oder die Reihe 


ist konvergent. 

Auch für jeden Bestandteil (2) dieser Reihe gilt u, > O. Ist unter 
den n ersten Gliedern des Bestandteils u; = u,_, dasjenige, welches als 
Glied der Reihe (1) den höchsten Index hat, so sind alle Glieder der end- 
lichen Summe S’ = w + w +:-- +u, auch enthalten in der Summe 
S,=W+% ++ Umi Ist also die Reihe + u, + ug +- - kon- 
vergent, und hat sie die Summe S, so gilt: 


Sn 
für jeden endlichen Index n. Demnach ist lim $, = œ ausgeschlossen, 


vielmehr existiert eine endliche Grenze lim S, = S’ < S. Jeder Bestand- 


teil einer konvergenten Reihe mit lauter nicht-negativen Gliedern von der 
Summe S ist wieder eine konvergente Reihe mit einer Summe S’ < S. 

Entsteht die zweite Reihe aus der ersten durch Gliederumordnung, 
so ist auch die erste Reihe ein Bestandteil der zweiten, so daß im Falle 
der Konvergenz aus dem eben bewiesenen Satze auch © < 8’ und damit 
S’ = S folgt. Eine konvergente Reihe mit lauter nicht-negativen Gliedern 
bleibt auch nach einer beliebigen Gliederumordnung konvergent und hat in 
der neuen Gestalt dieselbe Summe 8 wie in der ursprünglichen. 

Die letzten Betrachtungen übertragen sich unmittelbar auf den Fall 
von Reihen mit lauter nicht-positiven Gliedern, wie man am einfachsten 
durch Zeichenwechsel aller Glieder erkennt. Gili für alle Glieder u, <0, 
so ist entweder lim S, = — œ oder die Reihe ist konvergent; im letzteren 


Falle bleibt sie auch nach jeder Gliederumordnung unter Wahrung ihrer 
Summe $ konvergent. 

Von der Reihe (1) sagt man, sie sei „absolut konvergent“, falls die 
„zugehörige Reihe der absoluten Beträge“: 


(3) [u| + [| + [uat 


konvergiert. So ist z. B. die geometrische Reihe des Quotienten — : 


*) Aus formalen Gründen lassen wir die Möglichkeit offen, daß Glieder in 
der Reihe vorkommen, die den Wert 0 haben. 
Fricke, Differential- u. Integralrechnung. I. 14 
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1 1 1 


er. 
ir o a A 


absolut konvergent; dagegen ist die konvergente Reihe: 
l US wai | 1 

(4) u ee 

nicht absolut konvergent, da die zugehörige Reihe (3)nach 8. 208 divergiert. 
Man bezeichnet ferner eine konvergente Reihe als „unbedingt kon- 

vergent“, falls sie nach jeder Gliederumordnung konvergent bleibt und die 

gleiche Summe behält; dagegen heißt eine konvergente Reihe „bedingt 

konvergent“, falls man eine Gliederumordnung vornehmen kann, welche die 

Summe ändert. Ein Beispiel einer bedingt konvergenten Reihe haben wir 

in (4) vor uns. Man gelangt z. B. durch Umordnung zu der Reihe: 


e 1 1 L Si 1 Ta 1 
(8) er ee 

indem man immer zwei positive Glieder und dann ein negatives Glied 
aus (4) unter Einhaltung der in (4) vorliegenden Anordnung herausgreift. 
Da auch in dieser Reihe lim u, = O gilt, so, ist lim (Ssn — Syn 41) = 0, 


n=% 
so daß wir uns bei der Untersuchung ihrer Konvergenz auf die Betrach- 
tung der Zahlenreihe 8’, S6’, 8,,... beschränken dürfen. Nun ist aber: 


n 


+ zy" 1 1 
S == le A 
FB > ( Sy relen, T) 


k= 


und wir können die rechte Seite so entwickeln: 


v pie saaka dai Aa 1 
Dan le Tre na er 


k=1 


Unter Heranziehung der Summen S, der Reihe (4) folgt also: 
r 1 
Ssn = San ap 2 Son . 


Da lim Sin = lim Ssn = ln 2? ist, so folgt lim Sgn = 5 la 2 und also nach 


n=% n=m 


der vorausgeschiekten Bemerkung lim S, = i ln 2. Die umgeordnete Reihe 
(5) ist konvergent, hat aber als Summe das > fache der Summe In 2 der 
Reihe (4). 

Es besteht nun der wichtige Satz: Eine absolut konvergente Reihe 
ist stets unbedingt konvergent. Eine konvergente Reihe (1), in der nur 
endlich viele negative Glieder enthalten sind, ist stets auch absolut kon- 
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vergent. Hier geht nämlich die zugehörige Reihe (3) durch Zeichen- 
wechsel endlich vieler Glieder aus (1) hervor, wobei sich die Reihensumme 
einfach um den doppelten Betrag 2|$,| der Summe S, jener negativen 
Glieder erhöht. Bei einer Neuordnung behält die zugehörige Reihe 
W + w | + WW +, wie schon bewiesen ist, die gleiche Summe. 
Aber von der letzten Summe gelangen wir durch Abzug von 2]S,| zur 
Summe der Reihe ug + % + U, +- - zurück. Es ist also die Summe der 
letzteren Reihe gleich der von + u + ug- -- -, so daß die unbedingte 
Konvergenz dieser Reihe erkannt ist. Diese Betrachtung überträgt sich 
sofort auch auf den Fall, daß die Reihe + t, + ua + --- nur endlich 
viele positive Glieder enthält. Wir haben hiernach nur noch den Fall zu 
untersuchen, daß die absolut konvergente Reihe (1) sowohl positive als 
negative Glieder in unendlicher Anzahl enthält. Ersetzen wir in (1) alle 
negativen Glieder durch O, so entstehe die durch vo + t, + v +-+- zu be- 
zeichnende Reihe nicht-negativer Glieder. Da die Summe V, der n ersten 
Glieder dieser Reihe nicht größer als die Summe S, der n ersten Glieder 
der zu (1) gehörenden Reihe (3) der absoluten Beträge ist, so hat zufolge 
der Konvergenz der Reihe (3) auch die Reihe v, + v, +0 +- - eine be- 
stimmte endliche Summe: 

V = lim V, = lim (co Hv + +v,_,) 
von der wir auch wissen, daß sie bei Gliederumordnung unverändert bleibt. 
Ersetzen wir andrerseits in (1) alle positiven Glieder durch O, so entstehe 
die unendliche Reihe w + w, + w +: nicht-positiver Glieder. Von 
ihr erkennen wir wieder durch Vergleichung mit der Reihe (3), daß sie 
eine von der Gliederanordnung unabhängige endliche Summe: 

W = lim W, = lim (w+tw+t'+%,_,) 
besitzt. Nun gilt aber für die Summe der n ersten Glieder der Reihe (1) 
einfach S,=V,+ W,, woraus sich für lim n = œ als Summe unserer 
Reihe (1) ergibt: 

S = lm = lim (V, +WD) =V + W. 


Aus der Unabhängigkeit der Summen V und W von der Gliederanordnung 
folgt dann aber weiter, daß auch nach einer beliebigen Umordnung der 
Glieder in (1) wieder dieselbe Summe S herauskommen muß. Die absolut 
konvergente Reihe (1) ist also in der Tat unbedingt konvergent. 


. An den hiermit bewiesenen Satz reiht sich endlich noch der folgende an”): 
Eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe ist stets „bedingt“ konvergent 


*) Die in Kleindruck gegebene, weiterhin nicht zur Verwendung kommende 
Entwicklung darf beim ersten Studium übersprungen werden. 


ma 
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und kann einer solchen Gliederumordnung unterworfen werden, daß die Reihe in 
der neuen Anordnung eine „beliebig“ vorgeschriebene Zahl Š als Summe hat. 

Wie wir soeben sahen, ist eine konvergente Reihe, die entweder nur endlich 
viele negative oder nur endlich viele positive Glieder hat, stets auch absolut kon- 
vergent. Die jetzt vorgelegte Reihe, die zwar konvergent, aber nicht absolut kon- 
vergent sein soll, muß also notwendig sowohl positive wie negative Glieder in 
unendlicher Anzahl enthalten. Wir gebrauchen die Reihen v,- v, +- und 
w+ w, -+ --- im eben erklärten Sinne und haben wieder für die Summe 8, der n 
ersten Glieder der Reihe (1) die Darstellung S, = Vp, + Wp, während für die zu- 


gehörige Reihe (3) die Summe S, der n ersten Glieder gegeben ist durch: 
Sa = Vp — Wa = Fat (Wani: 


Nun ist der Annahme gemäß lim 5, = œ; also ist mindestens eine der Gleichungen: 
n=% 
(6) lim Vp, = + œ, lim W, = — œ% 
n= 0 


n= 
erfüllt. Wäre aber nur eine erfüllt, so könnte nicht lim S, eine endliche Zahl 


n = w 
sein; also bestehen beide Gleichungen (6), d. h. die beiden Reihen vto +: 
und w + w, +: sind divergent. 
Bevor wir nun eine Gliederumordnung der Reihe u, -+ u, + te -+ - -: vornehmen, 
wollen wir mit den beiden divergenten Reihen: 


(7) ty tat Wo + w + we: 

erst noch eine unwesentliche Umgestaltung vornehmen. Wir lassen in der zweiten 
Reihe alle Glieder des Wertes O fort, in der ersten Reihe aber alle diejenigen Glie- 
der des Wertes 0, die negativen u, entsprechen; dann erschöpfen die beiden diyer- 
genten Reihen (7) die Glieder der Reihe (1) gerade einfach und vollständig. Um 
Dun durch Neuanordnung eine beliebig gewählte Zahl © als Summe zu gewinnen, 
schalten wir die Glieder der Reihen (7) in folgender Art zwischen einander: Ist 
etwa S>0, so beginnen wir mit den », ersten Gliedern der ersten*) Reihe (7) 
und können (wegen der ersten Bedingung (6)) die Anzahl », so bestimmen, daß: 


v Fo F t a a a E 
ist, während die um ihr letztes Glied vi verminderte links stehende Summe 


noch nicht >S ist. Sodann fügen wir die u, ersten Glieder der zweiten Reihe 
(T) an und können dabei u, so bestimmen (s. die zweite Gleichung (6)), daß: 


Da a he a ek a 0-1 LS 


wird, während die vom letzten Gliode wp befreite links stehende Summe noch 
nicht < S ist. Man wolle nun beachten, daß auch noch die Reihenreste: 
u a ie tt War t Ya 


für sich divergente Reihen darstellen. Fügen wir also jetzt die weiteren Glieder 


Vpr Ppp h Ppa 2D, SO können wir die Anzahl v, dabei so wählen, daß: 


u Fr ehr ar et 


wird, während die um Da verminderte linke Seite noch nicht > $ ist. Dann 
folgen weitere Glieder w pn, usw. So werden nach und nach alle Glieder der 
ursprünglichen Reihe untergebracht. 


*) Ist 5< 0, so hat man mit der zweiten Reihe (7) zu beginnen. 
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Bilden wir nun für die in dieser Art ngugeordnete Reihe w, + u, + u t- 
die Summe der n ersten Glieder Si = u, + u,’ -F Un- 80 ist aus den eben 
betrachteten Ungleichungen leicht Folgender Schluß zu ziehen: Ist «,_, eine Zahl 
v, etwa © so ist |8 — 8% jedenfalls nicht größer als die größere der beiden 


Peti’ 
Zahlen [Vus und ri ist aber u,_, = Wurm 80 ist IS $,| nicht größer 
als die größere der Zahlen v, , _, und en: Zufolge (7) 8. 207 nähern 


sich aber die v und w als Glieder der konvergenten Reihe u,+ v, +... mit 
wachsenden Indizes der Grenze 0. Es ist also: 


lim |S—8/|=0; 


d. h. die Summe der neu angeordneten Reihe ist in der Tat die willkürlich ge- 
wählte Zahl $. 


3. Addition, Subtraktion und Multiplikation unendlicher Reihen. 
Als „Summe“ der beiden unendlichen Reihen: 


1) Wo t Uu + t'i, wt y + uH: 
wollen wir die unendliche Reihe: 
(2) Uo F U” H uH 


bezeichnen, deren Glieder nach dem Gesetze: 
% = Wt W, mt, Ug = Ug F ia, ' 


gebildet sind; entsprechend heißt die Reihe (2) die „Differenz“ der beiden 
Reihen (1), falls: 


[23 r „ # ; 
Yeah, W hl, Mt; 


zutrifft. Dann gilt folgender Satz: Sind die beiden Reihen (1) konvergent, 
und sind S und S' ihre Summen, so stellt auch ihre Summe bzw. ihre Dif- 
ferenz (2) eine konvergente Reihe dar, und es ist deren Summe K” = 8 + 8° 
bzw. = S— S’. Sind nämlich Sn, Sn und Sp die Summen der v ersten 
Glieder der Reihen (1) und (2), so ist: 
Sa = Sat En bw Sn = Sn— 8, 

je nachdem in (2) die Summe oder Differenz der Reihen (1) vorliegt. 
Hieraus folgt für lim n = co der aufgestellte Satz. 

Da der absolute Betrag einer Summe oder einer Differenz zweier 
Zahlen nicht größer als die Summe der absoluten Beträge der beiden 
Zahlen ist: 

wtwlsiwltl@ |, 
so folgt leicht weiter, daß die Reihe (2), d. h. die Summe oder die Dif- 
ferenz der beiden Reihe (L), „absolut“ konvergent ist, falls dies von den 
beiden Reihen (1) gilt. Übrigens werden die gewonnenen Sätze durch 
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wiederholte Anwendung sofort auf Summen von drei, vier usw. Reihen 
übertragen. 

Auch ein „Produkt“ der beiden unendlichen Reihen (1) können wir 

erklären, indem wir diese Reihen wie endliche Aggregate ausmultiplizieren 
und die Produkte der einzelnen Glieder in geeigneter Weise zusammen- 
fassen. Wir setzen nämlich jetzt: 
(3) Ug = Uoti + th Ugi E UU tH t F to, (k=0,1,2,) 
und nennen die mit diesen ug, t, , Ug,- .. gebildete Reihe (2) das „Pro- 
dukt“ der Reihen (1). Hier gilt dann der Satz: Sind die beiden Reihen 
(1) absolut konvergent, und sind S und ©’ ihre Summen, so ist auch das 
Produkt (2) absolut konvergent und hat die Summe S’= S. S. 

Wir beweisen diesen Satz zunächst unter der Voraussetzung, daß 
w>0,w>0 gilt, daß also die Reihen (1) lauter nicht-negative Glieder 
haben. Das Produkt der beiden r-gliedrigen Summen: 


Ba = Uo T a Te + a 
können wir in folgender Art anordnen: 
Sa: Sp = (Uoto) + (Hp + U) tt (Uotin tt H yato) 
E tu, tt ln): 


Die ersten n Klammern sind einfach die Glieder %",u,",...,%,_, des 
Produktes; da die weiter folgenden Klammern wegen „>0, u >0 
lauter nicht-negative Werte haben, so folgt Sn < Sn Sx. Diese (n— 1) 
weiter folgenden Klammern aber enthalten je einen Teil der Glieder 
Un, Un +1,- - -y Ugna, Sind also (wieder wegen u, > 0, u. > 0) jedenfalls 
nicht größer als diese Glieder; demnach gilt Sn - Sp < 82... 

Nun ist im vorliegenden Falle S/< 8%; 1, so daß die 51”, &”,... 
eine monotone Reihe „nicht-abnehmender“ Zahlen bilden. Somit existiert 
eine Grenze lim S,”=S”, die endlich oder auch gleich + oo sein kaun. Aus: 


r Ba ae 
folgt aber, daß S”< S. ©’ und damit endlich ist. Aus Sn - Sn L Syn-ı 


folgt ferner: 
. 5” = lim 8-1 > lim (Sp - 8.) = 8:8‘, 


so daß nur $”= $-8’ übrig bleibt. Das „Produkt“ (2) ist also in der 
Tat konvergent und (wegen u,” > 0) auch absolut konvergent; auch hat 
es, wie behauptet, die Summe 8” = 8- S’. 

Gilt u< 0, u, > 0, so gilt u,” <0, und wir finden, wie soeben, leicht 
Sn > Sn Sn und Sn- 5, > Sini, woraus die Gültigkeit des Satzes auch 
in diesem Falle hervorgeht. Auch der Fall u<0, u < 0 erledigt sich 
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ebenso: Der über das Produkt (2) aufgestellte Satz ist jedenfalls auch 
in dem Falle richtig, daß eine der Reihen (1) lauter nicht-positive und 
die andere lauter nicht-negative Glieder enthält, sowie daß beide Reihen 
aus lauter nicht-positiven Gliedern bestehen. 

Es bleibt jetzt nur noch der Fall, daß in den beiden absolut kon- 
vergeuten Reihen (1) positive und negative Glieder in beliebiger Art vor- 
kommen. Man wolle dann aus-ty + t + +: wie 8.211 dadurch, 
daß man alle negativen Glieder durch O ersetzt, die Reihe v+ v4 H0 +: 
herstellen, die Reihe w+ w, + w, +: aber dadurch, daß man alle 
positiven Glieder durch O ersetzt. Dann ist natürlich u, = V, + w,, wo 
jedesmal mindestens einer der Summanden den Wert O hat; übrigens sind 
die beiden Reihen v, -H 04 -+ va +- und wy t w, + w, +: (wegen der 
absoluten Konvergenz von W+ 4, U+) selbst konvergent und 
mögen die Summen V und W haben, welche S = V + W als Summe von 
Uot Uy + uzt liefern. Ebenso erklären wir von der zweiten Reihe (1) 
aus die beiden Reihen vo + vy +9 +: und wW + Ww, + w+: mit 
den Summen V” und W’, welche S’=V’+W’ als Summe der Reihe 
Ug + y + Ug +: liefern. 

Kombinieren wir jetzt die Reihen vo + v +°, Wot w, +- mit 
vtu t'e Ww HW t-e auf alle vier Arten zu Paaren, so gewinnen 
wir als die Produkte je zweier kombinierter Reihen vier neue unendliche 
Reihen, deren allgemeine Glieder zufolge (3) die Gestalt haben: 


k k k k 
d a : > P 1 P > jA 
(4) pS Vr Uk- j V Wio) > WU. _y N W Wyry: 
v=0 v=0 v=0 v=0 


Für diese vier Produkte ist unser Satz hereits bewiesen; die vier unend- 
lichen Reihen der allgemeinen Glieder (4) sind also absolut konvergent 
und haben die Summen V.V’, V:W', W-V', W.W’. Durch Addition 
dieser vier Reihen gewinnt man die Reihe des allgemeinen Gliedes: 


k k 
D (eoho, Hoo a ww d D tw) (tw) 
v=0 r=0 

à o, 
-> Utk? 
v=0 
welche nach den Sätzen über Addition unendlicher Reihen wieder absolut 
konvergent ist und die Summe: 
VV’+YVW'+WV’+-WW'=-(VY+W)\(V+W)=8-8' 


hat. Die hiermit gewonnene Reihe ist aber zufolge (3) keine andere als 
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das „Produkt“ der beiden Reihen (1), so daß nunmehr unser Satz im 
vollen Umfange bewiesen ist. 


4. Hinreichende Kennzeichen der Konvergenz und der Divergenz. 
Es besteht folgendes hinreichende, aber nicht notwendige Kennzeichen 
der Konvergenz: Fine unendliche Reihe: 
(1) Uo F th try tWH+ 
mit lauter von O verschiedenen Gliedern ist absolut konvergent, wenn von 
irgend einem Gliede u„ ab der Quotient jedes Grliedes u,,, und des nächst 
voraufgehenden Gliedes u, absolut nicht größer als eine positive Zahl q ist, 
die selbst kleiner als 1 ist: 


(2) 


Urai 


Te <q<l, k=emm+lhm 42 
N 


Wir ziehen nämlich aus dieser Voraussetzung sofort die Folgerungen: 
Um+i 

A 3 = g20,; 

Um+? <q ed U, ? 


Uns) Sg |Wnr2 Saala 


<q u 


N 
ml? 


Me Ss I‘ Untn-2 = je x [tml 
Wenn wir demnach mit $,,,, die Summe der (m+n) ersten Glieder der 


zu (1) gehörigen Reihe der absoluten Beträge |u,| bezeichnen, so folgt 
aus den vorstehenden Ungleichungen für die Summe: 


ne S m + Um TE Unga! Ar ie am De 
die weitere Ungleichung: 
rt). 
Aber aus 0 < g < 1 ergibt sich: 


so daß wir für jedes n > 0 die Ungleichung: 
> : 1 
D a a K TEET 


selbst nicht größer als die rechte Seite 


n 


der letzten Ungleichung, so daß die Reihe (1) tatsächlich absolut kon- 
vergent ist. 

Dem bewiesenen Satze steht der folgende weitere Satz gegenüber: 
Die Reihe (1) ist divergent, falls von irgend einem Gliede u,, ab der Quo- 


gewinnen. Somit ist lim n} 
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tient jedes Gliedes u,,, und des nächst voraufgehenden Gliedes u, absolut 
nicht kleiner als 1 ist: 


Ur; 
(3) ra i k=mm+ i,m 2, 


ty 
Hier ist nämlich für jedes n die Ungleichung |u,,,, 2 “m| erfüllt. Da 
aber u, als von O verschieden gilt, so ist die nach (7) S. 207 notwendige 


Konvergenzbedingung lim «,,,„ 0 nicht erfüllt, d. h. die Reihe divergiert. 


In vielen Fällen nähert sich der in (2) und (3) betrachtete Quotient 
für lim k= 00 einer Grenze g. Ist 9<1, so ist die Zahl ô = }(1—g) > 0. 
Es gibt dann einen zu diesem ò gehörenden Index m der Art, daß: 


re y r 
(4) ò< 7 i—g <+, k=m m+ i, m+? 
k 
zutrifft. Nun ist aber, wenn g + ô = q gesetzt wird: 
0<g=g+ð= ; (9+1)<1. 


Für die hiermit erklärte Zahl q trifft dann die Konvergenzbedingung (2) 
tatsächlich zu. Ist zweitens g > 1, so setze man =g — 1 und hat dann 
wieder einen Index m, von dem an die Ungleichung (4) gilt. Da jetzt 
g — ô = 1 ist, so trifft die Bedingung (3) der Divergenz zu. Nähert sich 
der Quotient des einzelnen Gliedes u,,, und des voraufgehenden Gliedes u,, 
absolut genommen, mit wachsendem k einer Grenze: 


5 7 Wy 1 
© ER 
so ist die Reihe konvergent, wenn g < 1 ist, und divergent für g > 1. 

Für eine Reihe, bei der zwar eine Grenze (5) existiert, für welche 
jedoch diese Grenze gleich 1 ist, geben die entwickelten Kriterien noch 
keinen Aufschluß über die Konvergenz. Ein hierher gehöriges Beispiel 
liefert die Reihe: 

1 1 


> 1 1 1 
(6) ren Gate eu 


in welcher s eine positive Konstante sein soll und die Werte 1°, 2°, 3%,... 

im Sinne von (7) 8. 42 reell und positiv genommen werden mögen. Nach 

S. 208 liegt für s = 1 Divergenz vor, und also ist, da in (6) nur positive 

Glieder auftreten, lim $,—= oo. Ist s<1, so gilt für alle ganzen Zahlen n>1: 
W<n, ae 


so daß auch jetzt lim S, = oo sein muß. Ist s> 1, so bilde man die 


n= œ 
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Summe S, für n =2”— 1, unter v eine ganze Zahl >1 verstanden. Die 
n Glieder dieser Summe können wir in folgender Art zusammenfassen: 


=l (ti) t hetet p) thet tet 


cek 1 i 

a Ez j ee): ar a G= © ? 
es sind also in der ersten Klammer 2 Glieder, in der zweiten 2° Glieder, usw., 
endlich in der letzten, d. i. der (v — 1)" Klammer, 2”-! Glieder ein- 
geschlossen. In jeder Klammer ist das erste Glied das größte; ersetzen 
wir also alle Glieder der einzelnen Klammer durch das erste, so wird die 
rechte Seite der letzten Gleichung dadurch vergrößert: 
ar-1 i 


gr a ee: 


a -rem 1 
RE a 


(2771-1 


Dieser Ungleichung können wir auch die Form geben: 


retten 


wo wir rechter Hand eine endliche geometrische Reihe mit dem Quotien- 
ten 2-76- gewonnen haben. Für s— 1>0 ist aber dieser Quotient 
< 1, so daß wir für all n = 2? — 1: 


(1) Si < Fa 1 m; 5" 


-% 
— 2 
X 


gs37 1 


erhalten. Nun bilden aber für unsere Reihe (6) mit lauter positiven 
Gliedern die $,, S,, 5z,- . . eine monotone Reihe wachsender Zahlen. Die 
Ungleichung (7) gilt demnach für alle Indizes n. Die Reihe (6) divergiert 
für ss1; für s>1 ist sie konvergent und hat eine Summe, die nicht 
größer als die in (T) rechts stehende Zahl ist. 

Ein zweites hinreichendes Kriterium der Konvergenz ist durch folgen- 
den Satz gegeben: Die Reihe (1) konvergiert absolut, falls von irgend einem 
endlichen Index m ab die k” Wurzel aus dem absoluten Betrage u, | nicht 
größer als eine positive Zahl q ist, die selbst kleiner als 1 ist: 


(8) Vim <a<i, kamm Hm re 


Hier gilt nämlich vom Index m ab |u;, < g, so daß man für die zu (1) 
gehörige Reihe der absoluten Beträge findet: 


Sn dt | Um! t (Unyi Fe meai ei gg nR. aa % 
woraus mit Rücksicht auf g < 1 die Behauptung leicht folgt. Es reiht 
sich weiter der Satz an: Die Reihe (1) divergiert, wenn kein endlicher 
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Index m existiert, von dem ab Yu, < 1 beständig gilt. In diesem Falle 
ist nämlich, wie groß wir auch m nehmen mögen, immer noch ein auf u, 


folgendes Glied u, nachweisbar, für welches Yu, >1 und also u, >1 


gilt; dann aber ist die notwendige Konvergenzbedingung (T) S. 207 
nicht erfüllt. 


5. Gleichmäßige Konvergenz einer unendlichen Reihe von Funk- 
tionen. Es soll jetzt eine unendliche Reihe betrachtet werden, deren 
Glieder Funktionen u;(x) einer unabhängigen Variablen z sind: 

(1) (2) + u (2) + ula) +--+. 
Diese Funktionen u, (x) mögen iu einem abgeschlossenen Intervall a <x <b 
erklärt und daselbst eindeutig und stetig sein. Es soll ferner für jedes x 
des Intervalles die Reihe (1) konvergent sein, so daß jedem z eine be- 
stimmte endliche Summe der Reihe zukommt, die wir als Funktion von 
x mit S(x) bezeichnen. Weiter bezeichnen wir dem bisherigen Brauche 
entsprechend mit S,(z) die Summe der n ersten Glieder der Reihe und 
nennen: 

S(x) — S, (£) = R, (2) 
den „Reihenrest“. 

Der Annahme gemäß ist für jedes spezielle x des Intervalles nach 
Auswahl einer beliebig kleinen Zahl ò ein endlicher Index m derart an- 
gebbar, daß für alle Indizes n > m die Ungleichung zutrifft: 

6) \S@)—S,(@)) = R,(@) < ò. 

Es ist zunächst zu erwarten, daß der Index m, von dem ab die Unglei- 
chung (2) erfüllt ist, nicht nur von ö, sondern auch von x abhängt. Sollte 
sich indessen nach Auswahl von ô ein bestimmter endlicher Index m angeben 
lassen, von dem ab die Ungleichung (2) erfüllt ist, welcher Punkt x des 
Intervalles auch vorliegen mag, so heißt die Reihe (1) im ganzen Intervalle 
a <x <b „gleichmäßig“ oder „im gleichen Grade“ konvergent. 

Auf Reihen dieser Art bezieht sich folgender grundlegende Satz: 
Eine in einem Intervalle a<x<b gleichmäßig konvergente Reihe ein- 
deutiger und stetiger Funktionen hat eine Summe S(x), die in diesem Inter- 
valle gleichfalls eindeutig und gleichmäßig stetig ist. Sind nämlich z, und 
©, irgend zwei Punkte des Intervalles, so folgt aus S(x) = S,(x) + R,(z) 
zunächst: 


82) —8(a)| = 18,2) - Sl) + BR) Ry C) 
Nun ist aber der absolute Betrag eines Aggregates nicht größer als die 
Summe der absoluten Beträge der einzelnen Glieder des Aggregates: 


O) ISS) S E) + Ra) + Bla). 
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Ist nun eine beliebig kleine positive Zahl ô ausgewählt, so setze man 
ö’=!6ö und bestimme einen zugehörigen Index n von der Art, daß 
R,(£) < ð’ für jedes « des Intervalles, also auch für ©, und x, zutrifft. 
Für dieses n ist S(x) eine Summe von endlich vielen, nämlich von n im 
Intervalle eindeutigen und stetigen Funktionen, so daß S,(x) nach den 
Sätzen von S. 21 daselbst gleichfalls eine eindeutige und stetige Funk- 
tion darstellt. Nach der Erklärung der Stetigkeit (S. 17) können wir 
demnach für das vorliegende ö’ eine von O verschiedene positive Zahl A 
angeben, so daß: 
8,(&) — 8,2) < ò’ 
zutrifft, sobald die Werte x, und x, des Intervalles die Ungleichung 
|za— z| <A erfüllen. Für dieses 4 ist dann offenbar auch: 
s(a) — Sla) < 30-8, 

so daß die gleichmäßige Stetigkeit von S(x) im ganzen Intervalle be- 
wiesen ist. 

Für die Erläuterung des Satzes ist ein einfaches Beispiel einer in 


einem Intervalle zwar konvergenten, aber nicht gleichmäßig konvergenten 
Reihe am lehrreichsten. Die Reihe: 
(1-2) + (1-2) + (1— r) + (la) + 

ist im ganzen Intervalle 0O<x<{1 konvergent; sie hat nämlich für jedes 
x dieses Intervalles mit Ausnahme von x=1 die Summe 1 und für =1 
die Summe 0. Am oberen Ende des Intervalles liegt also ein Unstetig- 
keitspunkt der Reihensumme S(x) vor, so daß die „gleichmäßige“ Kon- 
vergenz im ganzen Intervalle ausgeschlossen sein muß. Prüfen wir nun 
den Reihenrest: 


A) = (1—g)a” + (1-2)a”*! ma a —g)get2 Er 
und fordern das Zutreffen der Bedingung: 
IR,@)| = u Ô, 


so ist dieselbe beim einzelnen x für alle der Bedingung: 
n 
(4) w> NT: 


genügenden Indizes, aber nicht bereits für kleinere Indizes n erfüllt. Es 
liegt also tatsächlich an jeder besonderen Stelle v < 1 Konvergenz vor. 
Aber die rechte Seite der Ungleichung (4) nähert sich für lim x — 1 der 
Grenze +00; es kann demnach nach Auswahl von Ô keine endliche Zahl n 
geben, so daß die Bedingung (4) für alle x des Intervalles O<z<1 
richtig wäre. Die Reihe ist also in der Tat im Intervalle nicht „gleich- 
mäßig“ konvergent. 
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6. Haupteigenschaften der Potenzreihen. Als eine „Potenzreihe“ 
bezeichnet man die unendliche Reihe: 


(1) mt Sata, 
in welcher u,(x) = a,a* das Produkt der $ Potenz von x und eines 


konstanten Koeffizienten a; ist. Um auf diese Reihe das am Schlusse 
von $4 entwickelte Konvergenzkriterium anzuwenden, betrachten wir die 


Reihe der nicht-negativen Zahlen Ve, ; 
(2) al, Via, Vie|, Ya, Da: 


und unterscheiden betrefis derselben folgende zwei Fälle: Entweder 
existiert keine endliche Zahl, die größer ist als alle Zahlen (2), oder man 
kann eine solche Zahl angeben. Im ersten Falle mag man die endliche 
Zahl w noch so groß wählen, es wird stets einen und demnach sogar 
unbegrenzt viele Indizes n geben, für die: 


N 
(8) Vla > 0 
zutrifft; hat man nämlich einen ersten Index n nachgewiesen, für den (3) 
* ” Q . ` 
gilt, so setze man Yja, = w und kann einen zweiten von » verschiedenen 


Index n’ nachweisen, für den yI a,|> w gilt usw. Im zweiten Falle be- 
weisen wir mittelst der §. 5ff. durchgeführten Überlegung die Existenz 
einer endlichen, nicht-negativen Zahl a von folgender Beschaffenheit: 
Ist ö eine beliebig klein gewählte positive Zahl, so gibt es in der Reihe 
(2) höchstens endlich viele Zahlen, die >a + ô sind, aber stets unendlich 
viele, die >a— ô sind. Übrigens können wir sagen, daß im Falle (3) 


die eben gemeinte Zahl a unendlich sei. Ist a =Q, so muß lim y ia,)=0 


n = 0 


. . . u, ` 
sein; ist a > 0, so kann lim y|a,| = « sein. 


Ist 9= a”! der reziproke Wert von a, so gilt folgender grundlegende 
Satz: Die Potenzreihe (1) ist absolut konvergent für jedes x des nicht-abge- 
schlossenen Intervalles —g <x < +g und divergent für jedes x außerhalb 
dieses Intervalles. Dieses Intervall trägt demnach den Namen „Konver- 
genzintervall“ der Reihe (1), und g heißt die „obere“, — g die „untere 
Konvergenzgrenze“. Ist a= 0, so existiert kein von O verschiedenes 
Konvergenzintervall der Reihe. Ist a>0 und endlich, so gilt dasselbe 
von g; das Konvergenzintervall ist dann ein endlich ausgedehntes Intervall 
mit dem Mittelpunkte z =Q, und die Reihe möge „beschränkt konvergent“ 
heißen. Ist a = 0 und also g = œ, so besteht das Konvergenzintervall 
aus allen endlichen Werten x, und die Reihe heißt dann „unbeschränkt 
konvergent“. 
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Beim Beweise des aufgestellten Satzes nehmen wir erstlich g = 0 
und also «a = œ an. Ist x irgend ein von O verschiedener Wert, so ist 
z2'= œ endlich. Zufolge (3) gibt es keinen endlichen Index m, von 
dem ab Yja,|<o= x]! oder Vja, |£ =} u,|<1 beständig erfüllt 
wäre. Nach dem Schlußsatze von $ 4 (S. 218) ist also die Reihe (1) für 
jeden von O verschiedenen Wert x divergent. Sind zweitens g und also 
a= g~t endlich und > 0, so befriedigt ein dem Innern des Intervalles 
— 9<&2< + g entnommenes, nicht verschwindendes x die Ungleichung 
|2!71>a, so daß die weiteren Ungleichungen gelten: 
er — a 

Be = een FE x 
Die hiermit erklärten Zahlen ð und q ergeben a + =q: x! Aus 
der Bedeutung von a folgt also, daß jetzt ein Index m angebbar ist, von 
dem an: 


Va, <a+tö=g:|e)! oder Vial =VYu|l<qa<i 


beständig erfüllt ist. Nach S. 218 ist also die absolute Konvergenz der 
Reihe für den gewählten Wert x sichergestellt. Ist hingegen |x|>g und 
also |x]"!<a, so setzen wira — x "'=6d. Nun gibt es kein m, von dem ab: 


Vea|<a-d=|x-', Va,-z2=-Yu<i 
beständig gültig wäre, so dab jetzt Divergenz vorliegt. Ist endlich g = co 
und also a = Q, so gilt lim Yla,;—=0. Wählt man irgend ein endliches z, 


ni 
n= 0 


o 0<q= E<. 


so ist demnach auch: 
lim (Va, -}|) = lim V u,| = 0, 
n=% n=% 


woraus die Konvergenz der Reihe nach §. 218 folgt. Damit ist der auf- 
gestellte Satz im vollen Umfange bewiesen. 

Leicht beweisbar ist weiter der folgende Satz: Jst die Potenzreihe 
(1) für den positiven Wert x = b absolut konvergent, so konvergiert sie 
gleichmäßig in dem abgeschlossenen Intervalle — b < x < + b. Beziehen 
wir auf die zu (1) gehörende Reihe der absoluten Beträge die Bezeich- 
nungen S, und È, so gibt es zufolge der Voraussetzung nach Auswahl 
einer beliebig kleinen Zahl d > 0 einen Index m der Art, daß für alle 
n>m die Ungleichung R,(b) < ò zutrifft. Da nun für ls: der Be- 
dingung g| <b genügende x die Ungleichung: 

R,@)l<R,(a) < R,Q) 

zutrifft, so gilt für das gleiche m die Ungleichung R,(x)| < ô bei allen 
n > m, womit die gleichmäßige Konvergenz festgestellt ist. 
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Der eben bewiesene Satz setzt natürlich g >O voraus, und er gilt für 
jedes der Bedingung b< g genügende b; im Falle einer beschränkt kon- 
vergenten Reihe ist der Satz auch noch für b = g richtig. Betreffs des 
Verhaltens einer beschränkt konvergenten Reihe (1) an den Grenzen der 
Konvergenz + g ist das Beispiel der folgenden Reihe lehrreich: 


(4) ee: % 


Wir stellen zunächst mittelst der Regeln von S. 197 ff. fest, daß: 

(5) lim Vn = 1 

gilt*), so daß für jedes s die Konvergenzgrenzen der Reihe (4) durch 
9=-+1 und —1 gegeben sind. Unter Benutzung der Ergebnisse von 
5. 218 folgern wir sofort: Für s>1 liegt absolute Konvergenz von (4) an 
beiden Grenzen + 1 vor, für s=1 divergiert die Reihe an der oberen 
Grenze und konvergiert „bedingt“ an der unteren Grenze, für s <O liegt 
endlich Divergenz an beiden. Grenzen vor. 

Es kann hiernach der Fall eintreten, daß eine Reihe an der einen 
Grenze (wir wollen sie g nennen, auch wenn es die untere ist) bedingt 
konvergent ist, wo sie dann an der anderen Grenze entweder divergiert 
oder gleichfalls bedingt konvergiert**). Auch in diesem Falle ist die Reihe 
in einem bis an g heranreichenden und diesen Punkt mit enthaltenden 
Intervalle gleichmäßig konvergent. 

Um den letzten Satz zu beweisen, genügt es, die gleichmäßige Kon- 
vergenz für irgend ein IntervalO < ¢ < z < g baw.g g<aæ<ce< 0 dar- 
zutun***), Es "gelingt dies mittelst folgender Überlegung: Schreibt man 
für R (g) unter Fortlassung des Argumentes g kurz R,, so gilt: 


N 
R, = ag" = REG Mall ar Gr Ra 
für alle Indizes n. Hieraus ergibt sich die Möglichkeit, die Koeffizienten 
Aas Angis Anys +; so darzustellen: 
0, (DR 0”, DA e = (Fa >> Be =; ar 


FL 
*) Es nimmt nämlich die Funktion f(x)= x” für æ= æ die unbestimmte 
Form œ’ an. Nach den genannten Regeln stellt man leicht lim f(x) = 1 fest. 


==00 
+*+) Daß auch die letzte Möglichkeit vorliegen kann, lehre die Reihe: 


deren Konvergenzgrenzen wieder +1 sind. 

**=) Es ist nämlich leicht einleuchtend, daß eine Potenzreihe, die in zwei z. T. 
sich deckenden Intervallen gleichmäßig konvergent ist, auch in dem aus beiden 
zusammengesetzten Intervalle gleichmäßig konvergiert. 


v.rein.org.pl 
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Nun gilt aber für jedes x des zugrunde liegenden Intervalles: 


R,(x) = lim (a 2" Happ tI +. +a, 10"). 
k= 0 


Setzen wir hier die eben berechneten Ausdrücke der Koeffizienten ein, 
so folgt, daß R,(x) die für lim k= œœ eintretende Grenze des nachfolgen- 


den Aggregates ist: 
(R„—R,;1) (+ Rule)" + asah re Y 


Ordnen wir dieses Aggregat nach den R an, so gewinnt es die Gestalt: 
Et 


+ (27 (Fa, EN Rr 


Wir wählen nun irgend ein ô > 0, schreiben 46 = ô’ und können 
dann (wegen der Konvergenz unserer Potenzreihe an der Grenze g) einen 
Index m derart bestimmen, daß R,|< ð’ für alle Indizes n> m zutrifft. 
Für den Absolutwert des Aggregates (6) kann man daraufhin leicht eine 
von k a Schranke angeben. Für das un und letzte Glied 


gilt wegen 0 = Th 


EEE ee, 


Der absolute Betrag der Summe der übrigen Glieder ist kleiner als: 


EHER ande 
Somit ist der absolute Betrag des Aggregates (6) für jedes k kleiner als 
38 = ô, und dasselbe gilt auch von seiner für lim k = œ eintretenden 


Grenze: 
R,(a)| <6, n>m. 


Da für n > m auch |R,(g)| <ô gilt, so ist die gleichmäßige Konvergenz 
der Reihe im Intervalle c < x < g bzw. g< x < c bbwiesen: 

Nach einem S. 219 aufgestellten Satze ist die Summe S(x) einer 
unendlichen Reihe von Funktionen im Intervalle der gleichmäßigen Kon- 
vergenz dieser Reihe eine gleichmäßig stetige Funktion von x. Für die 
Potenzreihen gilt demnach folgender abschließende Satz: Die Summe 
S(x) einer unbeschränkt komvergenten Potengreihe ist eine in jedem endlichen 
Intervalle eindeutige und stetige Funktion; die Summe einer beschränkt kon- 
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vergenten Potenzreihe ist in jedem Intervalle -g<a<x<b<+tg eine 
eindeutige und stetige Funktion von x; insbesondere kann auch a = — g 
genommen werden, wenn die Reihe auch noch an der unteren Grenze kon- 
vergiert, und ebenso b= + g, falls auch noch an der oberen Grenze +g 
Konvergenz stattfindet. 


7. Differentiation der Potenzreihen. Es sei irgend eine beschränkt 
oder unbeschränkt konvergente Potenzreihe: 


(1) a + ax + maet att 
gegeben; es soll also die zur Zahlenreihe |a|, V| az, Va, ,„... Im Sinne 
von 8. 221 gehörende Zahl a entweder > O und endlich oder = O sein, 
wobei im letzteren Falle lim V! a, =0 gilt. Indem wir jedes Glied der 
Reihe (1) durch seine a T in bezug auf x ersetzen, gewinnen wir 
die zu (1) gehörende „abgeleitete Reihe“: 
(2) +2,05 +5,82 t ta 
von der wir zeigen können, daß sie dieselben Konvergenzgrenzen wie die 
Reihe (1) hat. 

Da nämlich die Reihe (2) mit der Reihe: 

az + 2a? +30 +4, HH 

welche aus ihr durch Multiplikation mit x hervorgeht, stets zugleich kon- 
vergiert oder divergiert, so haben wir nur zu zeigen, daß zur Zahlenreihe 


lal, V2la,|, V3 a, |,... dieselbe Zahl a gehört, wie zur Reihe a, , 


Vial, APA .. Nennen wir die zur ersten Zahlenreihe Vnia, ge- 
hörende Zahl a ae etwa a', so ist jedenfalls a’ <a ausgeschlossen, 


da für jedes » die Ungleichung AA > Va a, gilt. Ist aber etwa a’>a, 
so setze man ô= } (a'—a). Dann gibt es unbegrenzt viele n, für welche: 


Yala, l > a= = st 
gilt; und da von den zugehörigen Zahlen Va, höchstens endlich viele 
ETF 2 2a t @ 
welche gleichzeitig die Ungleichungen bestehen: 
Vs ch, yia E 


und für welche demgemäß auch: 


sind, so gibt es auch unbegrenzt viele Indizes n, für 


rn, apa 
eg Vn>ı4 55% 
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gilt. Dies aber widerspricht, da auf der rechten Seite der letzten Un- 
gleichung im zweiten Gliede eine von O verschiedene positive Zahl steht, 


der in (5) S. 223 festgestellten Regel up aV n=1. Es ist also auch a'> a 


unmöglich, so daß die abgeleitete Reihe 2) in der Tat dieselben Konver- 
genzgrenzen +g wie die ursprüngliche Reihe hat. 

Übrigens folgt aus der Konvergenz der Reihe (1) an einer der Kon- 
vergenzgrenzen noch keineswegs allgemein auch die Konvergenz der ab- 
geleiteten Reihe ebenda. So ist z. B. die Reihe: 


r itita tat 


an der oberen Konvergenzgrenze 1 noch konvergent, während die abge- 
leitete Reihe daselbst divergiert. 

Für die Argumente x im Innern des Konvergenzintervalles sind nun 
die Summen der Reihen (1) und (2) eindeutige und stetige Funktionen 
von &, die wir f(x) und F(x) nennen wollen. Um die Vermutung, die 
Funktion f(x) sei differenzierbar und liefere als Ableitung die Funktion 
F(x), zu prüfen, bilden wir zunächst den Differenzenquotienten von f(x). 
Gehören die Argumente x und («+ 4z) beide dem Innern des Konver- 
genzintervalles an, so gilt: 


f(a+412%) = m +a(&+42) + age +42) + a(x +40)’ + 
f(x) = qtas + at? +0 + --. 


Die nach Vorschrift von § 3, 5.213, herzustellende „Differenz“ der beiden 
rechts stehenden konvergenten Reihen hat nach dem dort bewiesenen 
Satze die Reihensumme f(x + 4x)— f(x). Dividieren wir durch 47, 
so folgt: 
fa+ 4) fe) _ SI, +40 
vr DET -> t Pr : 
k=1 


Nun ist aber zufolge des Mittelwertsatzes (8. 134ff.): 


ETIN E _ kat h: Aai, O< <l, 
so daß der Differenzenquotient von f(x) durch folgende mit der abge- 
leiteten Reihe (2) verwandte Reihe darstellbar ist: 


(3) erg a D kal HOi a}, 
k=1 
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Es möge nun für +0 die Änderung Ax so klein angenommen 
werden, daß auch z + 1% +0 und mit x von gleichem Zeichen ist. Dann 
ist die Funktion u*"! in dem durch u = g und u=x+ 4x eingegrenzten 
Intervalle monoton und behält diesen Charakter natürlich auch, falls wir 
4%, absolut genommen, verkleinern*). Wir wollen nun unterscheiden, ob 
der einzelne Ausdruck: 


(4) ka" t= ka +9 Arf- t, 


falls è als Variable von O bis 1 wächst, monoton abnimmt oder nicht**). 
Im Anschluß hieran erklären wir zwei neue Systeme von Koeffizienten 
b, und c, durch folgende Festsetzung: Für diejenigen unter den Indizes k, 
bei denen der Ausdruck (4) mit wachsendem $ abnimmt, sei ,=0, 4=a:; 
für die übrigen (unter Einschluß von k=0) sei b = az, 4 = 0. Mit Hilfe 
der neuen Koeffizienten bilden wir die Ansätze: 


6) pa) =D ur va-dar 


und bemerken, daß diese Reihen im bisherigen Konvergenzintervall jeden- 
falls auch konvergieren; denn die zugehörigen Reihen der absoluten Be- 
träge sind „Bestandteile“ (s. 5. 208) der zu (1) gehörenden Reihe der ab- 
soluten Beträge, und diese letztere Reihe konvergiert im Innern des 
Konvergenzintervalles absolut. Zu (5) gehören die „abgeleiteten Reihen“: 


(6) D(z) = D kb, Taah i 
k=l k=1 


Andrerseits führt die Herstellung der Differenzenquotienten von p(x) 
und y(x) auf die gleichfalls konvergenten Reihen: 


dala) N kbe tega- Ira N kalz + odr- 
A h j 
ER) k=1 


Jz er ? Jx 
k 


Hier aber gilt zufolge der getroffenen Maßregel: Die Glieder der ersten 
Reihe werden nicht verkleinert, falls in jedem Gliede 9, durch 1 ersetzt 
wird, und nicht vergrößert, falls überall ð, durch O ersetzt wird; bei der 
zweiten Reihe gilt das Umgekehrte. Auch bleibt dieses Sachverhältnis 


*) Das Vorzeichen von 4x ist zunächst willkürlich; doch soll bei Änderungen 
von 4x das einmal gewählte Vorzeichen beibehalten werden. 
.*™*) Zum letzten Falle gehören dann auch solche kÆ, bei denen der Ausdruck 
(4) infolge Verschwindens von a, konstant gleich 0 ist. 


15* 
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bestehen, wenn wir 4x, absolut genommen, verkleinern. Also haben wir 
die Ungleichungen: 


Ip) 5; Ale) PR. 
(1) P) <-i S Patar), P(e) 2 Ple+4e), 


die auch bei abnehmendem Betrage | A1x| gültig bleiben. Nun sind die 
Funktionen ®(x) und P(x) im Konvergenzintervalle stetig; für im Aæ =0 
ergibt sich somit: Die Funktionen p(x) und y(x) sind differenzierbar 
und liefern als Ableitungen p(x)=®(x), v(z)= P(x). Wegen a=b, +6, 
ergibt endlich die Addition der Reihen (5) die Reihe (1) der Summe 
p(2)+Y(x)=f(x), während die Addition der beiden Reihen (6) die ab- 
geleitete Reihe (2) der Summe ®(x) + P(a)=F(z) liefert. Mit g(x) 
und y(x) ist aber auch die Funktion f(x)=g(x) + p(x) differenzierbar 
und ergibt als Ableitung: 

f (©) = 9 (x) +v (a) = Bla) + Pix) = Fe). 
Die durch die Summe einer Potenzreihe (1) im Innern des Konvergenz- 
intervalles dargestellte Funktion: 
(8) fE) = + mr + aa ta +: 
ist daselbst eindeutig, stetig und differenzierbar, und zwar gilt für die Ab- 
leitung die Darstellung: 
(9) f (x) = a, + 20,2 +3042 + 4a,0° + - 
mittelst einer Potenzreihe, welche dieselben Konvergenzgrenzen hat wie die 
Reihe (8). Man drückt dieses wichtige Theorem wohl kurz in der Weise 
aus, daß man sagt, eine Potenzreihe sei im Innern ihres Konvergenzinter- 
valles „gliedweise differenzierbar“. 

Über die Konvergenzgrenzen -+ g, sofern dieselben endlich sind, ist 
bei diesen Entwicklungen noch nichts ausgesagt. Doch ist aus dem Stetig- 
keitssatze am Schlusse von $ 6, 5. 225, einleuchtend, daß, wenn die ab- 
geleitete Reihe an einer der Grenzen + g noch konvergiert, die Reihensumme 
daselbst lim f'(x) ist. 

z=+9 


8. Die Reihen von Mac Laurin und Taylor. Auf Grund des Haupt- 
satzes von $ 7 über die Differenzierbarkeit der durch die Reihe (1) S. 225 
gelieferten Funktion f(x) gewinnen wir durch wiederholte Anwendung 
die unbegrenzte Kette von Gleichungen: 

fd) = tet tat 

f (£) = + 2a + 302° + tayt: 

f (a) =2.1.a +3 2-a +43 ayt 

f” (@)=3-2-1-a, + 4-3- 2-ax+5-4.3 art, 
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Alle diese Reihen haben dieselben Konvergenzgrenzen + g, sind also ins- 
besondere alle unbeschräukt konvergent, falls dies von der ersten Reihe 
gilt: Die Funktion f(x) hat also im Konvergenzintervalle Ableitungen jeder 
Ordnung. Insbesondere gelten die vorstehenden Gleichungen für x = 0 
und ergeben für dieses Argument: 

= 10), ee a 


a, = 11? 2 CIE) ei pe 


Die Reihe (1) S. 225 kann demnach in die Gestalt gekleidet werden: 


VOR OEZ ZUR ET TOR ER a 


Im Anschluß an die Mac Laurinsche Formel (11) S. 174 nennen wir diese 
Reihe die „Mac Laurinsche Reihe“ der Funktion f(x). Unsere jetzigen 
Entwicklungen schließen sich auf diese Weise zusammen mit denen von 
S. 173 ff., und wir gewinnen Aufschluß über die Frage, ob sich eine ge- 
gebene Funktion f(x) in eine Potenzreihe entwickeln lasse. Wir haben 
als ersten Satz: Ist eine Funktion f(x) in eine beschränkt oder unbeschränkt 
konvergente Reihe (ap + a£ + u,02-+::-) entwickelbar, so ist diese Reihe 
immer die Mac Laurinsche Reihe (1) der Funktion, und also ist die Ent- 
wicklung nur in einer einzigen Art möglich. Die Frage aber, ob diese eine 
Entwicklung zulässig ist, beantwortet der Mac Laurinsche Lehrsatz: Hat 
die im Intervalle OKu <x bzw. v <u<0 eindeutige und stetige Funk- 
tion f(u) Ableitungen jeder Ordnung, die daselbst gleichfalls eindeutig und 
stelig sind, und gilt die „Konvergenzbedingung“ lim R,(x) = 0, so nähern 


sich die Summen: 
— (0) + 70) + O ++ Pe 90) & 


mit wachsendem n der Grenze f(x), und also besteht die Gleichung (1) als 
die für das fragliche x konvergente Entwicklung für f(x). 

Den Übergang zu einer an die Taylorsche Formel (8) 8. 174 sich 
anschließenden „Taylorschen Reihe“ vermittelt folgende Betrachtung: Man 
setze z — a=x,, unter a irgend eine Konstante verstanden, und schreibe 
zur Abkürzung f(x) = fia+,) = fiz). Durch Differentiation folgt: 

H,O) = a+) = TR), 
so daß insbesondere f, (0) = f®(a) ist. Die Mac Laurinsche Reihe (1) 


der Funktion f, (x,) nimmt dann, auf x und f(x)umgerechnet, die Gestalt an: 


(2) fix) =Fla) + Fa) TH” (a) ee +f” (a) Bea ” 


-1 


(n— 1)! 
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wir nennen sie die „Taylorsche Reihe“ der Funktion f(x) und sagen, sie 
liefere die Potenzreihenentwicklung der Funktion f(x) für die Umgebung 
der Stelle v =a, wobei sich für a=0 die Potenzreihe (1) einordnet. Die 
Entwicklung (2) ist, wenn überhaupt, nur in einer Weise möglich; ihre 
Gültigkeitsbedingungen aber sind, daß die im Intervalle a < u < x bzw. 
z <u<a eindeutige und stetige Funktion f(x) daselbst eindeutige und stetige 
Ableitungen jeder Ordnung haben muß, und daß das nach (9) oder (10) 
S. 174 zu berechnende „Restglied“ die „Konvergenzbedingung“ lim R.(2)=0 


befriedigen muß. Vielfach benutzt man auch die an (13) S. 175 sich an- 
schließende Gestalt: 


3) reth =r Hr Onr WEH DH: 


der Taylorschen Reihe, deren Gültigkeitsbedingungen man aus den letzten 
Angaben leicht ablesen wird. 


9. Ausführungen an Beispielen. Die Mac Laurinschen Formeln für 
die Funktionen e*, sin x und cos x sind 8. 175 und S. 178 angesetzt, und 
es zeigte sich, daß in allen drei Fällen lim R,(x) = 0 für jedes endliche 


Argument x zutraf. Aus (1) S. 175 sowie (1) und (2) 8.178 ergibt sich 
demnach: Die Funktionen e*, sin x und cos x gestatten die Entwicklungen 
in die unbeschränkt konvergenten Reihen: 


2 3 s è 
e=1+ Te e 


. x’ md a’ 
(1) sın % = g -— Bde e Ra 


AN aai at 
ei a 


Indem wir in der ersten dieser Gleichungen v im Zeichen wechseln, folgt 
als gleichfalls für jedes x gültig: 
z x D awt iila 
er en PET a 
Nun ist aber nach (7) S. 70 die halbe Summe von ¢ und e~” die Funk- 
tion 608 x und die halbe Differenz die Funktion Sin x. Auf Grund der 
Regeln von S. 213 über Addition und Subtraktion konvergenter Reihen 
folgt somit: Für die hyperbolischen Funktionen Sin x und Co8 x gelten 
die Entwicklungen in die unbeschränkt konvergenten Reihen: 


(2) Sinr-at,tatnt Cos=1 +EH EHE 
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Bei der Mac Laurinschen Formel (1) 8.180 für die Funktion In (1+x) 
gelang es uns damals nur, im Intervalle -1<xz<+1 die Gleichung 
lim R (£) = 0 zu beweisen. In der Tat besteht der Satz: Die Funktion 
In (14+ x) ist entwickelbar in die beschränkt konvergente Reihe: 


x? w? Ti x’ x® 


(3) Lo ae) a a a a a 


deren Konvergenzintervall —1<x<+1 ist. Hier ist nämlich zufolge 
(5) 8. 223 lim Vla,|=1, und es findet zwar an der oberen, aber nicht an 


der unteren Grenze des Konvergenzintervalles noch Konvergenz statt. 

Die gewonnenen Reihen könnten innerhalb der jeweiligen Konver- 
genzintervalle geradezu als Erklärungen der dargestellten Funktionen 
gelten, und es muß demnach möglich sein, die Eigenschaften der Funk- 
an aus ihren Potenzreihen abzuleiten. So findet z. B. der Umstand, 
daß sin x eine ungerade Funktion ist, darin seinen Ausdruck, daß die 
zweite Reihe (1) nur Potenzen mit ungeraden Exponenten enthält. Weiter 
liefert z. B. die Differentiation der ersten Gleichung (2), die wir rechts 
„gliedweise“ vollziehen dürfen (S. 228): 


d Čin x Sat  7x° 


x? nA n6 
dx rn we 


so daß die zweite Gleichung (2) die Funktion 608 x als Ableitung von 
Sin x ergibt. 

Auch die Additionstheoreme sind leicht aus unseren Formeln ab- 
leitbar. Tragen wir z. B. in die Taylorsche Reihe (3) S. 230 die Funk- 
tion f(x) = cos x ein, so entsteht die unbeschränkt master Reihe: 

cos (x+h) = cos g — sin g- Soag t tsingi + eos! -7e 4 


Da diese Reihe absolut und demnach auch unbedingt konvergent ist 
(S. 210), so können wir sie durch Gliederumordnung auch in die Gestalt 
setzen: 


h? ht hê 4 3 5 7 
cos (z+h)= coss(1— zit g git) sin s(h-hta nnt) 


Da aber zufolge (1) die beiden hier in Klammern stehenden, nach Po- 
tenzen von A fortschreitenden Reihen die Summen cos h und sin h haben, 
so folgt das Additionstheorem: 


cos (x +h) = cos x cos kh — sin z sin k. 


Die Additionstheoreme sind auch auf Grund der Regel über Multipli- 
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kation von unendlichen Reihen (S. 214) beweisbar. Multiplizieren wir 
z. B. die beiden Reihen: 
x at æ , y 2 s 
em aa Na el a ee 
miteinander, so hat das Glied u, der als „Produkt“ sich ergebenden Reihe 
nach (3) S. 214 die Gestalt: 


=j = a 
a” Pe y x" 2 y? Eu k k n 


ee ei + m 1)! rag: PT 


Nun ist aber zufolge der ersten Gleichung (5) S. 143: 


1 1 1 n 
(n—hi'kı mi" (e) 

wo rechter Hand im zweiten Faktor der k Binomialkoeffizient der nt 

Potenz steht. Es folgt also mit Benutzung des binomischen Lehrsatzes 

(6) S. 143: 


un = u (=+ Werther legt + v") = ern 


Nun ist nach S. 214 die Summe der als „Produkt“ sich ergebenden un- 
endlichen Reihe e”. e: 


(Œ+ y) 
17 


æ+ y)" (æ+ y)’ 
A Er ie 


P” =i+ Ri 
Die rechts stehende Reihe aber ergibt sich aus der ersten Reihe (1), in- 
dem wir (x+y) an Stelle von x eintragen. Die Summe der letzten Reihe 
ist ‚also e”*’, womit das Additionstheorem der Exponentialfunktion 
ee! = ety wiedergewonnen ist. 


Aufgaben: 1) Man zeige die Differentiationsregeln der Funktionen e7, sin x, 
cos x, In(14:x) auf Grund der Potenzreihen. 
2) Man beweise die Additionstheoreme der hyperbolischen Funktionen: 


Eos (x+h) = Cos z Co8h + Ging Sinh, Sinke-+h) = Gin x Co h + Cog æ Sinh, 
indem man Go (x+h) und Gin (x-H-h) auf Grund der Taylorschen Reihe nach 


Potenzen von h entwickelt. 
3) Man zeige die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen: 


sin (c- y) = sin æ cos y + cos æ siny, cos (æ +y) = cos x cos y — sin x sin y 


mittelst der Multiplikation der Potenzreihen von sing und cosy usw. 
4) Man beweise die für jede positive Basis b und jedes endliche & gültige 
Reihenentwicklung: 
‘= x-Indb , (x-lnb)? , (æ. lnb)? 
le AA, ) + ee 
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10, Die Binomialreihe mit numerischen Anwendungen. Nach S. 90 
ist die mit einer beliebigen endlichen Konstanten m gebildete Funktion: 


(1) fœ) = 0 +a)" 
in jedem endlichen Intervalle — 1<a<xr<b eindeutig und stetig; auch 


>) 
hat sie daselbst für jede Ordnung & eine eindeutige und stetige Ableitung: 


(2) f(x) = m(m—1)--- (m—k 41) 1-4" —H 

Den Quotienten der beiden Produkte m(m— 1) (m—2) :--(m—k-+1) 
und k! =1-2.3---k wollen wir auch dann, wenn m nicht eine positive 
ganze Zahl ist, durch das Symbol: 


m\ m(m—1) (m -— 2) A ea) 
(3) (G= EEA 


bezeichnen. Für die positiven ganzen Zahlen m kommen wir auf die 
„Binomialkoeffizienten der m” Potenz“ zurück; hier verschwinden die Aus- 
drücke (3) für alle k > m. Ist indessen m eine negative ganze Zahl oder 
keine ganze Zahl*), so haben wir in (3) für k= 1, 2, 3,... eine unbe- 
grenzte Reihe von O verschiedener Zahlen. 

Mit Hilfe des Symbols (3) schreibt sich nun die Mac Laurinsche 
Reihe (Formel (11) 8. 174) der Funktion (1) so: 


9 Grid M)etljet rl" e 
Für das Restglied aber finden wir aus (12) S. 174 die beiden Gestalten: 
(5) REA (Kra toa- Ben) rear. 


Hier ist nun zunächst deutlich, daß wir bei einer positiven ganzen Zahl m 
für n =m einfach den binomischen Lehrsatz (6) S. 143 wiedergewinnen. 
In den übrigen Fällen erhalten wir demnach eine Verallgemeinerung 
dieses Satzes und wollen dieserhalb die sich ergebende unendliche Reihe 
als „Dinomialreihe“ bezeichnen. 

Um die Konvergenzfrage zu entscheiden, wählen wir erstlich ein x 
des Intervalles O0 < x < 1 und verstehen unter g eine bestimmte, dem 
Intervalle z <q <1 entnommene Zahl. Die rechte Seite der ersten 
Formel (5) können wir so zerlegen: 


ME ei mx ‚months il n-m 
R „(2) = E i 3 ET (i Tra) 4 


*) Der Fall m= 0, in dem fix) konstant gleich 1 ist, sei ausgeschlossen. 
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Für den einzelnen Faktor des in die große Klammer eingeschlossenen 
Produktes 


lim | een = lim | (Et) =» Eq 
liz oe 

Es läßt sich demnach eine N, positive ganze Zahl } derart an- 
geben, daß für alle Zahlen k >! die Ungleichung: 


(m —k+1)& 
ae ne <q 


zutrifft. Für alle n > haben wir dann, wie man leicht ausrechnet: 


R< Gr r 


Der erste Faktor rechter Hand ist eine von n unabhängige, bestimmte 
endliche Zahl, der zweite Faktor ist positiv und kleiner als 1, der dritte 
gleichfalls positiv und kleiner als 1 (sobald n>m gilt). Endlich gilt 
für den vierten Faktor lim "= 0, so daß lim R,(x)=0 für das ge- 


n= o 


wählte x bewiesen ist. 
Ist zweitens —1<x<0, so wenden wir die zweite Formel (5) an 
und zerlegen die rechte Seite so: 

m—1)z (m—?)x  (m—n-+1)e £ ; PE 1—8 \R-1 
R,@)-|' ei "o ? d =t ? med è v) ei) i 
Auf das in der großen Klammer stehende Produkt ist die eben durch- 
geführte Betrachtung wieder anwendbar, aus der hervorgeht, daß der 
Grenzwert dieses Produktes für lim n = œo gleich O ist. Die übrigen 
Faktoren bieten keine Schwierigkeit; man hat nur beim letzten Faktor 
zu berücksichtigen, daß #’|x| < # und also 0 < 1 — 9<1-—%|x! ist. 
Es gilt also auch für ein dem Intervalle — 1 < x < 0 entnommenes x 
stets lim R (x) = 0. 


Ist |z, >1, so folgt auf Grund des bei (5) 8.217 aufgestellten 
Kriteriums aus: 
Im 2 u, daim pit, 


lim (= Jim I =  le|=je|>1 
k=l “k1 k=o Eza 


die Divergenz der Binomialreihe. 
Bei Zusammenfassung der Ergebnisse erhalten wir somit den folgen- 
den Satz: Die Binomialreihe: 


© e (eraa et 


stellt für eine nicht-negative ganze Zahl m ein (m-+-1)-gliedriges Aggregat 
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dar, das für jeden endlichen Wert x gleich (1 +x)” ist und den binomischen 
Lehrsatz ergibt; in allen übrigen Fällen m ist die Reihe (6) eine unendliche, 
hat die Konvergenzgrenzen +1 und —1 und besitzt jedenfalls im Innern 
des Konvergenzintervalles die Summe (1+2)”. Über die Konvergenz- 
grenzen aber möge folgender Satz ohne Beweis angegeben werden: An 
der oberen Konvergenzgrenze +1 konvergiert die Binomialreihe stets 
und nur dann, wenn m > — 1 ist, an der unteren Grenze — 1 stets und 
nur dann, wenn m > 0 ist*). 


Für m = — 1 geht die Binomialreihe in die geometrische Reihe: 


(D leer 


des Quotienten — x über. Neben ihr merken wir zu baldigem Gebrauche 


et 1 
noch das Beispiel m = — , an: 


mip A J a ee NEET aa 
® rl ne en ae er 


Ist m gleich einem Stammbruche : , so gewinnt man aus (4) als 
Entwicklung der v*" Wurzel aus (l + x): 


(9) Vi+s=1+-z2- 1 TE on F a gania 


v 2y 2y 3v 


ap rel... ee Erz 


py P A n 


Für das Restglied haben wir dabei die zwei Gestalten: 


*) Der Beweis ist leicht durch Abschätzung der Restglieder zu führen, wenn 
man folgenden, auch für sich bemerkenswerten Satz kennt: Mit irgend zwei 
verschiedenen Zahlen a und b, die man als positiv annehmen darf, bilde man die 
monotone Zahlenreihe : 


an. EN. a+i Fe a+i a+2 x 
u EI RT TE A 
dann ist lim u = œ% für a>b und lim c, = 0 für a<b. Der zweite Teil dieser 
n= n=0 


Behauptung ist eine Folge des ersten Teiles. Ist aber a>D, so gilt für jede 
ganze Zahl k>a: 
atki _a—b a? 
In (> a) = 


wie man leicht mit Hilfe der „Logarithmusreihe“ (3) S. 231 zeigt. Die Gleichung 
lim (Inc) = + œ ist dann eine einfache Folge der Divergenz der Reihe (6) S. 217 


n=% 
für s=1 und ihrer Konvergenz für s— 2. 
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ate weal n— 1) —1 De 
k (2) = gb 2» Bu ei a REN, 
(14%) 
ir 1- 1 v—1 2r—1 (n—1)#—1 vi [1 n=l 
ae a ze a MESET Z7, 
atona 7 


Mit Hilfe dieser Formeln kann man Näherungsrechnungen für die Wurzeln 
aus ganzen Zahlen ausführen. Soll z. B. die v* Wurzel aus einer positiven 
ganzen Zahl a berechnet werden, die nicht gerade selbst die »‘° Potenz 
einer ganzen Zahl ist, so suche man die nächst größere Zahl b, welche 
die v* Potenz einer ganzen Zahl ist. Schreibt man b — a = c, so ist: 


Ka ia ll 


und hier kann alsdann der zweite Faktor nach der Formel (9) entwickelt 


werden, indem — : für æ eingesetzt wird. Da dieser Wert zwischen — 1 
und O liegt, so gilt für ihn lim R,= 0, so daß wir die Gleichung (9) für 


Näherungsrechnungen gebrauchen können. 
Nach dieser Regel findet man z. B. für V11: 


b 5 25 125 
yu= 4V1- UI n o "Ya 
Doch konvergiert diese Reihe nur erst langsam, d. h. | R,| nähert sich bei 
wachsendem m nur langsam dem Werte 0, so daß man zur Erzielung 
eines nicht zu ungenauen Näherungswertes ziemlich viele Glieder der 
Reihe berechnen muß. In solchen Fällen versuche man der Rechnung eine 


andere Wendung zu geben. Z. B. kann man V11 auch so entwickeln: 


1 5 T 
yi-3Yi4, ne Tage itage T istaa Y 
wobei eine bessere an er wird. Noch günstiger gestaltet 
sich folgender Ansatz: 


yii = $V- nr E (le 20 Er man 
Kürzt man auf die vier in der Klammer angeschriebenen Glieder, so zeigt 
die Abschätzung von R, unter Zugrundelegung der zweiten Gestalt (10), 
daß der Näherungswert zwar > V11 ist, daß indessen der Fehler geringer 
als eine Einheit der achten Dezimalstelle ist. Man findet als Näherungswert: 
V11 = 3,316624792; 


dieser ist um weniger als zwei Einheiten der neunten Stelle zu groß. 
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11. Reihenentwicklungen der Funktionen arc tg æ, are sin w, Ar g æ 
und Ar Gin æ. Bei manchen Funktionen f(x) ist es leichter, die Mac 
Laurinsche Reihe, d. i. die Potenzreihe, für die erste Ableitung: 

G) f (2) = a + a'e + ayat aate 

aufzustellen und ihre Konvergenz zu untersuchen, als diese Aufgabe für 
die Funktion f(x) unmittelbar durchzuführen. Die Reihe (1) ist offenbar 
die „abgeleitete Reihe“ der folgenden Potenzreihe: 

(2) AE E 

Sind + g die Konvergenzgrenzen von (1), die wir natürlich als von O 
verschieden voraussetzen, so folgt aus den Entwicklungen von $. 225 so- 
fort, daB auch die Reihe (2) diese Konvergenzgrenzen +g hat. Im Inter- 
valle —g <% < +g ist somit die Summe f, (x£) der Reihe (2) eine ein- 
deutige und stetige Funktion, welche daselbst die eindeutige und stetige 
Ableitung f'(x) hat, Hieraus folgt, daß im Intervalle — g < £ < +g 


auch die Differenz: 

Fa) = f(2) - h@) 
eine eindeutige, stetige und differenzierbare Funktion ist, die durch die 
Eigenschaft ausgezeichnet ist, daß ihre Ableitung F” (x) im ganzen Inter- 
valle konstant gleich O ist. Nach einem S. 136 bewiesenen Satze ist 
also die Funktion F(x) daselbst überall konstant; und da sie für s= 0 
den Wert f(0) hat, so hat sie diesen Wert im ganzen Intervalle: 


F (æ) = fa) — fi (£) = f0), —g<r< +g. 
Berechnen wir uns hieraus f(x) und tragen für f, (x) die Potenzreihe (2) 
ein, so folgt: 

app e ea 


(8) K=O +wa+ ar art E at 


als die gesuchte Potenzreihe für f(x), welche wieder + g zu Konvergene- 
grenzen hat. 
Setzt man in (7) S. 235 statt x den Wert + 2° ein, so folgt: 


n = a 2 87 0 ... 
Er + Fata FaH 


mit den Konvergenzgrenzen +1 und — 1. Nach (9) und (10) S. 123 haben 
wir links die Ableitungen von aretgx und Ar Tg x. Für beide Funk- 
tionen gilt f(0) = 0, vorausgesetzt, daß unter arc tg x der „Hauptwert“ 
dieser Funktion verstanden wird (s. S. 63). Es folgt: Die im Intervalle 
—1<x<+1 konvergenten Potenzreihen der Funktionen arctgx und 
Ar Tg x sind: 
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= 8 5 7 
(4). arc tg £ = g + -7+. 


u i 


(5) a EE a ea. 


An den Konvergenagrenzen +1 konvergiert die erste Reihe, während die 

zweite diwergiert. Letzteres folgt mit Rücksicht auf die Entwicklungen von 

3.212 aus der bedingten Konvergenz der Reihe (4) 5.210. Bei der Reihe: 
1 1 1 1 1 

(6) LA EHE A 


ergibt sich aus: 
Bs an Un = + Ir 2) + Suhl ange 


un a. 1 1 
nalen) 
daß die Summen $,, S4, 8,,... eine monotone Reihe wachsender, die 
Si» Sg, 8g,... eine ebensolche Reihe abnehmender Zahlen bilden. Über- 
dies gilt für jedes n die Ungleichung S}, < S,,,., 30 daß jedes S, mit 
geradem Index kleiner als jedes mit ungeradem Index ist. Also existieren 
Grenzen jener beiden monotonen Reihen, und es gilt: 


lim Dc lim f a 


Hier kann aber, wie aus: 
lim (Sont — Don) zZ lub Ave) En 0 


folgt, das Ungleichheitszeichen nicht ar so daß die Reihe (6) eine 
zwischen & = 1 und , = 5 gelegene Summe 8 = lim S, besitzt**). 


Setzen wir F a? statt x in (8) S. 235 ein, so folgt: 


1 5 
3 =] i 
yı Fæ 


mit den Konvergenzgrenzen + 1. Hier haben wir nach (7) S. 115 und 
(9) 8.116 die Ableitungen der Funktionen arc sin æ und Ar Ein x vor 
uns. Verstehen wir unter are sin x den „Hauptwert“ dieser Funktion, so 
gilh, für beide Funktionen wieder f(0)=0. Es ergibt sich: Die im 


*, Diese a der Funktion Ar Tgx ist auf Grund der dritten Glei- 
chung (2) 8.75 auch aus der „Logarithmusreihe“ (3) $. 231 herstellbar. 

*e) Dieselbe Überlegung dient zum Beweise der Konvergenz Jeder „ alternieren- 
den Reihe“ (s. S. 207), bei welcher die beiden Bedingungen > les: und 
lim v,„—=0 erfüllt sind. 
n=% 


ST E) 1 38 
a ke E 
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Intervall —1 < x < + 1 konvergenten Potenzreihen der Funktionen arc sin x 
und Ar Sin z sind: 


à m Tea Ir Dan 
(1) are sina 3t3 7 7 ty as T 
r A DA a T an gia g 
(8) Jp En A ter 


Beide Reihen sind auch noch an den Konvergenzgrenzen + 1 selbst kon- 
vergent*). 
Da die Reihe (4) für x = 1 konvergiert, so gilt nach dem Schlußsatze 


von 86 S. 225 mit Rücksicht auf den „Hauptwert“ arc tg 1 = T f 


(9) 


Diese Reihe ist jedoch für die Berechnung der Zahl x nicht geeignet, 
weil sio sehr langsam konvergiert. Indessen lassen sich aus der Reihe (4) 
besser konvergierende Reihen zur Berechnung der Zahl x herstellen. Setzt 
man z. B.: 


x e T a 
a pt a 


1 1 1 
arc tg o =Y are tg, = und also gu. Bump 


so lehrt das Additionstheorem: 


1 
S tgh +BY Be 
Be ey) in ie 2 


und demnach gilt umgekehrt: 
Yı + Y = arc tg = ab are tg + = are tg 1 =5, 


Setzt man also die Reihe (4) für die beiden Werte x = z und x =} an, 
so folgt durch Addition beider Gleichungen : 
m wA a e IN ll En 
au) eier 
Diese Reihe konvergiert erheblich besser als die Reihe (9). Da die Reihe 


(10) alternierend ist und wieder |u,,,; > (u| gilt, so ist für jedes » die 
Ungleichung |r—48,|< 4|u,| richtig. Ist also «,_, <0, so ist der 


*) Für die zweite Reihe folgt dies aus der Bemerkung der letzten Note. Die 
Konvergenz der ersten Reihe für æ = 1 ergibt sich aus einem Satze von Gauß über 
die Konvergenz der hypergeometrischen Reihe an ihren Konvergenzgrenzen. 
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Näherungswert 45, von x zwar zu klein, aber der Fehler ist < 4:u,|; eine 
entsprechende Aussage gilt für u,_;>0. Setzt man z. B. n=8, so gilt: 


0 < æ — 45; < i; (am + gr) < 0,000002; 
man erhält also in 48; einen Näherungswert für x, der um weniger als 
zwei Einheiten der sechsten Dezimalstelle zu klein ist. 


Kapitel III. Berechnung der Extremwerte der Funktionen. 


1. Die Extremwerte der Funktionen f (æ) einer Variablen. In irgend 
einem endlichen Intervalle sei eine eindeutige und stetige Funktion ge- 
geben. Man sagt, im Punkte a des Intervalles liege ein Maximum ( Minimum) 
fa) der Funktion vor, falls sich mit einer positiven Zahl ò eine „Umgebung“ 
a—-d<xz<a+6 der Stelle x derart eingrenzen läßt, daß „alle“ in dieser 
Umgebung eintretenden Funktionswerte f(x), von f(a) selbst abgesehen, kleiner 
(größer) als f(a) sind. Als zusammenfassende Benennung für ein Maximum 
und für ein Minimum der Funktion gebrauchen wir die eines „Eixtrem- 
wertes“ f(a) der Funktion. Man beachte, daß hierbei der Funktionswert 
fla) nur mit den in der Umgebung a — ô <x <a + ò vorliegenden Werten 
f(x) verglichen wird, während die außerhalb dieses Intervalles etwa ein- 
tretenden Werte f(x) nicht in Betracht kommen. Gebraucht man bei 
einer von O verschiedenen Zahl A das Symbol sgn (A) („Vorzeichen“ oder 
„Signum“ von A) im Sinne: 


a aA), 


d. h. setzt man sgn (A)= +1 oder = — 1, je nachdem A>0 oder A<O 
ist, so läßt sich die gegebene Erklärung kurz in folgende Gestalt kleiden: 
Der Funktionswert f(a) ist ein Maximum (Minimum) von f(x), falls für 
alle x in der Umgebung a— 8 <x<a-+ ð, ausgenommen x = a selbst, 
sgn (f(x) — f(a)) gleich — 1 (gleich + 1) ist. 

Sind die Ableitungen von f(x), soweit sie weiterhin zur Benutzung 
kommen, in dem zugrunde liegenden Intervalle gleichfalls eindeutig und 
stetig, so läßt sich sgn (f(x) — f(a)) leicht mittelst des Taylorschen Lehr- 
satzes bestimmen. Um hierbei sogleich zu einer allgemeinen Regel zu 
gelangen, nehmen wir an, daß f™®(x) die niederste unter den Ableitungen 
f (£), f” (£), --. ist, welche für x =a nicht verschwindet; ist bereits f (a)+0, 
so ist eben n = 1. Zufolge des Taylorschen Satzes gilt dann: 


D O- n OO r yar e+e): (wa), 


ni 


Da nun f"*V(x) in dem zugrunde liegenden Intervalle stetig sein sollte, 
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so läßt sich nach einem S. 20 aufgestellten Satze eine positive endliche 
Zahl h angeben, die größer ist als die Beträge |f**"(z)| aller im Inter- 
valle vorkommenden Funktionswerte f®+D(x), also auch 


> |/"+D(a +80 æ —0)|. 


Wählen wir eine Zahl ô entsprechend der Bedingung: 
1 
(2) oxo L ETa 


und übrigens so klein, daß die durch a — ô <x <a + ô festgelegte Um- 
gebung von a gänzlich in dem Intervalle gelegen ist, in dem f(x) erklärt 
ist, so folgt aus: 


[a+ oea)  le-al<d 
für jedes x der fraglichen Umgebung: 


1 
n+ 


i f" +D (a + Pir—a)) (x — a) <|f”(a)|, 


so daß für alle diese x der Ausdruck in der großen Klammer auf der 
rechten Seite der Gleichung (1) von O verschieden und mit (a) von 
gleichem Vorzeichen ist. Somit gilt für a— ð <z <a + ð: 


(8) sgn (f(x) — f0) = sga (fa)  sgn (@—a)"), 


abgesehen natürlich wieder von z = a selbst. Ist n gerade, so können 
wir die Gleichung (3) ersetzen durch: 


a) sgn (f(z; FW) = sgn (Fw); 


für ein ungerades n aber ziehen wir die Folgerung: 


je (fo) - fi) = + sgn (f), a<x<a+tb, 
sgn (fi) — fo) = — sgn (f (a)), a—d<ax<a, 


und zwar bleiben diese Gleichungen auch dann bestehen, wenn wir ô 
noch weiter verkleinern. 

Hiernach ist es, wenn v ungerade ist, unmöglich, eine Umgebung 
von a anzugeben, in der sgn (f(x) — f(a)) für xv+a beständig = + 1 oder 
beständig = — 1 wäre. Dagegen ist bei geradem n in der nachgewiesenen 
Umgebung sgn (f(x) — /(a)) für x+a entweder nur =+1odernur = — 1, 
nämlich gleich sgn (f"(a)). Hieraus ergibt sich folgender grundlegende 
Satz: Unter der Voraussetzung der Eindeutigkeit und Stetigkeit der zu be- 
nulzenden Ableitungen von fix) in der Umgebung von a gilt für das Auf- 
treten eines E.ctremwertes fa) an der Stelle a die Bedingung: Der Funk- 
tionswert fla) ist stets und nur dann ein Extremwert von f(x), wenn die 


Fricke, Diferential- u. Integralrechnung. I. 16 


6) 
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niederste im Punkte a nicht verschwindende Ableitung von f(x) eine „ge- 
rade“ Ordnung n hat; und zwar ist der Extremwert f(a) ein Maximum 
oder ein Minimum der Funktion f(x), je nachdem f®(a) <0 oder > ist. 

Da für den Eintritt eines Extremwertes f(a) die eben mit v bezeich- 
nete Ordnung eine der folgenden 2,4,6,... sein muß, so ist jedenfalls 
f (a) = 0, so daß wir die etwa auftretenden Argumente «= a mit Extrem- 
werten fla) durch Auflösung der Gleichung f(x) =Q in Erfahrung zu 
bringen haben. Für das einzelne so gewonnene a ist dann weiter nach 
der vorstehenden Regel zu verfahren; ist z. B. bereits f” (a) +0, so hat 
man für f”(a)<0 ein Maximum f(a), für f"(a)>0 aber ein Minimum fla). 

Übrigens kommen schon bei sehr einfach gebauten stetigen Funk- 
tionen f(x) Extremwerte f(a) an solchen Stellen a vor, in denen die Ab- 
leitung f'(x), welche existieren mag und auch im allgemeinen stetig sei, 
einen „Unendlichkeitspunkt“ oder einen „Unstetigkeitspunkt“ besitzt. In 
solchen Fällen, welche sich dem Ansatze der Gleichung f’(x)= 0 ent- 
ziehen, gehe man auf die stets gültige und sofort einleuchtende Regel 
amd Nimmt in einer Umgebung «&—- 86 <2<a-+6 von a eine daselbst 
stetige Funktion f(x) auf der einen Seite der Stelle a mit wachsendem x zu, 
während sie auf der anderen Seite mit wachsendem x abnimmt, so ist f(a) 
ein Extremwert. Innerhalb der Teilintervallea -— ö6<x<a und a<z<a+6d 
möge f'(x) existieren und stetig sein; nach einem $. 136 bewiesenen 
Satze entscheidet man dann durch Diskussion der Vorzeichen sgn (f’(®)) 
über die Zunahme oder Abnahme von f(x). 

Als Beispiel betrachte man erstlich die gerade Funktion f(x) =Vr, 
welche für jedes von O verschiedene x größer als O ist und also für z = 0 


das Minimum f(0)=0 hat. Die Ableitung f’(«) = v hat indessen für 
3yx 

x=0 einen „Unendlichkeitspunkt“. Da übrigens für jedes von O verschie- 
dene endliche x die Gleichung sgn (f’(a)) = sgn (x) zutrifft, so nimmt 
(was auch direkt einleuchtend ist) f(x) für © < 0 mit wachsendem x ab 
und für z > 0 mit wachsendem xv zu. 

Wir führen zweitens ein Beispiel aus, bei dem an der Stelle a eines 
Extremwertes f(a) die Ableitung f'(x) einen „Unsteligkeitspunkt“ hat. 
Mit Benutzung der Bezeichnung x’ = 27! setzen wir: 


eva Tg’ Sin x’ 1 
(6) f(z) u (z) < er E 


Diese Funktion f(x) ist jedenfalls für alle endlichen positiven Argumente 
eindeutig, stetig und selbst positiv. Da nach 8. 74 lim TZgx=1 gilt, 


“urn 


so ist lim f(x)=0. Da ferner f(x) eine gerade Funktion ist, so gilt auch 
z=+0D 
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für negative Argumente f(x) >O und lim f(x) = 0. Also ist f(x) in der 
z=—-0 


Umgebung von z =Q stetig, und da hier der Wert f(0) = O vorliegt, 
übrigens aber f(x) > 0 gilt, so ist der Wert /(0) = O ein Minimum der 
Funktion. 

Wie verhält sich nun an dieser Stelle die Ableitung: 


© ro-a 


der Funktion f(x)? Für #>0 ist (s. etwa (2) S. 229) Sin >x und 
Cos  >1. Aus (7) folgt also für x > 0: 


(8) 0 < f'(a) < Tg (5) <1. 
Für lim #— +œ wird zufolge (7) 8. 70 die Funktion ©o8 x’ unendlich 


wie z e”,so daß der Quotient von x’ und &o8° x’ nach S. 195 für lim z'= + œo 


x Sin a: Cos t — aq 
= tr = Cog — e 


Cots Eos!’ 


den Grenzwert 0 hat; somit ist: 

(9) Ce 

Da f’(&) eine ungerade Funktion ist, so folgt sofort weiter: 
u) =-—1. 


Die Ableitung f'(x) hat also im Nullpunkte x = O einen „Unstetigkeits- 
punkt“ und erfährt hier, falls man im Sinne wachsender x die Stelle O 
durchwandert, einen plötzlichen Wertzuwachs im Betrage 2. Sie geht dabei 
von negativen zu positiven Werten über in Übereinstimmung mit dem 
Umstande, daß f(0) = O ein Minimum von f(x) ist. 

In Fig. 43 ist der Verlauf der Funktion f (x) durch die zugehörige 
Kurve versinnlicht. Die Ordinate y = f(x) wächst, falls x von O bis +œ 
zunimmt, selbst von O bis 1. Dieser 
Teil der Kurve hat im Nullpunkte 
entsprechend der Gleichung (9) eine 
Tangente, die mit der positiven z- 


Achse den Winkel z bildet. Da 


übrigens die Kurve bezüglich der 

2-Achse sich selbst symmetrisch ist, 

so liegt im Nullpunkte eine „Einkniekung“ der Kurve vor, indem die 

eiden nach rechts und links ziehenden Kurventeile im Nullpunkte einen 

rechten Winkel miteinander bilden. In dieser Einknickung findet die Un- 
16” 


un — EFT N >> 
Fig. 8, 
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stetigkeit der Ableitung f'(x) an der Stelle des Extremwertes f(0) = 0 
ihr geometrisches Bild. 


2. Beispiele zur Bestimmung der Extremwerte von Funktionen f (æ). 
Eine rationale ganze Funktion ist mit ihren Ableitungen für alle end- 
lichen x eindeutig und stetig, so daß zur Bestimmung ihrer Extremwerte 
die Regel von S. 241 zur Geltung kommt. Die Argumente x, bei denen 
Extreinwerte einer ganzen Funktion n” Grades vorliegen, sind demnach 
durch Auflösung einer algebraischen Gleichung (n — 1)" Grades f’(z)=0 
zu gewinnen, so daß im Höchstfalle (n— 1) Extremwerte auftreten 
(s. 5. 187). So hat z. B. die Funktion dritten Grades: 


fix) = 22° — 32° — 19x + 13 


zwei Extremwerte, das Maximum /(—1)= 20 und das Minimum f(2)=-1: 
die Wurzelu der Gleichung: 


f (æ) =6(@°—-27—2)= 0 


sind nämlich — 1 und + 2, und für v = — 1 wird f(x) = 6(2x— 1) 
negativ, für x — 2 aber positiv. 

Bei einer rationalen Funktion f(z) sind in jedem endlichen Inter- 
valle, in dem die Funktion selbst endlich und also stetig ist, auch ihre 
Ableitungen stetig (s. S. 137). Alle endlichen Extremwerte einer ratio- 
nalen Funktion sind somit wieder nach der Regel von §. 241 feststellbar. 
Bei einer linearen Funktion: 

«xtp 5 ‚ g — fy 
O O 
wobei «ô — Py +0 vorauszusetzen ist. Hier tritt also noch kein Extrem- 
wert auf, dem Umstande entsprechend, daß die Kurve der Funktion eine 
gleichseitige Hyperbel ist, deren Asymptoten den Koordinatenachsen 
parallel sind. Eine rationale Funktion zweiten Grades kann im Höchst- 
falle zwei Extremwerte haben. Für die Funktion: 


: 2’ +6 7 2 (x° F x —-6) 
f(z) = SoTi 2 Fo Cati ’ 
so daß x = 2 und z = — 3 die Wurzeln von f(x) = O sind. Die zweite 


Ableitung schreibt man in diesem Falle zweckmäßig: 


desto», 


f” (&) = 2(2x +1) (2+1)? + 2(@+2—6) TE 


Es ist nämlich nicht nötig, den im zweiten Gliede angedeuteten Differen- 
tialquotienten zu berechnen, da das zweite Glied wegen seines ersten 


e 
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Faktors sowohl für z= 2 als für z =— 3 verschwindet. Das erste Glied 
aber liefert: 


fe) = >0, f"(—3)=— ; <0, 


so daß f(2)=2 ein Minimum und f(—3)=— 3 ein Maximum ist. Die 
Kurve der vorliegenden Funktion ist eine Hyperbel (s. Fig. 44), welche 
die Geraden 22 + 1 =0 und 22 — 4y=1 zu Asymptoten hat; das 
Maximum — 3 liefert den höchsten 


Punkt des unteren Zweiges und das ti Š Fih = 
Minimum + 2 den tiefsten Punkt des | | \ | 
oberen. { he EN, a 

Bei irrationalen und transzen- | | | 
denten Funktionen braucht die Regel er | 


von S. 241, wie die Beispiele von ca tio dero ; 
S. 242 zeigen, nicht notwendig alle AS | sinpi 
Extremwerte zu liefern. Doch kom- i 

men wir mit dieser Regel natürlich A | | 
in allen den Intervallen aus, in denen 7-7 
die Stetigkeit der Ableitungen fest- ` 
steht. Es ist z. B. die Funktion 
f(z) = x: In z im Intervalle 0< <1 
stetig; sie verschwindet an den beiden Endpunkten des Intervalles und 
ist im Innern desselben negativ, so daß sie daselbst mindestens ein Mini- 
mum haben muß. Da nun in der Umgebung jedes Innenpunktes von 
genannten Intervalle die Ableitung f’(x) stetig ist, so gelangen wir zu 
jedem Extremwerte von f(x) im Intervalle durch Lösung der Gleichung 
f (z)=1 +1Inz=0. Die einzige Lösung dieser Gleichung ist x = e7’, 
und man stellt in der Tat leicht fest, daß f(e')=— e~ * ein Minimum ist. 
Eine einfache Folge ist übrigens noch, daß die Funktion # = erw — g” 
an derselben Stelle ein Minimum wird. 

Die Regeln zur Bestimmung der Extremwerte der Funktionen kom- 
men in vielen Gebieten der reinen und angewandten Mathematik zur 
Verwendung. Ein paar Fragen der 
Geometrie mögen zunächst als Bei- 
spiele dienen. 

In Fig. 45 sind aus der Fläche 
des über dem Durchmesser AB er- 
richteten Halbkreises drei Flächen- 
stücke ausgeschnitten, nämlich zwei 
Halbkreise über den Teilen AP und 
BP von AB und ein Vollkreis, der 


En nr nn 


BAUER” af 
Fig. 44. 
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die drei genannten Halbkreise berührt. Der Rest der Fläche ist schraffiert: 
Welches sind die Extremwerte des Inhaltes der schraffierten Fläche, wenn 


der Radius OA des Halbkreises gleich 1 ist? 

Wir benutzen AB als Zahlenlinie, O als Nullpunkt und OB als 
positive Richtung; entspricht dem Punkte P dabei die Zahl x, so ist æ 
im Intervalle — 1 <x < + 1 variabel. Für y = +1 verschwindet die 
schraffierte Fläche. Für z = O liegt sicher ein Extremwert vor, da für 
zwei nur im Vorzeichen verschiedene x symmetrische und also inhalts- 
gleiche Flächen eintreten. 

Um die schraffierte Fläche als Funktion von x darzustellen, lesen 
wir aus Fig. 45 ab: 


PẸ = $ (1+2), PR = $ (1—3), 
OR = PR + s = | (1+2), 0Q = PQ — z = $ (1—2), 
sowie, wenn mit r der Radius des Kreises um S bezeichnet wird: 
08=-1-r, Q= (l+) +r, RE=} (1—2) +r. 
Wird X ROS = # gesetzt, so gilt zufolge des Kosinussatzes: 
RS’— OR’+ 08°— 20R- 08. cos f, 
QS = 00°+08°+200: 08: cos 9, 


woraus sich durch Elimination von cos ® ergibt: 


(1-3) G (1 -2)+r)4 sd +2) (5 (1+x)+ r) = : (1-29) +(1— r)% 


Hieraus berechnet man: u 

3F27 

so daß sich der schraffierte Inhalt als Funktion von x in die folgende 
Gestalt kleidet: 


Á 1 1 æ „il—& 
(1) 1O A ed E GTa) 
Die erste Ableitung dieser Funktion ist: 
, 1 g(x? + 92° 592°— 5) 
(2) f (x) -7 9 x CEEE = 
Für x = 0 verschwindet f'(x), und in der Umgebung dieser Stelle gilt 
sgn (f'(@)) = sgn (x). Hieraus ergibt sich, daß bei z = 0 die Funktion 


f(x) zu einem Minimum /(0) = S x wird. Die ganze Funktion 6t Grades 


y 
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(«+ 9x*+59x°— 5) ist für x >O monoton und wächst mit wachsen- 
dem x von — 5 bis + 00; sie hat also nur einen einzigen positiven Wert 
x als Wurzel und verschwindet natürlich auch für den entgegengesetzten 
Wert — x, während die vier anderen Wurzeln der Gleichung: 


(3) 2°+92:+59° —-5=0 


komplex sind. Da die fragliche Wurzel dicht bei O liegt (für 20,1 ist 
die linke Seite der Gleichung (3) bereits >0), so gewinnt man einen 
brauchbaren Näherungswert, falls man gë neben den übrigen Gliedern 
in (3) links vernachlässigt und also die für x? quadratische Gleichung 
9x: + 592°? — 5 = 0 löst. Man findet v = 0,298... und damit als Maxi- 
mum des fraglichen Inhaltes angenähert 0,14-x, einen Wert, der das 
bei x=0 vorliegende Minimum 0,1388...x nur wenig übertrifft. 

In Fig. 46 ist der axiale Schnitt eines 
einer gegebenen Kugel vom Radius r um- 
schriebenen geraden Kegels gezeichnet. Es 
soll festgestellt werden, wie man den Kegel 
wählen muß, damit sein Volumen möglichst 
klein ausfällt. 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 


AABC und AEDC 
folgt: 


zıyerıYy—ay, ymai? Pig. ie. 
wenn & der Radius der Grundfläche und y die Höhe des Kegels ist. Das 
Kegelvolumen als Funktion f(x) vom Radius x der Grundfläche ist ge- 


geben durch: 


xi 


fa)=zar 4 


Nach der Regel von S. 241 findet man, daß fürz=r-y2 das Mini- 
mum f(r-Y2) = x xr? eintrifft. Das Volumen dieses kleinsten Kegels 


ist also gerade doppelt so groß wie das Kugelvolumen. Übrigens ist die 
Höhe des kleinsten Kegels doppelt so groß wie der Kugeldurchmesser. 
Auch die Gesamtoberfläche des Kegels, welche sich aus der Mantelfläche 
und der Grundfläche zusammensetzt, erreicht für v = r -V2 ihren kleinsten 
Wert 8xr?, der sich als doppelt so groß wie die Kugeloberfläche erweist. 

Eine Horizontalebene Æ trenne zwei Medien von ungleicher Dichtig- 
keit. Bin materieller Punkt P bewege sich im oberen, dünneren Medium 
wit der konstanten Geschwindigkeit v,, im unteren, diehteren mit der 
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gleichfalls konstanten Geschwindigkeit v, die <; ist. Nun soll der 
Punkt von einer Stelle A des oberen Mediums nach einer nicht gerade 
senkrecht darunter gelegenen Stelle B des unteren Mediums wandern. Es 
soll derjenige Weg ausfindig gemacht werden, auf welchem P in der 
kürzesten Zeit von A nach B gelangt. 

An der Stelle C durchschreite der materielle Punkt P die Horizontal- 
ebene 7. Dann wird im oberen Medium der günstigste, d. i. in kürzester 
Zeit zurückzulegende, Weg natürlich die Gerade AC sein, im unteren 
Medium die Gerade CB. Die Lote von A und B auf die Ebene E mögen 
Ein den Punkten A’ und P’ treffen. Der Voraussetzung zufolge fallen 
diese Fußpunkte nicht zusammen, haben vielmehr eine Entfernung 
4A’D==e>0 voneinander. Die beiden Parallelen 4A’ und BB’ legen 
eine eindeutig bestimmte Vertikalebene E’ fest, welche die Punkte A und 
B in sich enthält. Wir behaupten, daß der Punkt C und damit die Ge- 
raden AC und CB der Ebene E’ angehören. Wäre dies nämlich nicht 
der Fall, so würde das Lot OC’ von C auf die Ebene E’, welches offenbar 
in der Ebene F verläuft, einen günstigeren Weg AC’B für den Punkt P 
liefern, da die Strecken AC’ und C'B 
als Katheten zweier rechtwinkligen 
Dreiecke kleiner als die Hypoten usen 
«LC und OB sind. 

In Fig. 47 ist nun die Ebene £” 
mit dem günstigsten Wege ACB ge- 
zeichnet. Dieser Weg baut sich, wie 
wir schon wissen, aus den beiden ge- 
raden Strecken AC und OB auf, die 
zusammen eine gebrochene Linie lie- 
fern. Der Punkt C, wo die „Brechung“ 
der Bahn stattfindet, kann weder links 
von A’, noch rechts von B’ liegen; 
läge nämlich C etwa links von A’, so würde jede Annäherung von C 
an A’ eine günstigere Bahn liefern. Setzen wir demnach A'C =g, so ist 
x eine dem Intervalle 0 < x <e angehörende Unbekannte, und es gilt 
B’C=e-x. Ing stellen sich aber die beiden im oberen und unteren 
Medium zurückzulegenden Wege so dar: 


AC=Ya?’+ a, CB=V(e- x) +b, 
wobei zur Abkürzung A Æ = a, B.B’= b gesetzt ist. 
Andrerseits ist, da die Geschwindigkeit im oberen Medium konstant 
sein sollte, der Weg AC gleich dem Produkte v,» f der Geschwindig- 


Fig- 4i. 
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keit v, und der Zeit 4, die der materielle Punkt P gebraucht, um von 
A nach C zu gelangen (s. S. 104). Für die Zeitt, folgt daraus 4 = 071- AC. 
Indem man eine entsprechende Betrachtung für die Wegstrecke C B durch- 
führt, stellt sich die Gesamtzeit, welehe der Punkt P gebraucht, um von 
A nach B zu gelangen, als Funktion von g so dar: 


Um die Ableitung dieser Funktion: 

EEE SI TR 
Vefa ° Ve-ay'+b 
bequem untersuchen zu können, denken wir im Punkte C auf der Ebene 
E nach beiden Seiten hin Lote errichtet (s. Fig. 47), welche mit AC und 
CB die Winkel « und 8 bilden; den Winkel æ nennen wir den „Einfalls- 
winkel“ der Bahn, den Winkel ß aber den „Brechungswinkel“. Sie sind 
die Komplementwinkel der in der Figur mit «œ und ß’ bezeichneten 
Winkel; man liest aus Fig. 47 ab: 


f'(x) = v7} 


Z a cosg = sing, Ze ß, 
Va’+a* V(e— x)" +b? 
so daß sich die Ableitung f'(x) so schreiben läßt: 
(4) f'(x) =v] '- sin « — vz +- sin $. 


Man beweist nun leicht folgende Aussage: Beschreibt x stetig wach- 
send das Intervall O<x<e, so beschreibt f'(x) monoton und stetig 
wachsend das Intervall: 

Span 5 SITE =i @ à 
et te 
Demnach liegt „ein“ Nullpunkt f'(x) im Intervalle vor, welcher das gesuchte 
Minimum der Zeit f(x) ergibt. Setzen wir den Quotienten der beiden 
konstanten Geschwindigkeiten v :v, = v, so folgt durch Nullsetzen des 
Ausdrucks (4) von f(x): 


6 Me 

Die Brechung der Bahn beim Eintritt derselben in das dichtere Medium 
erfolgt also stets in der Art, daß der Sinus des Einfallswinkels « und der 
des Brechungswinkels B ein konstantes Verhältnis v bilden. Es ist dies 
zugleich das in der Optik experimentell festgestellte Snelliussche 
Brechungsgeseiz, nach dem ein Lichtstrahl beim Übergange aus einem 
optisch dünneren in ein dichteres Medium abgelenkt oder gebrochen 
wird; die Konstante v heißt in der Optik „Brechungsindex“ und hat z. B. 
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beim Übergange aus Luft in Wasser für die Natriumlinie des Spektrums 
den Näherungswert v = 1,33. 

In einer gegen die Flächen eines dreiseitigen Glasprismas senkrecht 
verlaufenden Ebene falle ein Strahl einfarbigen Lichtes auf das Prisma 
und werde beim Durchgang durch dasselbe, wie Fig. 48 andeutet, abge- 
lenkt. Es soll untersucht werden, wann die 
durch die beiden Brechungen an den Prismen- 
flächen entstehende gesamte Richtungsänderung 
des Strables ein Minimum wird. 

Die beiden vom Strahle durchschrittenen 
Prismenflächen mögen den Neigungswinkel « 
miteinander bilden; für die beiden Brechungen 
mögen die Einfalls- und Brechungswinkel, wie 
Fig. 48 darlegt, durch x, y, &, y' bezeichnet sein; endlich sei v der 
Brechungsindex. Dann gilt, da die beiden Komplementwinkel von x 
und x’ mit « die Winkel eines Dreiecks bilden: 


Fig. 48, 


(6) stWX=a, r= T. 

Andrerseits liefert das Brechungsgesetz: 

(1) sin y = v- sin v, sin y = v - sin g. 

Wir nehmen an, daß die beiden Winkel y und y'<% seien; dann gilt 
0 < sin g < v~t und 0 < sin z< v~’, wofür wir auch en können: 


(8) 0 <z < are sin (>), O< r< are sin (4) 


v 
Durch Addition dieser Ungleichungen folgt mit Rücksicht auf (6), daß 
der Prismenwinkel « die Bedingung: 


(9) u < 2 are sin (+) 


zu erfüllen hat. Ist & > arc sin (): so folgt, wenn wir in die zweite 


Ungleichung (8) für x’ seinen Wert (@—x) eintragen, « — x < arce sin (5) 
und damit die weitere Beschränkung für x: 


(10) & — arc sin (S) < g< are sin (>). 


» Für æ < g« — arcsin (;) würde an Stelle der zweiten Brechung totale Re- 


Sexion des Lichtstrahles im Prisma eintreten 
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Ist hingegen «< arc sin (5), so soll an Stelle von (8) die Ungleichung: 


(11) 0<a<e 


treten, damit 2’> O gilt und also, wie Fig. 48 skizziert, beide Brechungen 
den Lichtstrahl im gleichen Sinne ablenken. 

Die Gesamtablenkung des Lichtstrahles ist nun y~z +y —x =y +y —« 
und stellt sich demnach auf Grund von (6) und (7) als Funktion f(x) 
des Winkels x so dar: 


f(x) = arc sin (v sin x) + are sin (v sin («—x)) — «. 
Die zugehörige Ableitung ist: 
f’(2) yui LEN & s v CO9 y COS (œ — £) 
y1 — (rsin x)? =fr- (v sin (œ — PL 


und kann auch so geschrieben werden: 


e DEU a 
a N Vet a 
Da v>1 ist, so wird, falls z stetig wachsend sein Intervall (10) bzw. (11) 
durchläuft, die erste Wurzel in (12) gleichfalls stetig wachsen und die 


: : z 1 7 4 
zweite stetig abnehmen. Für x = , « werden aber beide Wurzeln einan- 


der gleich. Hiermit haben wir also den einzigen Nullpunkt von f’(x) ge- 
wonnen; es ist zugleich einleuchtend, daß f’(x) bei stetig wachsendem x 


von negativen zu positiven Werten beim Durchschreiten der Stelle x = . & 


übergeht. Das Minimum der Ablenkung erhalten wir also für z =x’, d. h. 
für den Fall, daß der Lichtstrahl im Prismeninneren senkrecht zur Hal- 
bierungslinie des Winkels œ verläuft. 


3. Aufgaben zur Bestimmung der Extremwerte von Funktionen fx). Von 
folgenden Funktionen sollen die Extremwerte bestimmt werden: 


1) fix) =22"+30°—-560--48; f(2)=4 ist Minimum, f(—3)=129 Maximum 


2) fe)=a—ı13lng; f(8)= 9 — 181n3 = — 10,77498... ist Minimum. 
3) f(x) = = ; A= et ist Maximum. 
1 
4) fla) =x"; fe” ist Maximum, 
5) f(x) = sin x THA - sin 2x: (5) = 2 ist Maximum, (5) N y> 


Minimum. Es ist auch f'(x)= 0; jedoch ist die niederste an der Stelle nich 
verschwindende Ableitung erst f (æ. Man wolle die Kurve der vorliegenden 
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Funktion zeichnen und an derselben die Ergebnisse der Rechnung bestätigen. Zur 
Gewinnung der Kurve zeichne man zunächst die beiden Sinuskurven y, = sin æ und 


Y= e sin 22 und addiere dann bei der einzelnen Abszisse x die beiden Ordina- 


ten y, und y. 

Hieran mögen sich folgende eingekleidete Aufgaben reihen: 

6) Man zerlege die Zahl 21 so in zwei Summanden, daß das dreifache Quadrat 
des ersten Summanden, vermehrt um das vierfache Quadrat des zweiten ein Mini- 


mum wird. — Die Summanden sind 12 und 9. 
7) Man zeige, daß unter allen Vierecken mit gegebenen Seiten a, b, c, d das 
„Viereck im Kreise“ den größten Inhalt hat. — Schließen die Seiten a,b den 


Winkel æ, die Seiten c, d den Winkel y ein, so folgt aus dem Kosinussatze die 
Relation: 
2cd -cos y — 2ab » cos x + (a +l!— —- d’) = 0, 
woraus man nach der Regel (6) S. 159 für die Differentiation einer unentwickelten 
Funktion: ; ; 
dy  ab-sinz 
de ed-siny 


erbält. Der Vierecksinhalt ist f(x) = t ab-snc+ $ cd -siny und liefert: 
; . du sin (c-+ y) 
2 = . x . Deas dh. AI 
F (@) = ab. cosg + ced cosy Tr ab Ba 
woraus die Angabe über das Maximum von f(x) leicht folgt. 

8) Man beweise, daß von allen Dreiecken mit einem gegebenen Winkel « 
und vorgeschriebener Summe s der beiden einschließenden Seiten x, Ki das für 
æ= y eintretende gleichschenklige Dreieck den größten Inhalt bat. — Der Inhalt 
des Dreiecks ist als Funktion von x gegeben durch: 


Em f(&) = : 2(s—2%)- sine. 


9) Man zeige, daß unter allen Vierecken mit 
> gegebenen Winkeln «, ß, y, ô und gegebenem Um- 
? fange das „Viereck um den Kreis“ den größten 
Inhalt hat. — Es gibt einen Punkt, der von zwei 
Gegenseiten des Vierecks gleiche Entfernungen 
b, x und zugleich von den beiden anderen Gegen- 
seiten gleiche Entfernungen y hat (s. Fig. 49). 
ä Die vier Lote x, y mögen die Seiten in die Ab- 

? b, schnitte a,, bi, b,, ... zerlegen, wie Fig. 49 an- 

Fig. 49 deutet. Das in der Figur links unten gelegene 

Teilviereck der Seiten a,, x, Y, a, hat zwei rechte 

Winkel und die Winkel « und (x — «). Die Summe der Projektionen von a, und y 

auf a, ergibt die Seite a,, und ebenso liefert die Summe der Projektionen von o, 
und æ auf a, die Seite a,: 


a, = a cos « + y sine, a, = Q, COS & + weine. 
Hieraus folgt durch Addition und Auflösung nach (a, -+ a): 
sin & 


ap: a TE ae 


Entsprechende Gleichungen bestehen für b, -+ ba, ©, + €, dı + da, wobei rechts an 
Stelle von œ die Winkel £, y, ð treten. Da durch Addition aller vier Gleichungen 
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links der vorgeschriebene Umfang des Vierecks gewonnen wird, so erkennt man, 
daß für alle Vierecke dieses Umfangs und der gegebenen Winkel «, f, y, ò die 
Summe (x+y) und demnach auch alle Summen a, + as, b, + bas C +- C, di + d 
konstante Werte haben. Einleuchtend ist, daß für x = y zugleich die Gleichungen 
a, = y, bi = bu, C, = Cay dy = de zutreffen. 
Zufolge der Lösung der achten Aufgabe 
haben in diesem Falle die acht Teildrei- 
ecke in Fig. 49 ihren größten Inhalt, so 
daß auch das Viereck mit x =y, d.h. 
das „Viereck um den Kreis“ den größten 
Inhalt hat. 

10) Welches ist der inhaltlich größte 
Zylinder, welcher nach Art von Fig. 50 
einem gegebenen geraden Kreiskegel ein- 
geschrieben ist? — Die Höhe des Kegels 
und der Radius seiner Grundfläche seien 
h und r; für den Zylinder seien æ der 
Radius der Grundfläche und y die Höhe. 
Da AABCADBE ist, so gilt: 


y:(r—a)=h:r, y= : r—2). 


DasZylindervolumen alsFunktion vong ist: 
f(x) = xz? y = z? (rat — s’). 


9D 
Das Maximum tritt für x = zn y= 5 h ein; der Inhalt des größten Zylinders 


verhält sich zum Kegelinhalt wie 4 zu 9. 

11) Welches ist die günstigste Gestalt einer oben und unten geschlossenen 
zylindrischen Büchse von ein Liter Inhalt, d. h. wann ist die Oberfläche am 
kleinsten, so daß zur Herstellung der Büchse möglichst wenig Material verbraucht 
wird? — Ist x der Radius der Grundfläche und y die Höhe (gemessen in 1™ als 
Längeneinheit), so gilt, da der Inhalt gleich 1 sein sollte: 


1 


ræ y =l, iÀ 
Die aus den beiden Grundfächen und der Mantelfläche zusammengesetzte Ober- 
fläche ist als Funktion von x gegeben durch: 


3 
fa) = na 42 ney = 2ra t = . 


Das Minimum tritt ein für 2 —, ` won øg y 
Var TAD j 
wird, und also ein axialer Schnitt ein Quadrat i I 
darstellt. - 
12) Man führe die entsprechende Aufgabe ? ( 
für eine oben offene Büchse durch. — Das Mini- B i~ 2 | 
mum der Oberfläche tritt jetzt für y = x ein. | 
13) Von welcher Stelle der x-Achse er- | en Sa } 
scheint die Strecke AB der positiven y-Achse 
(s- Fig.51) unter größtem Gesichtswinkel 9? — 


Setzt man OA=a und OP =b, so ist tg 
als Funktion von g: Fig. 01. 
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a b 
x © x 
f£) = tg ò? = maipi abp at 


Das Maximum von # tritt für v = Vab ein, d.h. an der Stelle P, deren Abszisse 
die mittlere Proportionale von a und b ist. 


F 14) In einer Ebene seien eine Gerade und 
: zwei Punkte F, und F, auf der gleichen Seite 
i der Geraden gegeben (s. Fig. 52). Die Lote 


F, Q, und F, Q, von den Punkten auf die Gerade 
l p F mögen die Längen p, und p, baben; für die Ent- 
4 N Ya fernung ! der Lotfußpunkte gelte = Q, Q, > 0. 
R Man stelle fest, für welchen Punkt P der Gera- 


Mm P FE. den die Summe (F, P + F,P) der Entfernungen 
I i” des Punktes P von F, und F, am kleinsten 
Fia. öt. “P ist. — Setzt man PQ, = <x, so ist PO, =1— x 

er s und man bestätigt leicht: ? i 


F P+ FP=fo=Ve’+pi+ Via E. 
Die Ableitung dieser Funktion ist: 
_® JA Be 
Ve’+pi Vü-a)’+p}' 

wofür man auch schreiben kann (s. Fig. 52): 

f’ (Œ) = cos x F, P Q, — cos x F, PQ,- 
Das Minimum von f(x) tritt somit für den Punkt P, der Geraden ein, bei dem 
XF, P,Q, = x F, P,Q, ist, bei dem also die beiden Geraden von P, nach F, und 
F, mit der gegebenen Geraden gleiche Winkel bilden. 

Das Ergebnis ist auch unmittelbar geometrisch einleuchtend. Ist nämlich F,’ 
zu F, symmetrisch bezüglich der Geraden gelegen, so gilt F, P+ PF,— F, P 4- PF,, 
so daß wir das Minimum für den Schnittpunkt P, der Verbindungsgeraden FORS 
gewinnen. Hieran knüpft sich noch folgende weitere Betrachtung: Für den ge- 
fundenen Punkt P, setze man zur Abkürzung IP, -+ F,P, = 2u und schreibe 
andrerseits F, F, = 2e. Alle Punkte P’ der Ebene, für die F, P -+ F, P’ = 2a 
ist, bilden die Ellipse mit den beiden Brennpunkten F,, F,, der halben großen 
Achse a und der Exzentrizität e. Die gegebene Gerade ist notwendig eine Tan- 
gente der Ellipse; denn sie hat mit der Ellipse den Punkt P, gemeinsam, während 
alle übrigen Punkte P der Geraden zufolge F, P + F,P > 2a außerhalb der Ellipse 
liegen. Aus x F, P,Q,=x F; P,Q, folgt somit der bekannte Satz, daß die Ellipsen- 
tangente des Berührungspunktes P, mit den zugehörigen „Brennstrahlen“ F, P, 
und F,P, gleiche Winkel bildet. 

15) Man ändere die Bedingungen der vorigen Aufgabe in der Weise ab, daß 
F, und F, auf verschiedenen Seiten der gegebenen Geraden liegen, bestimme den 
Extremwert der Differenz (F, P — F,P) und arbeite die Beziehung zur Hyperbel 
heraus. 

16) Bei rechtwinkligen Raumkoordinaten sei eine Gerade im Raume durch 
das Gleichungenpaar y = næ -+ 2, z = uæ 4 v gegeben. Welches ist der Abstand 


des Nullpunktes von der Geraden? — Das Quadrat der Entfernung des Nullpunktes 
vom Punkte (x, y, z) der Geraden: 


= 
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St yet ct Ni eH)? 
wird zum Miniwum für: en 
rer 
Der gesuchte Abstand selbst ist („A. G@.*, S. 114): 


yeme J DEAN 
T 


4. Die Extremwerte der Funktionen mehrerer Variablen. Die Funk- 
tion f(z, y) der beiden unabhängigen Variablen x, y sei in einem gewissen 
Bereiche (s. S. 93) der Zahlenebene eindeutig und stetig. Man sagt, an 
der Stelle (a, b) des Bereiches liege ein Maximum (Minimum) f(a, b) der 
Funktion f(x, y) vor, falls sich etwa vermittelst der beiden Ungleichungen 
a—d<x<a+d, b-d<y<b+ö eine „Umgebung“ der Stelle (a, b) so 
festlegen läßt, daß für „alle“ Punkte (x, y) dieser Umgebung, abgesehen 
vom Punkte (a, b) selbst, die Funktionswerte f(x, y) kleiner (größer) als 
f(a, b) sind. Wie S. 240 können wir diese Erklärung auch in die Gestalt 
kleiden: Der Funktionswert f(a, b) ist ein Maximum (Minimum) von 
f(x, y), falls für „alle“ Stellen (x, y) der Umgebung von (a, b), abgesehen 
allein von der Stelle (a,b) selbst, sgn (f(x, y) — f(a, b)) gleich — 1 (gleich 
+1) ist. 

Wir nehmen an, daß f(x, y) im zugrunde liegenden Bereiche partielle 
Ableitungen, soweit dieselben weiterhin benutzt werden, besitze, und daß 
diese Ableitungen daselbst gleichfalls eindeutig und stetig seien. Da 
offenbar die Funktion f(x, b) der Variablen x an der Stelle z =a einen 
Extremwert haben muß und ebenso die Funktion f(a, y) der Variablen y 
an der Stelle y = b, so haben wir nach einem S. 242 aufgestellten Satze 
als notwendige Bedingung eines Extremwertes f(a, b) die beiden Glei- 
chungen: 

a) fila, d) = 0; flab) = 0: 

Im übrigen verhilft wieder die Taylorsche Formel (1) 8. 203 zur 
Berechnung des Vorzeichens sgn (f(x, y) — f(a, b)). Bilden wir diese Formel 
für n = 3 unter der Voraussetzung des Zutreffens der Gleichungen (1), 
so folgt durch Transposition des ersten Gliedes rechter Hand und Multi- 
plikation mit 2: 

2 (f(x, y) — fla, b) = fex(a, b) (@—a)? + 2fayla, b)(«—a) (y—b) 

+ faula, b) (y—b) + 2 Rs, 
wobei R, nach der allgemeinen Vorschrift (3) 5. 204 herzustellen ist. 
Die Koordinaten z, y mögen nach (2) S.203 durch die Variablen s und « 
ersetzt werden, unter s die Länge der Strecke von (a, b) nach (x, y) ver- 
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standen und unter œ den Winkel, den diese Strecke gegen die Richtung 
der positiven z-Achse bildet. Bedienen wir unsdann noch der Abkürzungen 


fesla, b) = far, fayla, V) = far, Fu l0, O) = fs 50 gilt: 
(2) 2(fix,y)— f(a,b)) = $è {fz cos?« + 2f,ycosesin« + fy sin’ e + 2s Ry}, 
wobei 6- R das viergliedrige Aggregat ist: 
6R; = fars (a + 9a —a), b + Fy—b)) cos” « 
+ Bf, (a + Pz —a), b+ 8y —b)) cos? a sing +- -. 


Indem wir annehmen wollen, daß (a,b) ein Innenpunkt des zugrunde 
liegenden Bereiches ist, können wir um (a, b) mit einem von O verschie- 
denen Radius r einen Kreis legen, der ganz innerhalb jenes Bereiches 
liegt. Aus der vorausgesetzten gleichmäßigen Stetigkeit der dritten Ab- 
leitungen läßt sich dann, damit (x,y)auch der Punkt (a +8 (2—a), b+ 8y —b)) 
dem Kreise angehört, der Schluß ziehen, daß für alle Punkte (x, y) der 
fraglichen Kreistläche die Ungleichung |R,'| <% besteht, wo h eine be- 
stimmte endliche positive Zahl ist*). Schreiben wir demnach für das allein 
von « abhängige und von s unabhängige Aggregat der drei ersten Glieder 
in (2) rechts die Abkürzung: 


(3) fas cos? æ + fey cos a sin æ + fy sin? « = F(a), 


so wird, falls für eine fest gewählte Richtung « der Ausdruck F'(«) + 0 
ist, das Aggregat in der Klammer der rechten Seite von (2) bei allen 
die Bedingungen: 

(4) be 2 er 


erfüllenden s dasselbe Vorzeichen haben wie F(«): 
sgu (fa, y) — f(a, b)) = sgn (Fio). 


Damit nun der Ausdruck F(«) nicht für jeden Winkel « verschwindet, 
machen wir die beschränkende Annahme, daß die für die Stelle (a, b) be- 
rechneten Ableitungen zweiter Ordnung fax ‚zu, fy, nicht zugleich verschwinden. 
Gilt dann erstlich {4 =0, fp 0, so sind die beiden Werte F(7) = fi, 
und F (7) = — fx, von O verschieden und haben entgegengesetzte Vor- 
zeichen, so daß in jeder noch so kleinen Umgebung von (a, b) eine Stelle 
(x, y) mit sgn (f(x,y) —f(a,b))= +1 und eine mit sgn (f(x, —f(a,b))= —1 
nachweisbar ist. Es ist also in diesem Falle f(a, b) sicher kein Extremwert. 


N] Man hat, um dies zu zeigen, die §. 20 für die Zahlenlinie durchgeführte 
Betrachtung auf die Zahlenebene zu übertragen. 
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Ist zweitens mindestens einer der beiden Werte frs und fy, etwa 
faz nicht gleich O, so folgt: 
(5) Far Fe) = (fir cos æ + fa, sin a)’ (fay — farf) sin? a. 
Ist nun foy? — fas foy = 0, so ist zwar, wenn fos Cos «+ fey sin œ = O 
zutrifit: 
sgn (f(x, y) — fla, W) = sgn (Fio) = sgn (far). 
Indessen ist für den aus: 


u COS y = — Er em 
len SERT 
zu berechnenden Winkel «, die Bedingung F(«) + O nicht mehr erfüllt. 
In der Richtung «, könnten also sehr wohl noch jeder Umgebung der 
Stelle (a, b) Punkte (x, y) angehören, in denen das Vorzeichen von 
f(e, y)— f(a, b) gleich — sgn (fx) ist. Unser Ansatz, der auf dem Ge- 
brauche der Glieder zweiten Grades der Taylorschen Formel beruht, er- 
weist sich in diesem Falle noch nicht als ausreichend, und wir wollen, 
um nicht zu weit ausholen zu müssen, auch noch die weitere beschränkende 
Annahme machen, daß foy’ — fea fyy # O sei. 

Ist jetzt erstlich fy” — fes fyy > 0, so trage man in (5) einmal « = 0, 
sodann den aus (6) zu berechnenden Winkel «, ein; man gewinnt: 


sgn (F0) = sgn (fi), sen (Flo) = — sga (fi). 

Jetzt kann also f(a, b) kein Extremwert sein. Gilt zweitens foy —frs fuy <0, 
so ist der in (5) rechts stehende Ausdruck für alle Winkel « positiv, so 
daß sgn (F(&)) = sgn (fz.) gilt und damit die hinreichende Bedingung 
eines Extremwertes erreicht ist. Aus frs? —fafm<0 oder fe fw>fru" 
folgt übrigens, daß notwendig beide Werte frs und fyy von O verschieden 
und von gleichem Vorzeichen sind; die Bedingung fxs + O brauchen wir 
also weiterhin nicht mehr besonders hervorzuheben. 

Um übrigens zu wissen, in welcher Umgebung der Stelle (a, b) wir 
im letzten Falle einen Schluß auf das Vorzeichen sgn (f(x, 9) — f(a, b) 
zu ziehen berechtigt sind, müssen wir das Minimum von |F(«)| kennen. 
Schreiben wir F(«) in die Gestalt um: 


M Flo) A (fett) + fa sin 2a + 5 (fa fm) cos 2a, 


so ergeben sich die Extremwerte dieser Funktion von « einfach nach der 
Regel von S. 2441. Durch Nullsetzen der Ableitung F’(«): 


F(a) = 2f cos 2 — (frs — fy) sin 20 = 0 


Fricke, Diferential- u. Integralrechnung. I. 17 


(6) sin «y = 
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finden wir für die Argumente « mit Extremwerten F(«)*): 
ee A afi, 
-a as sin 2« = > 3 RL 
EV ie — fu)? + Alay EV (fie Iy) t tay 


Als Minimalwert | F'(«)| ergibt sich hieraus nach kurzer Zwischenrechnung : 
y 1 r r "y pn en 
(8) iF (e)| = wg . Mr. u? Im)’ t fen” ey): 


Setzen wir diesen Wert F(«)| in (4) ein und unterwerfen s den beiden 
Bedingungen (4), so baben wir damit eine kreisförmige Umgebung 
der Stelle (a, b) gewonnen, in der nach der vorstehenden Desig 


sgn (fx, y) — fia, D) = sgn (fex) 


cos 2« = 


„ 


beständig gilt. 

Als Ergebnis der Untersuchung notieren wir: Damit an einer Stelle 
(a, b) im Innern eines Bereiches, in dem f(x, y) mit seinen zur Benutzung 
kommenden Ableitungen eindeutig und stetig ist, ein Extremwert f(a, b) 
eintritt, müssen die beiden partiellen Ableitungen erster Ordnung für diese 
Stelle gleichzeitig verschwinden, so daß man, um die Extremwerte zu finden, 
zunächst die Gleichungen: 

(9) fe (& 4) =0, f; (z, y) =0 

nach den „Unbekannten“ x, y aufzulösen hat. Berechnet man für das cin- 
zelne Lösungssystem a, b die partiellen Ableitungen fre, fay, fy und zeigt 
sich, daß: 

(10) fes? — fez fy < 0 

ist, so ist f(a, b) ein Maximum für fx <0 und ein Minimum für fsz > 0; 
ist jedoch Fiy? — fas fyy > O, so ist f(a, b) kein Extremwert. 

Daß bei einer Funktion f(2,,2,...,%,) von n unabhängigen Variablen 
wieder unter der Voraussetzung der Existenz und Stetigkeit der Ablei- 
tungen ein Extremwert an einer „Stelle“ (a,, az, .-., @,) nur dann ein- 
treten kann, falls für diese Stelle die » Gleichungen: 


(11) Aa), Tal, 25 mna fon (Birta, 2p) = 0 
gleichzeitig gelten, ist leicht einleuchtend. Man wird also auch hier 
wieder zur Auffindung der Extremwerte f(a, üz, -> -, 0) als ersten Schritt 
die Auflösung der n Gleichungen (11) nach den n „Unbekannten“ Ty, £ar., 


volleichen. Die Entwicklung hinreichender Bedingungen für einen Extrem- 
wert f(@,,@,,...4,) in allgemeiner Form würde uns indessen zu weit 


* Der besondere Fall Ta rl I 3 m der ein konstantes F'(@) = fý, liefert, 
sei zunächst ausgeschlossen , ala Sich lern dem Schlußergebnis unterordnen. 
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führen. Bei den Einzelfällen der Anwendungen kaun man vielfach leicht 
unmittelbar entscheiden, ob für das einzelne Lösungssysten (@,, a,,...,a,) 
ein Extremwert f(a,, a», ..., @,) vorliegt oder nicht. 


5. Beispiele zur Bestimmung der Extremwerte von Funktionen 
mehrerer Variablen. Als erstes Beispiel für die Regeln von $ 4 betrach- 
ten wir die ganze rationale Funktion zweiten Grades: 

f(z, y) = Ax®®+2Bay+ Cy + 2D + 2Ey+ r=0. 

Hier gilt für die ersten Ableitungen: 

fz @, y) = 2(A + By+ D), fy (©, Y) = 2 (Bx + Cy + E); 
die partiellen zweiten Ableitungen aber sind konstant und liefern: 

ay — fez fy = 4B — AC). 
Der Ausdruck (B°— AC) ist die Determinante des Gleichungssystems: 
Az + By=— D, Bzr + Cy =— E, 
dessen Lösung die eine hier möglicherweise vorliegende Stelle (a, b) mit 
einem Extremwerte f(a, b) ergibt. Ist B?— AC < 0, so hat man in der 
Tat ein Maximum oder ein Minimum, je nachdem A <0 oder A>0 ist; 
für B?—- AC > 0 liegt weder Maximum noch Minimum vor. 

Bei einer ganzen rationalen Funktion dritten Grades von x und y 
findet man leicht, daß die Anzahl der Extremwerte nie größer als 4 sein 
kann (s. die Aufgaben in § 6). — 

Gegeben seien ein spitzwinkliges Dreieck P, P,P, und drei positive 
Zahlen m,, m,, Mg, von denen gelten soll, daß die Summe der Quadrate 
zweier stets größer als das Quadrat der dritten ist. Es soll untersucht 
werden, ob es im Innern des Dreiecks einen Punkt P gibt, für welehen: 
(1) m, PP, + m PP, + m PP, 
zu einen Minimum wird. 

In einem rechtwinkligen Systeme seien a,, b, die Koordinaten von 
P, und z, y diejenigen des zunächst veränderlichen Punktes P im Innern 
des Dreiecks. Die von P nach P, gerichtete Strecke werde durch PP,=r, 
bezeichnet und bilde mit der positiven z-Achse den Winkel 9,. Die in 
Fig. 53 mit p, bezeichneten Winkel zwischen den drei Strecken r, sind 
dann durch: 

Pı = D — Pa, F = J1 — Pz, Ps = d — H, 


,. , ") In derjenigen unter diesen drei Gleichungen, in welcher der Minuend der 
»leinste unter den drei Winkeln # ist, hat man rechts 2% zuzufügen, was auf die 


Nas 
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f= D m V@-a)°+ U=, 


woraus für die beiden partiellen ersten 
Ableitungen folgt: 


3 
.r a 7 sai 
fx (£, y)= ` My ie 
k=1 


Ve—a)i+ Wo" 


(2) 


5 


t Y — b, 
POD- È Mepa an FUT 
Die hier rechts auftretenden Quotienten 
sind einfach gleich — cos 9, und — sin ®,, 

i so daß die Forderung des Verschwindens 
?, der beiden Ableitungen erster Ordnung 
Fig. 58. die Gleichungen liefert: 


m, cos 9, + m, cos d, + m, cos 9, = 0, 
m, sin 9, + m, sin 9, + m, sin 9, = 0. 
Diese Gleichungen sind erfüllt, wenn die Proportion gilt: 
Mm: Mg: Mg = Sin (9, —9,) : sin (9, —9,) : sin (9, — 9) 
oder (bei Heranziehung der Winkel @,, Pa, P3): 
(3) m: My: Mg = Sin g: sin pz: Sin py- 

Der dieser Bedingung entsprechende Punkt P ist leicht konstruier- 
bar. Wir zeichnen, wie in Fig. 53 geschehen ist, mit Benutzung der 
Seite P, P, des gegebenen Dreiecks das neue Dreieck P, P,Q, so, daß 
die Proportion besteht: 

P,Q, : Q, P, : P,P, = m, : my: m. 
Die drei Winkel 9,', Pz, 9, dieses Dreiecks, die zufolge der Voraus- 
setzung über die Zahlen m,, m,, m, alle drei spitz sind, befriedigen die 
Bedingung: 
sin g; : sin p: sin P} = my: Mg: Mz. 
Zeichnen wir nun den Kreis um das Dreieck P, P, Q, so liegt der Eck- 


punkt P, unseres gegebenen „spitzwinkligen“ Dreiecks sicher außerhalb 
dieses Kreises. Die Verbindungsgerade P, Q, schneidet somit die Peripherie 


weiterhin zu benutzenden Funktionen der Winkel ohne Einffuß ist. Die Maßzahlen $ 
der Winkel sind positiv zu rechnen und gehören dem Intervalle 0<F<{2” an. 
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und liefert im Schnittpunkte den gesuchten Punkt P; denn die in der 
Figur mit 9,, Pa, 9, bezeichneten Winkel an diesem Punkte P erweisen 
sich zufolge einer elementaren Betrachtung als Nebenwinkel der 9,', 95,9, , 
so daß sie tatsächlich die Bedingung (3) erfüllen. 

Um zu prüfen, ob es sich beim Punkte P tatsächlich um ein Minimum 
des Ausdrucks (1) handelt, berechnet man vermöge einer kurzen Zwischen- 
entwicklung: 


3 3 
„ Mm, i 
fula, TOE Misina, fly) = — D T cos 8, sin P 
k k=1 


8 
fale y) = D pr cos a, 
k=1 
und zeigt daraufhin leicht weiter die Ungleichung: 


3 
My Mo Mg 


H » » , Dk 
fay, Y) — far (23y) foliy) = — TTA, > ma sin? p, < 0. 
k=1 


Da fys > O ist, so handelt es sich tatsächlich um ein Minimum. Denken 
wir in den Eckpunkten P, des gegebenen Dreiecks drei materielle Punkte 
der Massen m,, so ist m,-r, das „Drehungsmoment“ des Punktes P, in 
bezug auf P, und also stellt der Ausdruck (1) das Drehungsmoment der 
drei starr miteinander verbundenen Punkte P, in bezug auf P dar. Unsere 
Konstruktion hat uns also denjenigen Drehungspunkt P geliefert, in bezug 
auf den das Drehungsmoment des Systems der drei starr verbundenen ma- 
teriellen Punkte zum Minimum wird. — 

Auf der Peripherie einer Ellipse liege der Punkt A fest, während 
daselbst die Punkte P und Q beweglich seien. Es soll untersucht werden, 
für welche Lage der Punkte P und Q der Inhalt des Dreiecks A PQ zu 
einem Maximum wird, und welchen Wert dieses Maximum hat. 

Die Ellipse sei auf ihre Hauptachsen der Längen 2a und 2b als 
Koordinatenaechsen bezogen; sie ist dann in bekannter Art durch ein 
Gleichungenpaar: 

(4) “= a Cos Ww, y = b sin w 


darstellbar, wobei der Winkel w das Intervall 0 <w<2x zu durchlaufen 
hat. Dem Punkte A komme der feste Winkel ẹ zu, die den beiden beweg- 
lichen Punkten P und Q zugehörigen Winkel mögen durch u und v 
bezeichnet werden. Endlich mögen die Koordinaten der drei Punkte 
A, P, Q durch die Bezeichnungen £o, Yo bzw. £1, Y, und £a, Ya unterschieden 
werden. 
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Bei richtiger Anordnung 
ec der Punkte P und Q (s. Fig. 54) 


tn Oy A wird nach einer bekannten For- 
PE EEE ne a, = / Rs mel der analytischen Geometrie 
DE TE Te h g / \ (s. „A. 6.“ 8.19) der doppelte 
\ Pays re ll jP / Inhalt des Dreiecks APQ ge- 
N Fa ai Hof 5 geben durch den Ausdruck: 
ae RL (ZoYı — Yo) + (Ye — TaY) 
Fig. 54. £ + (BY — Totz) - 


Bei Umrechnung auf die Winkel 
stellt sich der doppelte Inhalt als Funktion f(u, v) der beiden Variablen 
u und v so dar: 

(5) f(u, v) = ab {sin (u— 8) + sin (v — u) + sin (8 v)}. 
Durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen erster Ordnung folgt: 

fa (u, v) = abf cos (u — 9) — cos (v — u) } = (0. 

F (u, v) = ab f cos (v — u) — cos (—v)) = 0, 
so daß wir u und v aus: 

cos (u — F) = cos (v— u), cos (9 — v) = cos (v —u) 
zu berechnen haben. Es ergibt sich, unter m und n ganze Zahlen ver- 
standen: 
“—d= + (v—u) + mn, #8 —v = + (w—u) +2na. 

Würde in der ersten Gleichung das untere Zeichen gelten, so würde der 
Punkt Q mit A zusammenfallen; für das gesuchte Maximum der Drei- 


ecksfläche gilt also notwendig das obere Zeichen. Aus entsprechendem 
Grunde ist auch in der zweiten Gleichung nur das obere Zeichen brauchbar: 


2u — v =? + 2mm, u — 2v =—#+ 2na. 
Hieraus folgt sofort: 
3a 2x, 5 
u= t+ z Cm— i), v= ð+ z (m-2n), 


. 2x . . 
so daß v und v von # um Multipla von —- verschieden sind. Da nun u 
und v voneinander und von ə verschieden sind, so bleibt bei der gegen- 


seitigen Lage der Punkte (s. Fig. 54) nur die eine Möglichkeit: 


(6) u- +", o-9+% 


übrig, welche demnach das Maximum der Dreiecksfläche liefern muß. 
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Durch Eintragung der berechneten Winkel (6) in (5) folgt: Das gesuchte 


- aby3. Da sich dasselbe als von ð 


unabhängig erweist, so erhalten wir, wenn auch noch der Punkt A auf 
der Ellipsenperipherie als beweglich angesehen wird, für jede Lage des 
Ellipsenpunktes A ein Dreieck des berechneten größten Inhaltes und 
damit im ganzen einfach unendlich viele solche Dreiecke. 

Aus (6) und (4) folgt für die Koordinaten der Punkte 7’ und Q: 


Maximum der Dreiecksfläche ist 


%——z0(e0sd + Y3sin9), p= | b(sin®— V3 cos 9), 


Er 17 


z,=— +a (cos 9 — V3 sin 9), J = b (sin è + V3 cos 9), 


woraus sich sofort weiter ergibt: 

(1) mot n t n=l, nEn tYA=L. 

Hierin ist der Satz enthalten, daß der Mittelpunkt O der Ellipse der 
Schwerpunkt unseres Dreiecks ist, sowie daß zu den Seilen des Dreiecks, 
betrachtet als Sehnen der Ellipse, die zugehörigen Mittellinien die konjugier- 
ten Durchmesser sind. Man wolle nur beachten, daß z. B. der Mittelpunkt 
A’ der Seite PQ die Koordinaten - CETAF 5 (Y, + Ya) hat, welche 


zufolge (T) bzw. mit — =, — gleich sind; die Mittellinie AA’ läuft 


also durch O hindurch und wird durch diesen Punkt im Verhältnis 
AO: A'O = 2:1 geteilt. Im übrigen beziehen wir uns auf den bekann- 
ten Satz der Geometrie, daß eine Ellipsensehne durch den zugehörigen 
konjugierten Durchmesser halbiert wird (s. „A. G.“, S. 49). 


6. Aufgaben zur Bestimmung der Extremwerte der Funktionen mehrerer 
Variablen. Folgende Funktionen sind auf etwaige Extremwerte zu untersuchen: 

1) fay)=Ra?—szy+5y’—22-+4y-+1. Der Funktionswert f(— 1, —1)=0 
ist ein Minimum. 

2) fa, y—=3u’—Bry+5y’+42—6y—+3. Fes tritt kein Extremwert auf. 

3) f(x, y=a’+3ry’— 12x 4+ 3y. Die Funktion hat das Maximum: 


(ir, Ki) yya 


nnd das Minimum: 
Ana A, v3 =) = —3y3—5Y5, 
4) fix, y) = x"+ y”— 3xy. Man deute die Gleichungen: 
na) = 3 (æ — y) =9, file, m) = 3 (y> — x) = 0 
geometrisch als Parabeln, sowie die Gleichung: 
Er — Ar) = 0 
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als gleichseitige Hyperbel. Der eine Zweig der Hyperbel zieht zwischen den 
beiden Schnittpunkten (0,0) und (1,1) der Parabeln hindurch. Der Funktionswert 
f(1,1)=— 1 ist ein Minimum. — 

Als eingekleidete Aufgaben mögen sich hier noch anreihen: 

5) Welches ist das inhaltlich kleinste einem Kreise vom Radius a um- 
schriebene Dreieck? — Die Radien nach den drei Berührungspunkten der Seiten 
mögen miteinander die „konkaven“ Zentriwinkel 2x, 2y, 2(x — 2 —y) bilden. Der 
Dreiecksinhalt ist dann: 


fa) = a?’ (tg æ + tg y — tg (+y), 
woraus leicht folgt, daß das gesuchte Dreieck das gleichseitige ist. 
6) Welches ist das inhaltlich größte einem Kreise vom Radius a einge- 


schriebene Dreieck? — Die Radien nach den Eckpunkten des Dreiecks mögen die 
„konkaven“ Zentriwinkel x, y,2°— x —y bilden. Der Inhalt des Dreiecks ist dann: 


N) a a? (sin x + sin y — sin (@ + y)), 


woraus leicht wieder folgt, daß das gleichseitige Dreieck den größten Inhalt hat. 
Auch unmittelbar ist leicht einleuchtend, daß ein nicht-gleichseitiges Dreieck keinen 
maximalen Inhalt haben kann. 

Stellen wir den Kreis in rechtwinkligen Koordinaten durch die Gleichung 


9 , ; , ‚ q 
x?+ y?= a? dar, so gewinnen wir durch die Transformation £ =x’, y = y% 


deren Wirkung auf die Flächeninhalte durch die Entwicklungen von 8. 26 f. 
festgestellt ist, aus dem Kreise eine Ellipse der Halbachsen a, b. Das Resultat 
der vorliegenden Aufgabe führt dabei zu den Ergebnissen von S. 263 über das 
größte einer Ellipse eingeschriebene Dreieck zurück, was der Leser weiter aus- 
führen wolle. Aus der Lösung der Aufgabe 5) erkennen wir weiter, daß das in- 
haltlich kleinste der Ellipse umschriebene Dreieck den Inhalt 3abY3 hat, und 
daß wir hier zu den der Ellipse umschriebenen Dreiecken geführt werden, die den 
Mittelpunkt der Ellipse zum Schwerpunkt haben; auch dies wolle der Leser weiter 
ausführen. 

7) Im Raume seien » materielle Punkte P, der Massen m, und der recht- 
winkligen Koordinaten a,, b,, c, in starrer Verbindung miteinander gegeben; P sei 
ein veränderlicher Punkt der Koordinaten x, y, z. Ist PP,=r,, so versteht man 
unter dem „polaren Trägheitsmomente“ des materiellen Punktes P, in bezug auf 
den Punkt P den Ausdruck m,-r?; das polare Trägheitsmoment des ganzen Punkt- 

n 


systems in bezug auf P ist Dm,n. Es soll derjenige Punkt P gefunden werden, 
k=1 
für den das polare Trägheitsmoment des Punktsystems am kleinsten ist. — Hier 


gilt es, das Minimum der Funktion: 


n 


faya) = > (mE aH yd t ee) 
k=1 


zu bestimmen. Es tritt ein für: 


n n n 
ar 
S m,a, Sn ba ame 
k=1 k=1 k=l 
wm —-—— , Y = m a 2 == et 
Dm, Sm, Sm, 
k=1 k=1 n=1 


d. h. für den Schwerpunkt des Punktsystems. 
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%. Extremwerte der Funktionen bei Gültigkeit von Nebenbedingun- 
gen. Hat man die Extremwerte einer Funktion f(x,,2,,...,2,) von n 
Variablen zu berechnen, falls zwischen den Argumenten m (<n)Relationen: 


(1) al, Lory En) =O, Pla Losy En) = 0 Pr Tar y Da) mO 


bestehen, so kann man in der Weise verfahren, daß man aus (1) etwa die 
letzten m Variablen als Funktionen der &,,%,,...,%,_,„ berechnet, die 
zu gewinnenden Ausdrücke in f(&,, Za, ...„&,) einträgt und die dadurch 
entstehende Funktion als solche der „unabhängigen“ Variablen X, ,23,...,%,_m 
behandelt. Der nächste Schritt würde dann sein, daß man die (n — m) 
partiellen Ableitungen erster Ordnung der fraglichen Funktion in bezug 
auf die %4, £z; . -a m gleich O setzt, dieses Gleichungssystem nach den 
Lis Lor- y Lp m als „Unbekannten“ auflöst und die zugehörigen Werte 
der letzten m Variablen berechnet. 

Bis zu dieser Stelle kann man nun der Entwicklung eine andere 
Wendung geben, welche vielfach leichter durchführbar ist als das vor- 
stehend beschriebene Verfahren. Das allgemeine Prinzip tritt bereits 
deutlich hervor, wenn wir uns auf den besonderen Fall einer Funktion 
f(z, 9, 2,6) von vier Variablen beschränken, zwischen denen zwei Rela- 
tionen bestehen: 


(2) p(z, y, z, t)= 0, ylz, y, s, t)=0. 
Wir verfahren zunächst wie oben, berechnen also z und t als Funktionen 
(3) z = Q(z, Y), t= P(x, y) 


von x und y, tragen diese Ausdrücke in f(x, y, z, t) ein: 
f(a, y, z, t) = f(x, y, D(x, y), Fa, y) 


und bilden die partiellen Ableitungen dieser Funktion nach x und y. Da 
æ nicht nur das erste Argument ist, sondern auch noch im dritten und 
vierten Argumente enthalten ist, so ist für die Berechnung der Ablei- 
tung in bezug auf y (und entsprechend der in bezug auf y) nach der 
Regel (10) 5. 161 für zusammengesetzte Funktionen zu verfahren. Durch 
Nullsetzen der Ableitungen folgt: 
a pölar arar af 
= ER 0Y z 0y 
Denken wir nun die Ausdrücke (3) für z und £ in (2) eingetragen, so 
werden die beiden Gleichungen (2) in x und y als identische Gleichungen 
erfüllt. Folglich werden auch die Ableitungen von ọ und y nach zund y 
unter der Voraussetzung, daß z und die Funktionen (3) sind, verschwinden: 
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{7 3p , dw öz , gat _ ay oy de , ôy dt _ 
OR Tori T a eg 
ss ĝp 2y əz , gan aw , dp z , pôt 
Se tz y ` ôt dy , 94 T Je dy + 3t ðy 


Es möge nun &,, Y ein Lösungssystem von (4) sein, für welches die 
Gleichungen (3) die zugehörigen Werte z,, t liefern. Die Eintragung der 
Zo M% in die in den vorstehenden Gleichungen auftretenden Differential- 
quotienten kennzeichnen wir durch Anhängung eines unteren Index 0. 
Indem wir zunächst die erste Gleichung (4) und die Gleichungen (5) 
heranziehen, ergibt sich also: 


(3A (2A GE: (N y= 


\öalo" \dz/o\ox \ot/o\0x’o 


Er CLE- 
EI RD 


(1) 


Wir führen nunmehr zwei Zahlen 4 und u ein, welche wir aus den 
beiden für sie linearen Gleichungen berechnen wollen”): 


09 ou of op odt _ __fof\, 
Ed. (Get “ GE “y HAE 4 Gt w ee (5) 
Dann ergibt sich, indem wir die Gleichungen (7) mit 1, 4, u multiplizieren 
und addieren, mit Rücksicht auf (8): 


o Gr tet 


Indem man aber an die zweite Gleichung (4) und die Gleichungen (6), 
gebildet für die z4, Yo, eine entsprechende Rechnung anknüpft, zeigt sich, 
daß für dieselben A, u auch noch die Gleichung gilt: 


(10) et 


Die Gleichungen (8), (9) und (10) haben nun eine übereinstimmende 
Bauart. Es zeigt sich, daß unser die Relationen (2) und die notwendigen 
Bedingungen (4) eines Extremwertes der Funktion befriedigendes Wert- 
system Zo, Yos Zos f den vier Gleichungen genügt: 


*) Es wird angenommen, daß diese Gleichungen ein bestimmtes endliches 
Lösungasystem 2, u besitzen. 
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CEG 


De: 

of dp öy 

3 +4 + u = 0, 
(u) EN 

of dp PEN 

er u Te 


Hieran schließt sich nun unser neues Verfahren: Indem wir diese 
vier Gleichungen mit den beiden aus (3) berechneten konstanten Zahliverten 
4, u nach den „Unbekannten“ z, y, z, t lösen, muß sich jedenfalls (vielleicht 
neben anderen Systemen) das Lösungssystem To, Yo; 29, h finden. Die 
Zos Yos Zos fp erscheinen hierbei als Ausdrücke in den 4, u, und es muß 
die Eintragung dieser Ausdrücke in die Gleichungen (2) zwei @leichungen 
für 4 und u ergeben, die eben durch die besonderen bei uns vorliegenden 
konstanten Zahlwerte A, u erfüllt sind. Wir können demnach in folgen- 
der Art vorgehen: Mittelst zweier „unbestimmter Multiplikatoren“ 2 und u, 
die als konstant gelten, bilden wir uns aus f(x, y, z, t) und den auf den 
linken Seiten von (2) stehenden Funktionen p und y die neue Funktion: 


(12) Fix, Y, 2, t) = f(z, Y, 2, 2) se Ap(z, Y, 2, t) TE une, Y, 2, t) 

und sehen dieselbe als Funktion der vier „unabhängigen“ Variablen x, y, z, t 
an. Für diese Funktionen sind dann, entsprechend der Regel von S. 258, 
die vier Gleichungen: 
or 


ðr oF 
ðs PL 


oy Ua ai 
welche keine anderen als die Gleichungen (11) sind, nach den „Unbekann- 
ten“ x, y, 2, t zu lösen. Die zu gewinnenden Ausdrücke der £, y, z,t in A 
und u sind in (2) einzutragen, die so entstehenden beiden. Gleichungen nach 
A und u zu lösen und die dem einzelnen Lösungssystem zugehörigen Werte 
2, Y, 2, t herzustellen. Wir gewinnen so jedenfalls (vielleicht neben underen 
Systemen) das obige Lösungssystem £o, Yas Zu, ty. Ob beim einzelnen be- 
rechneten Systeme z, y, 2, t wirklich ein Extrenwert für f vorliegt, 
muß durch eine besondere Untersuchung entschieden werden. 

Es ist nicht schwer zu zeigen, daß diese Regel für eine beliebige 
Variablenanzahl entsprechend bestehen bleibt. Bei der am Anfang des 
Paragraphen genannten Funktion wird man die neue Funktion: 


( 14) (a, Las To KA) = f F hipi + hPa + PN 15 Au 


herstellen und mit ihr entsprechend verfahren 


(13) 0 =o = =0, 
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8. Beispiele von Extremwerten der Funktionen bei Gültigkeit von 
Nebenbedingungen. Die in § 7 entwickelten Methoden mögen erstlich an 
der Aufgabe erläutert werden, die kürzeste Entfernung zwischen zwei im 
Raume gegebenen Geraden zu bestimmen (s. „A. G.“, 8. 115). 

Der Punkt P, der Koordinaten x,, %, 2, liege auf der ersten Ge- 
raden, deren Gleichungen: 

(1) Yan p= 0, ul yta A= 
seien, der Punkt P, der Koordinaten z3, Yg, ?, auf der zweiten Geraden, 
die durch die folgenden Gleichungen dargestellt sei: 
(2) Ya — KaTa — Ba = 0, 23 — Yala — ð, = 0. 
Als Funktion, deren Minimum wir zu bestimmen haben, wählen wir das 
mit 2 geteilte Quadrat der Strecke P, Py: 
1 4 
fhair s ad= (a) H (a Y) He =a) 


Werden die linken Seiten der Gleichungen (1) und (2) der Reihe nach 
Pis Pas Ps, Pa genannt, so ist die Funktion: 
Fa, Yis 54) = f H api F Arpa + haps +H up, 

zu bilden und als solche der sechs unabhängigen Variablen &,, Y1, +» 22 
zu behandeln. 

Durch Nullsetzen der Ableitungen erster Ordnung ergeben sich die 
sechs Gleichungen: 

u hy—hrı—0, Yy th, Aa += 0, 

ut itu y=, — htta, =z tH, 
durch deren Kombination man leicht feststellt: 
h= hs =h Alee) + Alp) = 0. 
Indem wir den Fall paralleler Geraden ausschalten, werden die beiden 
Differenzen («,— «,) und (7,—7,) nicht gleichzeitig verschwinden. Die 
letzte Gleichung liefert also: 
1 = ul — 72), a= — ul — o), 

unter u einen Proportionalitätsfaktor verstanden. Für die Differenzen 
Xi — Las Yı — Yas Zı — Z gewinnt man daraufhin: 
(8) at= ulap y) mul P) 2—25 e—a). 
Indem man nun die Gleichungen (1) von den Gleichungen (2) subtrahiert, 
ergibt sich bei Benutzung von (3): 


un — r) toT neh, — ule — t) tyt Ih, 


8] Kürzeste Entfernung zweier windschiefer Geraden 269 


und durch Multiplikation dieser Gleichungen mit (p,— 73), (&— œ) und 
Addition: 


Bl — %)’+ ul — 9) + (2 tapi) (ama) 
= (œ — &a) (d,— 03) — (B1 — Ba) (Pi Pe). 


Ersetzen wir noch (2,— x,) auf Grund der ersten Gleichung (3), so folgt: 


(4) vll — pr) + (1 — e)” + (71— P)) 
= (8) (Ô, — 02) — (Bi — Ba) (Ya): 

Indem man den hieraus sich ergebenden Wert u in (3) rechts ein- 
trägt, gewinnt man die Koordinatendifferenzen £; — £a; Yı — Ya; Zı — Zz 
für das Minimum P, P.: als Minimalwert selbst ergibt sich: 

[eatis (8, — a) — (Bi — fe) (71 — 7) 
Varna) F Ca a) H m 


was die analytische Geometrie bestätigt (s. (8) in „A. 6“, S. 116). — 
Durch die erste a beiden Gleichungen: 


©) en el; PX +qy+re=0 


sei ein Ellipsoid mit ungleichen Achsen (a>b>e) dargestellt, durch die 
zweite eine Diametralebene dieser Fläche. Es sollen die Hauptachsen der 
dabei eintretenden Schnittellipse berechnet werden. 

Das Quadrat eines Radius der Schnittellipse ist (x? -+ y?-+ 2°), wobei 
Z, Y, 2 die beiden Gleichungen (5) befriedigen. Da die halben Hauptachsen 
die Extremwerte der Radien sind, so können wir unsere Aufgabe so fassen, 
daß es sich um die Extremwerte der Funktion (x?+ y°-+ 2?) bei Gültig- 
keit der Bedingungen (5) handelt. Es ist zweckmäßig, die Funktion 
F(x, y, 2) in diesem Falle so zu schreiben: 


m? 2 2 
Fer4 + Alt ta 1) —2u(pe +qy +rz). 


Die drei partiellen Ableitungen erster Ordnung liefern dann, gleich O 
gesetzt, die drei Gleichungen: 


© lich) sqi) (iå) 


für die z, y, 2 der Extremwerte. Indem wir diese Gleichungen mit x, y, 2 
multiplizieren und hernach addieren, folgt mit Rücksicht auf die Glei- 
chungen (5) leicht: 
7 L= yH, 


so daß uns 4 unmittelbar selbst die gesuchten Extremwerte liefert. 
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Wir nehmen nun zunächst an, daß keine der Größen p,g,r ver- 
schwindet. Da u alsdann nicht gleich O sein darf (es würden ja sonst zu- 
folge (6) mindestens zwei der Größen z, y, z zugleich verschwinden und 
also wegen der zweiten Gleichung (5) auch die dritte), so folgt aus (6), 
daß keiner der Werte x, y, 2 verschwindet, und daß A mit keinem der 
Werte a°, b?, c? gleich sein kann. Unter diesen Umständen darf man die 
Gleichungen (6) durch a’ — 4, bzw. b’— A und e— 4 teilen: 

b?q ctr 


2 
(8) zu 2 Yy =u re) ou 


Zar)?’ FT 


Multiplizieren wir diese Gleichungen mit p, q,r und addieren sie, so 
folgt, da u + 0 ist, wegen der zweiten Gleichung (5): 
a?p? bq? Pii i 


oder besser geordnet: 
(9) œp (1—8?) (ae) + b*g?(2—c) (A—a?) + eraa ad) — 0 


Nennt man die linke Seite dieser Gleichung als ganze Funktion zweiten 
Grades von A kurz g(4), so stellt man leicht fest, daß sich aus der voraus- 
gesetzten Bedingung a > b > c: 


g(a) >0, g) <0, ae) > 0 
ergibt. Die Gleichung zweiten Grades (9) für A hat demnach zwei posi- 
tive Wurzeln A, und A,, welche in den Intervallen liegen: 
N N 


Zufolge (T) haben wir in Y A, die große Halbachse, in VA, die kleine Halb- 
achse der Schnittellipse gewonnen. 

Will man übrigens die Koordinaten der Achsenendpunkte auch noch 
berechnen, so setze man die Ausdrücke (8) für z, y, z in die erste Glei- 
chung (5) ein, was: 


of s D?o? > etr? e 
(10) u la’ P Iz en, ir (ce — Dè) = ] 
liefert. Für jeden der beiden Werte A,, A, erhalten wir hieraus zwei nur 
im Vorzeichen verschiedene zugehörige Werte u, die mit dem betreffenden A, 
in (8) eingetragen, die fraglichen Koordinaten ergeben. Da stets A, > 4, 
gilt, so kann übrigens eine Diametralebene mit nicht-verschwindenden p, q, 7 
nie einen Kreis auf dem Ellipsoide ausschneiden. 

Verschwindet einer der Koeffizienten p, q, r*), etwa zunächst p, so 


*, Die Halbachsen der in den en sie Schnittellipsen 
ergeben sich unmittelbar zu b, e bzw. c, a und a, b. 
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ist in folgender Art zu schließen: Jedenfalls ist A weder mit b? noch mit 
c? gleich. Die erste Gleichung (6) erfordert nämlich wegen p = 0 ent- 
weder 2 = a?, und dann ist eben A>b? und 1>c?, oder z= 0, und 
dann müssen y und 2 von O verschiedene Werte haben*), so daß wir 
aus (6) auf u +0 und eben deshalb auf A + b°, 4 + c? schließen. Wir 
können demnach die zweite und dritte Gleichung (6) wie oben behan- 
deln, gelangen zur zweiten und dritten Gleichung (8) und finden wegen 
qy + re = 0 weiter: 


b2g? or? 


oder, etwas anders geschrieben: 

(11) ubg ae) + ertad) = O. 

Diese Gleichung erfordert entweder u = O oder das Verschwinden des 
Ausdrucks in der Klammer. Ist u = Q0, so folgt y = 0, z = 0; und da 
alsdann x + 0 gilt, so liefert die erste Gleichung (6) notwendig A, = a? 
und damit die große Halbachse YA, = a, etwa mit dem Endpunkte £ = a, 
y = 0, z = 0, wie er sich selbstverständlich auch aus der ersten der Glei- 
chungen (5) für y = 0, z = 0 ergibt. Ist aber u = 0, so ist A durch Null- 
setzen des Klammerausdrucks (11) zu berechnen, welcher eine dem Inter- 
valle b? > 1, >œ angehörende Wurzel liefert und damit die kleine 


Halbachse YA, ergibt. Nun erfordert die erste Gleichung (6) wegen p = 0 
und 4 <a? das Verschwinden von x, und wir berechnen y und z wie oben 
nach Lösung der Gleichung für u: 
2 í b? q? e?r? = 
gt an 1. 

Auch jetzt ist A, > A,, so daß sich nie ein Kreis als Schnitt finden kann. 

Zu einem ähnlichen Ergebnis gelangt man im Falle r=0. Dagegen 
führt der allein ausstehende Fall g = O noch zu einem neuen Resultate. 
Wir schließen hier zunächst wie oben auf A+a?, A=+c? sowie auf: 
(12) up A— + eraa’) = O. 
Ist u = 0, so findet man leicht die Lösung A, =b?, 2x0, y= +b, z=0. 
Ist aber u + 0, so haben wir: 
(13) ap (1 — e) + er (a—a) = 0 


zu lösen, was auf einen bestimmten, dem Intervalle c? < 4, < aè ange- 
3 3 > 


*) Man wolle nur beachten, daß das Verschwinden einer der beiden Zahlen 
u, z zufolge qy +rz=0 dasjenige der anderen nach sich zieht, so daß wir zu 
dem unbrauchbaren Ergebnis x = 0, y = 0, z—0 gelangen würden. 
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hörenden Wert A, führt. Falls nun A,=+ b? ist, muß y= 0 sein. Mau 
verfährt dann zur Berechnung von u wie oben und gelangt zu einer Ellipse 


mit den ungleichen Achsen YA, = b, YA,. Ist hingegen auch A, =b?, was 
stels und nur dann eintritt, wenn die Koeffizienten p, r eine der beiden 
Relationen: 


ei Poy ae +reya— 


befriedigen, so tritt die Besonderheit ein, daß y im Intervalle -b<y<-+b 
unbestimmt bleibt, und daß jeder Punkt der Schnittkurve: 


[ayi — c’. y gP 7 eVa?— b? yı Wa 


Va’— c? Da Hi Va'’— ce’ Š 
vom Nullpunkte den Abstand b hat. Die beiden Ebenen: 
(15) caya — b+ ae yt — e = 0 


sind die einzigen Diametralebenen, welche das Ellipsoid in Kreisen schnei- 
den. Wir haben damit einen bekannten Satz der analytischen Geometrie 
gewonnen (s. „A. G.“, S. 129). 


9. Aufgaben über Extremwerte von Funktionen bei Gültigkeit von Neben- 
bedinguugen. 1) Man beweise, daß die Gesamtoberfläche eines geraden Kreiskegels 


vom Rauminhalt S mindestens gleich 2 ist. — Bedeutet x den Radius der Grund- 


fläche, y die Höhe und z die Mantellinie des Kegels, so bestehen die Relationen: 
(1) N ey", aty—2’=0, 
3 5 


und die Gesamtoberfläche ist w(@°+xz). Man setzt hier zweckmäßig: 
Fay)=2°+ we + pilay’ e) + ulay) 
als diejenige Funktion an, deren partielle Ableitungen vorschwinden müssen: 
22 +zt+ri2 — 2uxy=0, ly — us’ = 0, x — hg 
Da wegen der zweiten und dritten Gleichung A und u positiv sein müssen, so folgt 
durch Auflösung nach x, 1, 2: 
14 An, „_i+% 


EZ Ze 7: 2uy2 


Die Eintragung dieser Ausdrücke der x, y, z in die Relationen (1) führt auf 2 = $, 
u = 4, woraus sich die Behauptung leicht ergibt. 

2) In der Ebene sei ein Punkt P, der Koordinaten &,, y, auf einer Geraden 
beweglich, ein Punkt P, der Koordinaten æ, y, auf einer Parabel. Die betreffen- 
den Gleichungen seien: 


w 


y= «s+ Ê, Y = 2p T, 
und es gelte 2f >p, damit die Gerade und die Parabel keinen Punkt gemein 
haben. Man zeige, daß das Minimum der Entfernung P,P,: 
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na E ad 
2jal yi + eo? 
ist, indem man der Untersuchung die Funktion zugrunde legt: 
Fa Yir ar Ya) = (++ lm — eem p + ely? —?pa,). 
3) Man berechne die Hauptachsen der durch: 
(2) 22° +60 y p5y’— 1-0 


dargestellten Ellipse. — Vou allen Ellipsenpunkien ist der Endpunkt der großen 
Achse dem Nullpunkte am fernsten, der Endpunkt der kleinen Achse aber am 
nächsten. Es handelt sich also um die Extremwerte von (=?-Fy?) unter Gültig- 
keit der Relation (2). Man bilde den Ansatz: 


Fa,y)=a’+ y+ ilat wy +54? — 1) 
und setze die beiden Ableitungen erster Ordnung gleich 0: 
(22 +1)£ 4+ 34y = 0, 34e + (514-1)y = 0. 
Da x40, y +0 ist, so folgt durch Kombination dieser beiden Gleichungen: 


(2441) (5141) -94°=1? 4-71 +1 = 0, ==, 


Für das Verhältnis der gesuchten Koordinaten folgt damit weiter: 


a:y=2: (14V), 
so daß sich mittelst der Gleichung der Ellipse diese Koordinaten selbst berechnen zu: 


25 Fııyö 1/5 Feys 
ee T le 


Die gesuchten Hauptachsen sind also gleich (3 Ẹ y5) 


Frieke, Diferential- u, Integralrechnung. I. 18 


Abschnitt MI. 
Anwendungen der Differentialrechnung. 


Kapitel I. Untersuchung der ebenen Kurven. 


1. Ebene Kurven und ihre Darstellung durch Gleichungen. Zur 
Erläuterung der allgemeinen Sätze, welche wir mittelst der Ditferential- 
rechnung bei der Untersuchung der ebenen Kurven aufstellen werden, 
mögen uns erstlich die Kurven dienen, die in der Einleitung zur Ver- 
sinnlichung der Funktionen f(x) eingeführt wurden, Die Gleichung der 
einzelnen Kurve stellt sich dabei vermittelst der rechtwinkligen Koordi- 
naten v, y in der Gestalt y = f(x) dar. Benutzen wir algebraische Kurven 
niederen Grades, z. B. Kegelschnitte, zur Erläuterung, so hat die Glei- 
chung im einzelnen Falle gewöhnlich die Gestalt f(x, y) =, d. h. sie ist 
nach keiner der veränderlichen Koordinaten gelöst. 

Eine weitere oft benutzte Darstellung der ebenen Kurven in recht- 
winkligen Koordinaten ist diejenige durch zwei Gleichungen : 

(1) x= p(t), y = v(t), 

welche die Koordinaten des einzelnen Kurvenpunktes als Funktionen einer 
dritten unabhängigen Vuriablen t darstellen. Man kann diese Darstellungs- 
art an die Auffassung der Mechanik anschließen, daß die Kurve im Laufe 
der Zeit durch einen materiellen Punkt beschrieben wird. Dabei ist t 
als Maß der Zeit gedacht, und der Ort (x, y) des materiellen Punktes 
„zur Zeit £“ ist durch die Gleichungen (1) gegeben. 

Die Darstellung (1) benutzt man vorteilhaft bei den Zykloiden (3. 
„A. G.“, 5. 84#f.), die wir hier zu späterem Gebrauche gleich etwas aus- 
führlicher besprechen. Lassen wir einen Kreis vom Radius a auf einer 
Geraden ohne Gleitung rollen, so beschreibt ein fest mit dem Kreise ver- 
bundener Punkt- P des Abstandes b vom Kreismittelpunkte eine sogenannte 
„Zykloide“. In Fig. 55 sind für drei verschiedene Punkte P, die alle auf 
dem gleichen Radius bzw. dessen Verlängerung liegen, die drei zuge- 
hörigen Zykloiden gezeichnet. Ist b= «æ, d.h. ist P der Endpunkt des 
Radius und damit ein Peripheriepunkt des rollenden Kreises, so entsteht 
die ausgezogene Kurve, die als „gemeine Zykloide“ bezeichnet wird. Für 
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b<a entsteht die punktierte Linie, die „verkürzte (auch geschweifte) 
Zykloide“ heißt; ein Beispiel für bœa ist die gestrichelte Kurve, welche 
den Namen der „verlängerten (auch verschlungenen) Zykloide“ führt. Es ist 
einleuchtend, daß 
sich nach rechts 
und links hin nach 
Jeeiner vollen Um- | 
drehung des rol- 
lenden Kreises um 
seinen Mittel- 
punkt der Verlauf 
unserer Kurven 
kongruent wieder- j f 
holt. l s A 
Zur Darstel- 
lung der Zykloide wählen wir die gegebene Gerade als «-Achse und legen 
die y-Achse durch einen der tiefsten Punkte der Kurve, so daß der zum 
Punkte P gehörende Kreisradius in dem Augenblicke, wo der Kreis die 
x-Achse im Nullpunkte be- 


rührt, gerade senkrecht / Ay 
gegendiex-Achsegerichtet / ne 
ist. Es möge nun von dieser | Be gT] 
Anfangslage der Kreis et- f y 


wa nach rechts bis zum 
Punkte B der z-Achse ge- 
rollt sein (s. Fig. 56), wobei 
der anfänglich senkrecht 
nach unten gerichtete 
Kreisradius die Lage O'A 
angenommen hat. Bis zu È 
diesem Augenblicke hat mag Pu se. 

sich also der Kreis um 

seinen Mittelpunkt O' durch den Winkel XAOB gedreht; die Größe 
t=% AOB dieses Winkels können wir, indem wir die Bewegung 
mit konstanter Geschwindigkeit vollzogen denken, geradezu als Zeit- 
maß gebrauchen. Da eine Gleitung des Kreises ausgeschlossen sein 


sollte, so ist der zum Zentriwinkel £ gehörende Bogen AB = a: t ebenso 
lang, wie die Streeke OB der x-Achse, auf der der Bogen abgerollt ist. 
Hieraus folgt, daß „zur Zeit i“ die Koordinaten des Kreismittelpunktes 
durch œ = æ- t, B = a gegeben sind. 

18* 
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Wir führen nun ein mit dem Kreise bewegliches Koordinatensystem 
mit 0’ als Nullpunkt ein, dessen Achsen den alten parallel und gleich- 
gerichtet sind. Sind x’, y' die Koordinaten im neuen Systeme, so gilt 
nach bekannten Sätzen der analytischen Geometrie £ = x +, y =y + P. 
Der die Kurve beschreibende Punkt P hat im neuen Systeme den Radius- 
vektor O'P = b, und seine Amplitude ®, d. h. der Winkel des Radius- 
vektor gegen die positive x-Achse (s. Fig. 56), ist 9 = — 7 le 


neuen Koordinaten des Kurvenpunktes P sind demnach: 

a = b cos È = -— bsint, y = b sin # = — b cos t, 
so daß wir für die alten Koordinaten von P: 
(2) 2= at—bsiunt, y = a — b cos t 
finden. Hier haben wir die Gleichungen der Zykloide in der Gestalt (1) 
vor uns und bestätigen übrigens leicht, daß sie auch für die negativen 
Werte £ und damit für die Fortsetzung der Zykloide nach links hin 


gelten. Es ist zwar leicht möglich, durch Elimination von f aus den beiden 
Gleichungen (2) die einzelne Gleichung: 


x — a: arc cos |" $ A ye a ny y 


für die Zykloide herzustellen. Indessen ist es bei den Anwendungen stets 
einfacher, mit dem Gleichungenpaare (2) zu arbeiten. 

Eine ganz ähnliche Behandlung gestatten die „Epizykloiden“ und 
„Hwpozykloiden“. Die ersteren Kurven erklären wir so: Ein fester Kreis 
des Radius a und des Mittelpunktes O und ein beweglicher Kreis des Ra- 
dius b und des Mittelpunktes O' mögen einander (jeder den anderen) von 
außen berühren; lassen wir den beweglichen Kreis auf dem anderen ohne 
@leitung rollen, so beschreibt ein mit jenem fest verbundener Punkt P des 
Abstandes O'P = c vom Mittelpunkte O' eine „Iipizykloide“. Ist c= b, 
wird also die Kurve von einem Peripheriepunkte P des beweglichen 
Kreises beschrieben, so spricht man gewöhnlich von einer „Eipizykloide“ 
ohne weiteren Zusatz; für c< b heißt die Epizykloide „verkürzt“ („ge- 
schweift“), für c > b „verlängert“ („verschlungen“). 

Zur Darstellung der Epizykloide wählen wir O als Nullpunkt eines 
rechtwinkligen Systems und legen die positive x-Achse durch irgend 
einen am Nullpunkte O nächst gelegenen Punkt der Epizykloide. Berührt 


”) Sobald re wird, fällt 9 negativ aus; doch kann man immer durch 


Zusatz eines Multiplums von 2x zu einem dem Intervalle 0<3 < 2w angehören- 
den Werte der Amplitude zurückkommen. 
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der rollende Kreis den festen im Schnittpunkte A der positiven x-Achse 
mit der festen Peripherie, so soll also in diesem Augenblicke der die 
Kurve beschreibende Punkt P auf dem Radius O'A oder dessen Ver- 
längerung über A hinaus 
liegen (s. Fig 57, woe>b 
gilt) Es möge nun von 
dieser Anfangslage aus der | 
bewegliche Kreis auf dem 
festen abrollen und etwa |} 
„zar Zeit {“ die in der | 
Fig. 57 skizzierte Lage mit 
dem Berührungspunkte B \ 
erreicht haben. Indem wir 
die Bewegung mit konstan- | | 
ter Geschwindigkeit vol- 7 
zogen denken, können wir | 
den Zentriwinkel | 
XA0B=1 
direktalsZeitmaß benutzen. 
Ein Stückchen der Kurve 
ist in Fig. 57 skizziert; „zur 
Zeit ° hat der zum Punkte P gehörende Radius die Lage O’CP ange- 
nommen und bildet mit dem Radius O’B nach dem augenblicklichen Be- 
rührungspunkte den Zentriwinkel X BO'C =t. Der zugehörige Bogen 
bBC—b.t' ist während des Zeitintervalls von O bis ¿ auf dem Bogen 
AB=a-t abgerollt, so daß wir aus der Gleichheit beider Bogen auf das 
/utreffen der Beziehung: 


bi = at, =, t 


Vig. 91, 


schließen. Der zum Punkte P gehörende bewegliche Radius hat sich 
gegen seine Anfangsrichtung (negative x-Achse) bis zum Zeitpunkt £ um 
den Winkel: 

$ a&-+ b 

t + t= b t 
gedreht. Wie bei der Zykloide führe man jetzt ein neues bewegliches 
Koordinatensystem mit O0’ als Nullpunkt ein, dessen Achsen den alten 
parallel und gleichgerichtet sind. Die Koordinaten des neuen Nullpunktes 
sind zur Zeit it durch: 


«= la + b) cos t, B= (@ +b) sin t’ 
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gegeben; die Beziehungen zwischen den alten und den neuen Koordinaten 
sind natürlich wieder v=x + «, y=y-+ß. Nun hat P im neuen Systeme 
den konstanten Radiusvektor c und „zur Zeit 7“ die Amplitude: 


8=- KPOX=-14 na, 


so daß wir für die Koordinaten x, y‘ von P finden: 


X = c cos È = — C COS (e $ . N, y=csin®—-csin(" + ea). 


Im alten Systeme des Nullpunktes O gewinnt man daraufhin als Gleichungen 
der Epieykloide in der Gestalt (1): 


(3) x= (a +b) cost — ¢ cos (+), y=(a+b)sint—csin c iR 


Daß dieselben auch für die negativen Werte ? gültig bleiben, ist mit 
Rücksicht auf die Symmetrie der Kurve bezüglich der »-Achse einleuchtend. 

Für die Hypozykloide gilt folgende Erklärung: Ein fester Kreis des 
Radius a und des Mittelpunktes O werde von innen durch einen beweg- 
lichen Kreis des Radius b< a und des Mittelpunktes O' berührt; lassen 
wir den beweglichen Kreis auf dem, anderen ohne Gleitung rollen, so be- 


schreibt ein mit jenem fest verbundener Punkt P des Abstandes OP = c 
vom Mittelpunkte O' eine „Aypozykloide“. 
Ist c=b, wird also die Kurve von 
einem Peripheriepunkte P des beweg- 
lichen Kreises beschrieben, so spricht 
man gewöhnlich von einer „Arypozyklo- 
ide“ ohne weiteren Zusatz; für c< b 
| heißt die Hypozykloide „verkürzt“ („ge- 
A schweift“), für e>b „verlängert“ („ver- 
A| schlungen“). 

| Die Gleichungen der Hypozykloide 
| gewinnt man auf dieselbe Art, wie 
die der Epizykloide; Fig. 58 (in der 
s y 7 ¿<b angenommen wurde) skizziert die 
r Verhältnisse und gibt zugleich die Be- 
zeichnungen. Man gelangt zu folgen- 
der Darstellung der Hyposykloide durch zwei Gleichungen der Gestalt (1): 


Fig. M. 


(4) x= (a—b) cost +e cos (7 t), y= (a—b)sint — esin ("7 "t). 


*) Liegt $ nicht unmittelbar im Intervalle 0< 9< 2x, so kant durch Zusatz 
oder Abzug eines Multiplums von 2x wieder ein diesem Intervalle angehörender 
Wert ® erzielt werden. 
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Wählt man den Nullpunkt des rechtwinkligen Systems zum Pol und 
die positive x-Achse zur Achse eines „Polarkoordinatensystems“, und nennt 
man r den „Radiusvektor“ und ® die „Amplitude“ des einzelnen Punktes 
(s. das Nähere in Fig 59), so sind, wie 
ein Blick auf Fig. 59 bestätigt, die recht- / +y 
winkligen Koordinaten x, y des einzelnen 
Punktes P mit den Polarkoordinaten r, $ 
desselben durch die schon soeben öfters 
benutzten Gleichungen: 


x = f cos D, y =r sin ® 


verbunden. Hat man eine „algebraische“ 
Kurve, die also durch Nullsetzen einer 
ganzen rationalen Funktion von x und y darstellbar ist, so erscheint in 
der auf Polarkoordinaten 7, > umgerechneten Gleichung, der sogenann- 
ten „Polargleichung“ der Kurve, r mit den trigonometrischen Funktionen 
von ® verknüpft. Ein bekanntes Beispiel ist die gemeinsame „Polarglei- 
chung der Kegelschnitle“ : 


> DB, 
(5) ey, 


Fig 59 


wobei der Pol ein Brennpunkt des Kegelschnitts ist, die Polarachse aber 
eine Hauptachse (s. „A. G.“, S. 64). Wie die analytische Geometrie näher 
ausführt, ist dabei p der „Halbparameter“ (die „ Brennpunktsordinate“) 
und e für die Ellipse EL" een rte 

(0<ce<1) und die eu ME 


Hyperbel (e > 1) die 4 a RL f N 
„numerische Exzentri- |) A J 
zität“, während bei | 5 | 
der Parabelc=1gilt. | / `e £ | 


Man benutzt die | 
Polarkoordinaten / a‘ 


N 
vornehmlich zur Dar- | 77) / - 
stellung von „Spira- fi l 


len“, von denen wir X 

einige besonders pc 
wichtige zu nennen | x: 
haben.Die@leichung: | k 


í > j 
(6) r=að, \ 5 7 
in der a eine positive \ i a 


Zahlsei,stellt die, ,Ar- = = 
chimedische Spirale“ Ren 


/ 
rá 
\ 


f | 
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Jar, deren Verlauf in der Nähe des Poles durch Fig. 60 versinnlicht wird. 
Wir denken hierbei ® als positive Variable unbegrenzt, so daß eine Ver- 
größerung vou ð um 2x den Radiusvektor um den Betrag 2ax wachsen 
läßt*). Die Spirale windet sich nach außen hin unendlich oft um den 
Pol herum, und zwar folgen die Schnittpunkte eines vom Pole ausziehen- 
den Strahles mit der Kürve immer in Abständen 24” aufeinander. Der 
Konstanten « können wir die geometrische Bedeutung beilegen, daß sie der 
Itadiusvektor der Spirale für 9—1, d. i. für den Winkel 57° 17’ 44,806..”, 
ist (s. Fig. 60 und S. 53). 

Die sogenannte „hyperbolische Spirale“, welche in Fig. 61 skizziert 

ist, hat zur Gleichung: 


G) r= 5 oder r9 = a**), 


Auch hier ist $ als positive Variable 

unbeschränkt. Der Radiusvektor r 

nimmt mit wachsendem 9 monoton 

und stetig ab, so daß sich die Kurve 

/ nach innen um den Pol unendlich oft 

Zr Pa = windet. Die Konstante « kann man 

Pig. 6ı wieder als Wert des Radiusvektor für 

#—1 deuten (s. Fig. 61). Multipli- 

ziert man die erste Gleichung; (7) mit sin 9 und geht zu den ursprüng- 
lichen rechtwinkligen Koordinaten zurück, so folgt: 


sind 
u 


Für lim ð = 0 wird lim r = œ, und zwar zufolge der letzten Gleichung 
in der Art, daß lim y = a wird. Die Kurve zieht demnach für lim 9 = 0 
nach rechts ins Unendliche und nähert sich dabei ohne Ende der in der 
Figur punktiert angedeuteten Parallelen zur Polarachse im Abstande «, 
ohne sie im Endlichen zu erreichen; diese Gerade ist also eine „Asymp- 
tote“ der Kurve, 

Als weiteres Beispiel betrachten wir die der Gleichung: 


*) Negativo 9 würdeu r< 0 liefern. Man deutet ein solches Wertepaar r, % 
wohl in der Art, daß man ihm den Punkt (Ir|, -+ =) entsprechen läßt; man 
würde also den absoluten Wert |r| als Radiusvektor auf der Rückwärtsverlänge- 
rung des beweglichen Schenkels vom Winkel # abzutragen haben, wie man es 
2. B. bei der Gleichung (6) der Hyperbel zu machen hat, um den zweiten Zweig 
dieser Kurve zu gewinnen Doch wollen wir im Texte bei den Spiralen nur solche 
æ zulassen, die nicht-negative Werte r liefern. 

+») Diese Gleichung ist derjenigen der gleichseitigen „Hyperbel“ (in recht- 
winkligen Koordinaten) x y = a analog gebaut. 
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n 0+1 
(8) r=’ 


entsprechende Spirale. Damit r nicht negativ wird, ist entweder & >0 
oder $<—1 zu nehmen. Die Kurve besteht entsprechend aus zwei 
Stücken, von denen das eine 
außerhalb des Kreises vom mm 
Radius 1 um den Pol verläuft, 
das andere innerhalb dieses | 
Kreises, wie Fig. 62 veran- | 
schaulicht. Das äußere Stück \ 
kann man leicht aus der hyper- | 
bolischen Spirale der Glei- 
chung r = 1 dadurch her- \ 
stellen, daß man beim einzel- 
nen # den Radiusvektor r um 
die Längeneinheit vergrößert. e , 
Nach außen hin ist die Paral- u Ye 
lele im Abstande 1 zur Polar- 
achse eine Asymptote, nach innen nähert sich die Kurve dem vorhin ge- 
nannten Kreise „asymptotisch“, indem sie ihn unendlich oft umläuft. Das 
zweite Stück der Kurve beginnt für = — 1 im Pole selbst und windet 
sich, während ð gegen die Grenze — oo abnimmt, unendlich oft um den 
Pol unter „asymptotischer Annäherung“ an den öfter genannten Kreis 
von innen her. 

Als besonders wichtig haben wir endlich noch die „loyarithmische 
Spirale“ mit der Gleichung: 


(9) r=” oder ad=inr 


Ind —In2 

o der 
Konstanten æ in Fig. 63 dargestellt ist. Diese Spirale windet sich sowohl 
nach außen als nach innen unendlich oft um den Pol herum. Ist für 
irgend eine dem Intervalle O < 9< 2x angehörige Amplitude 9, der 
zugehörige Radiusvektor gleich r,, so schneidet der Strahl dieser Ampli- 
tude die Spirale in den unendlich vielen Punkten der Radienvektoren: 


zu nennen, deren Verlauf für den besonderen Wert a = 


. A, El . . y3 3 
estou a Tol y Yos ols HT, NT 5 
wo g = e'** ist. Während also bei der Archimedischen Spirale die zu 
einem Strahle gehörenden Radienvektoren die Glieder einer „arithme- 
tischen“ Reihe bilden, haben wir hier entsprechend die Glieder einer 
beiderseits unendlichen „geometrischen“ Reihe vor uns. 
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Aufgaben: 1) Es ist zu zeigen, daß die Epizykloiden für b = a algebraische 

Kurven vierten Grades der Gleichung: 

(10) . (æ — 6°- y? + 2e — e)? = 4a? ((@— e)? y?) 

sind; diese Kurven werden auch als „Pascalsche Schneckenkurven“ oder kurz n Pas- 
calsche Kurven“ bezeichnet. Für c=a liegt die in Fig. 64 gezeichnete Kurve vor, 
welche „Herzkurve“ oder „Kardıoide® heißt (s. „A. G.“, S. 85). Auch für e>u 
und e<{a zeichne der Leser Beispiele. 

2) Man untersuche für a = 4b die Hypozykloido im engeren Sinne (d. i. die- 
jenige für c =b). Es handelt sich um die in Fig. 65 gezeichnete „vierspitzige“ 
Hypozykloide, die auch „Astroide* oder „Sternkurve“ heißt (RAR ET). 
Man zeige, daß die Gleichungen: 

(11) g= a cos" t, y= asin’t 


geschrieben werden können; hieraus ergibt sich als algebraische Gleichung der 
Astroide in irrationaler Gestalt: 


a ap J? — a, 
sowie endlich in rationaler Gestalt: 
+ y?—a)’ + Ma’ary—0. 
3) Die Gleichungen der Hypozykloide (im engeren Sinne): 


b 


sind oben im Anschluß an eine Zeichnung (s. Fig. 58) aufgestellt, in der b<4a 
war. Man überzeuge sich (durch Zeichnung geeigneter Figuren), daß die Glei- 
chungen auch für La <b -Zæ gelten. Doch zeige man weiter, daß sich jede Hypo- 
zykloide für ein dem Intervalle Ja <b <a angehörendes b auch als Hypozykloide 
für b’—a—b erzeugen läßt. Die Gleichungen (12) gehen nämlich, wenn man: 


12) 2=(a—L) cost -+ U cos (“ z b t) A y = (a— b) sin t — bein (77 ) 


3 ,‚ a—b ¿ a—b , 
a—b=V, b=a—d, tet, 1-75 t 
setzt, bei Umstellung der Glieder wieder in die Gestalt (12) über: 
=b F n Jamb, 
x = (a— b’) cos t’ -+ b’ cos e Fr), y=(a—b’)sint’—b sin [” y r). 
% 


4) Man untersuche die Hypozykloiden in dem besonderen Falle a = 2b. Die 
Hyporykloide im engeren Sinne wird zu dem aut der &-Achse gelegenen Durch- 
messer des festen Kreises; die verkürzten und die verlängerten Hypozykloiden 
werden Ellipsen: 

g? y? 
b -+ o)? jis t — o° 
Man verfolge die Bewegung des zum Punkte P gehörenden Durchmessers vom 
beweglichen Kreise und stelle die Art der Erzeugung der Ellipsen von hieraus fest. 
Vgl. „A. G“, S. 72. 

5) Wird ein fester Kreis des Radius « von einem beweglichen Kreise des 
Radius 5>a in der Art berührt, daß der bewegliche Kreis den festen umschließt, 
so beschreibt ein Peripheriepunkt des beweglichen Kreises beim Abrollen desselben 
auf dem festen Kreise eine sogenannte „Perizykloide“. Man stelle bei geoigneter 
Auswahl des Koordinatensystems als Gleichungen der Perizykloide: 


1% 


u b — 
(13) z= — bmeost+bes(”, EAW y= — (b—a) sint + bsin( 7 “,) 
I ’ 
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auf und zeige durch Ausführung der Substitution: 


~ u; 
b— a=b, b=a +v, her, FE 


dab jede Perizykloide auch als Epizykloide erzeugbar ist. 


2. Untersuchung der Tangenten der ebenen Kurven bei recht- 
winkligen Koordinaten. Eine erste Anwendung der Differentialreehnung 
auf die Theorie der ebenen Kurven ist durch die Entwicklungen von 5.101 f. 
begründet. Wir erkannten damals, daß die Frage, ob eine stetige Funk- 
tion y von x an einer Stelle x eine Ableitung besitzt, gleichbedeutend 
ist mit der Frage, ob die zur Funktion gehörende Kurve an der betreffen- 
den Stelle (z, y) eine Tangente besitzt. Wir setzen die Existenz der Ab- 
leitung voraus und nennen sie y. Zufolge (2) S. 102 gilt dann die ein- 
fache Beziehung y'=- tg «, wo œ den Winkel bedeutet, den die „nach 
rechts gerichtete“ Kurventangente der Stelle (x, y) mit der positiven s- 
Achse bildet, und übrigens die Maßzahl œ mit dem seinerzeit festgesetz- 
ten Vorzeichen zu versehen ist. 

Diese Beziehung soll uns jetzt umgekehrt dazu dienen, bei einer ge- 
gebenen Kurve im einzelnen Punkte die Tangentenrichtung festzustellen, 
die Tangentengleichung zu bilden und Regeln für die Tangentenkonstruktion 
zu gewinnen. Um die Bezeichnungen x, y, y für die Koordinaten des 
Kurvenpunktes und den Wert der zugehörigen Ableitung vorzubehalten, 
wollen wir mit &, n die Koordinaten eines die Tangente beschreibenden 
Punktes bezeichnen, natürlich im zugrunde liegenden rechtwinkligen 
Systeme. Als gerade Linie stellt sich dann die Tangente durch eine Glei- 
chung ersten Grades dar, die wir in der Normalgestalt y= u$ -+v ansetzen 
(„A.G.“, 8.14). Hier ist dann u der „Richtungskoeffizient“, der in unserem 
Falle rechtwinkliger Koordinaten unmittelbar durch u = tg œ und also 
durch u = y gegeben ist: 

y=y&stv. 
Das Absolutglied v bestimmen wir durch die Forderung, daß die vor- 
stehende Gleichung durch die Koordinaten = x, n= y des Berührungs- 
punktes der Tangente befriedigt wird: 


y-ya+v. 


Durch Subtraktion dieser Gleichung von der voraufgehenden ergibt sich 
als Gleichung der Tangente unserer Kurve im Punkte (x, y): 


() q — y = y (Ẹ— s). 


Diejenige Gerade, welche die Tangente im Punkte (x, y) senkrecht 
oder, wie man sagt, „normal“ überkreuzt, wird als „Normale“ der Kurve 


/.rciN 
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im Punkte (x, y) bezeichnet. Die Gleichung der Normalen unserer Kurve 
im Punkte (x, y) ist: - 

(2) E-2+y@—n)=0: 

denn die durch diese Gleichung, bezogen auf variable Koordinaten &, 7, 
dargestellte Gerade läuft offenbar durch den Punkt (x, y) und schneidet 
nach bekannten Sätzen der analytischen Geometrie die Gerade (1) senk- 
recht (s. „A. G.“, 8. 18). 

Die Gleichungen (1) und (2) mögen sogleich noch den besonderen 
Gestalten der Kurvengleichungen angepaßt werden. Ist die Gleichung der 
Kurve in der Gestalt y = f(x) gegeben, so hat man einfach: 

s=7 =f) 
in die Gleichungen (1) und (2) einzutragen. Hat hingegen die Kurven- 
gleichung die Gestalt f(x, y) = 0, so ist y' nach der Regel (6) S. 159 zu 
berechnen. Die Gleichungen für Tangente und Normale nehmen hier die 
Gestalten: 


f] e, ) Kan: 
(G x) NL 1) arem o, 


af, y) 


ee 


(3) 
ar afle, u) 
E - x) Key 
anë). Ist endlich die Kurve durch zwei Gleichungen der Gestalt (1) S. 274 
gegeben, so stellen wir zunächst die beiden Formeln auf: 


nm) =A 


dt di 1 


, dy r 
—,_ı — Ne = 
= Tz vi dx’ de gt)’ 


und zwar die letzte nach der Umkehrregel (S. 113) und die erste nach 
der Kettenregel (S. 127). Hieraus folgt die Tangentengleichung: 


(4) E= pv E) - nr) t) = 0, 
während die Gleichung der Normalen die Gestalt annimmt: 
(5) E-o) p E) + me) w) = 0. 


Um z. B. die Ellipsentangente darzustellen, haben wir die erste Glei- 
chung (3) für die Funktion: 


fæ 


*) Die Gleichung (3) der Tangente bleibt auch ia dem durch die Annahme 
der Existenz (und also Endlichkeit) von y' zunächst ausgeschlossenen Falle in Kraft, 


daß die Tangente zur y-Achse parallel ist; in diesem Falle ist einfach st —=0. 
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zu bilden und finden bei Fortlassung des gemeinsamen Faktors 2: 
(6) = + ups =0 oder == + = 


Für die Astroide der Gleichungen (11) 8.283 ergibt der Ansatz (4) als 
Tangentengleichung: 


(E — a cosè t) Ba sin? t cos £ + (y — a sin? t) 34 cos? t sin t = 0 


oder nach einfacher Umgestaltung: 


3 
> TE: age 
Die Tangente schneidet demnach die x-Achse im Punkte (a cos ż, 0) und 
die y-Achse im Punkte (0, a sin t). Hieraus ergibt sich die bereits in 
Fig. 65, 8. 282, angedeutete Konstruktion der Tangente. Vom Endpunkte 
B des zum Winkel £ gehörenden Kreisradius OB fälle man die Lote auf 
die Achsen; die Fußpunkte geben dann unmittelbar die Schnittpunkte 
der Tangente mit den Achsen. Diese Kınstruktion liefert noch den später 
zu benutzenden Satz, daß die zwischen den Achsen gelegene Strecke der 
Tangente konstant und gleich dem Radius a des Kreises ist). 
Um für die Konstruktion der Tangenten noch etwas bequemere An- 
sätze zu erhalten, wollen wir die in Fig. 66 durch AP und BP bezeich- 
neten Strecken der Tangente und Nor- 
ER m 8 PEN male zwischen dem Kurvenpunkte P und 
der &-Achse einführen und, sofern eine 
Zweideutigkeit nicht zu befürchten ist, 


Ken kurz wieder „Tangente“ und „Normale“ 
Aat der Kurve im Punkte P nennen. Die 
ASN Projektionen AQ und BQ dieser Strecken 


auf die x-Achse nennen wir „Subtan- 

— gente“ und „Subnormale“ der Kurve im 

Fig. 66 Punkte P. Als abgekürzte Bezeichnungen 
dieser vier Strecken benutzen wir: 


AP=1T, BP=N, 40- S, BQ = Sn. 


Alle vier Strecken lassen sich leicht in den Koordinaten z, y des Kurven- 
punktes P und dem zugehörigen Werte y der Ableitung berechnen. Die 
Abszisse des Punktes B findet man, indem man in die Gleichung (2) der 
Normalen = 0 einträgt und nach £ auflöst. Da x die Abszisse von P und 


also auch die von ei ist, so ist einfach Sn = BQ = |E — x| = |yy'| die in 


+») Vgl. „A. G.“, 8.8 
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jedem Falle für Sv gültige Gleichung. Von hieraus berechnet man N 
einfach auf Grund der Gleichung N = +y + Sn?. Indem man ent- 
sprechend zur Berechnung von Si und T verfährt, findet man als Ergeb- 
nis: Die Tangente, Normale, Subtangente und Subnormale der Kurve im 
Punkte P berechnen sich durch die Formeln: 


(8) 7T-|Zyi+y°, N=yYilıy?, St=|%, Sn=|yy. 
[y i 1% ı 


Die beiden ersten Formeln können wir auf Grund der Entwicklungen 
von S. 109#f. noch etwas vereinfachen. Indem wir y' als eine stetige und 
abteilungsweise monotone Funktion von z voraussetzen, ist unsere Kurve 
„rektifizierbar“ und hat eine bestimmte Bogenlänge s, die wir damals als 
Funktion s = F(x) von x näher erklärten, und von der wir die Ableitung 
s nach x und das Difterential ds in (2) und (3) 8.112 darstellten. Es 
ergab sich: 


a ls dy? mer; 

ee ae) T t 
Die ersten beiden Gleichungen (8) lassen sich demnach auch so schreiben: 
(9) 1-% t N= ys|. 
Ein paar Beispiele mögen die Konstruktion der Tangenten mit Hilfe 
der vorstehenden Formeln erläutern. Man bestätigt zunächst für die Pa- 
rabel bei Gebrauch des üblichen Koordinatensystems leicht die Angaben 


P—2p=0, Y--, St=7-=-2r, Sn=p, - 


so daß die Subnormale konstant gleich dem „Halbparanıeter“ p und die 
Subtangente doppelt so groß wie 
die Abszisse x des Berührungspunk- 
tes ist. Die hieraus folgende Tan- 
gentenkonstruktion ist in Fig 67 
ausgeführt; man trägt die Strecke 
OQ= z auf der negativen x-Achse 
von O aus ab, worauf der Endpunkt 
4 der abgetragenen Strecke un- 
mittelbar in der Geraden AP die 
Tangente liefert. 

Für die Ellipse gelten die Glei- 
ehungen: 


b’x 


-i v ETA e Di x | 
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wobei für die Gewinnung des letzten Ausdrucks für 87 die Gleichung der 
Ellipse heranzuziehen ist. Nun ist aber Ya? — z? die zur Abszisse O Q =x 
gehörende Ordinate des Halb- 
kreises über der großen Achse 
2a der Ellipse als Durchmesser 
(s. Fig. 68). Die Subtangente 
St= AQ konstruieren wir 
demnach entsprechend der 
Proportion: 

|z| : Va? — £ = Va! — 2: St 
als vierte Proportionale, was 
in Fig.68 in der Art ausge- 
führt ist, daß P’A auf dem 


Kreisradius O P’ im Eindpunkte P’ senkrecht errichtet ist. 
Die Gleichung: 


Fig. #8. 


(10) fy = a 808 (>) oder y= 2 fe peer p ) 


stellt die „Keftenlinie“ der Mechanik dar, die also für a = 1 unmittelbar 
mit der &03-Kurve identisch ist. Mit Hilfe der Relation (8) S. 71 zwischen 
den hyperbolischen Funktionen zeigen wir leicht: 

y = Sin (2), s =V1 + y? = Cog (2), Nee 2 


a 
so daß sich jetzt die Normale N als vierte Proportionale aus a:y=y: N 
konstruieren läßt: a hat zufolge 
(10) die geometrische Bedeutung der 
„Scheitelpunktsordinate® a = OS (s. 
Fig. 69). Zur Konstraktion der Nor- 
malen errichte man über der Ordi- 
nate y = PQ als Durchmesser nach 
rechts einen Halbkreis und trage von 
P aus die Strecke a = PC als Sehne 
ein. PC liefert unmittelbar die Nor- 
male; denn ein Blick auf Fig. 69 lehrt: 


Fig. 00 PC: PQ=PQ:BP. 


womit wir die vorhin aufgestellte Proportion wiedergewonnen haben. 
Bei der „gemeinen Zykloide“ von den Gleichungen: 


x=a(t—sin t), y=a(l—cost) 
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berechnet man y auf Grund der Regel (7), S. 160, und findet: 


y= Sn = jy y| = |a- sin t|. 
Man zeichnet demnach, wie Fig. 70 andeutet, die Parallele zur z-Achse 
im Abstande a, schneidet von P 


aus mit dem Radius PO —=a auf die- 
ser Geraden den Punkt OÖ’ aus und 
hat in O’ den Mittelpunkt des rol- 
lenden Kreises in der zu P gehö- 
renden Lage. Ist B der Berührungs- 
punkt und C der höchste Punkt 
dieses Kreises, so ist (s. Fig. 10) 
einfach BP die Normale und CPA —; 
die Tangente, so daß die Normale Fig. 30 

durch den augenblicklichen Beriüh- 

rungspunkt des rollenden Kreises hindurchläuft. Aus der Figur geht näm- 
lich DQ = a-sint = Sn und CP 1 BP unmittelbar hervor. 


Aufgaben: 1) Man führe die Tangentenkonstruktion für den einzelnen Punkt 
der „Exponentialkurve“ der Gleichung y = e” aus. — Es ist zu benutzen, daß die 
Subtangente St konstant gleich 1 ist. 

2) Es ist die Tangentenkonstruktion für den einzelnen Punkt P der durch 
xy= a dargestellten gleichseitigen Hyperbel durchzuführen. — Die Konstruktion 
gründet sich auf die Tatsache, daß die Subtangente des Punktes (x, y) der Kurve 
durch St= |x| gegeben ist. 

3) Für die Epizykloide des Gleichungenpaares: 


æ = (a -+ b) cost — Ù cos (7 t), y = (a+b) sin t — b sin (er t) 


stelle man die Gleichung der Normalen für den zum Winkel t gehörenden Punkt 
P auf und entnehme daraus eine Regel zur Konstruktion der Normalen und der 
Tangente. — Als Normalengleichung ergibt sich: 


a+ 2b , (a-+2b \ fe 
£ cos ( >) t) + sin ( >, t) = a cos (31t) 


Die Normale läuft durch den Punkt (a cost, asint), d. h. durch den Berührungs- 
punkt der augenblicklichen Lage des rollenden Kreises hindurch. Die Tangente 
läuft demnach durch den zu B diametralen Punkt der Peripherie jenes Kreises. 
4) Man führe die gleiche Untersuchung für die Hypozykloide der Gleichungen: 
a—b \ z . ja—b 
2= (ab) cos 1 + beos( b t), y = (a—b) sin t — b sin ( b t) 


aus. — Als Gleichung der Normalen wird sich ergeben: 


z a—2b, si mac sa) 
cos ( 2h en in ( DE la) 


Die Folgerungen sind die entsprechenden. 
Fricke, Differential- u, Integralrechnung. 1. 19 
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3. Untersuchung der Tangenten der ebenen Kurven bei Polarko- 
ordinaten. Es sei in Polarkoordinaten r, $ eine Kurve durch die Glei- 
chung r = f(r, 9) gegeben, in der wir etwa ® als unabhängig variabel 
denken. Wir betrachten ein Stück der Kurve, längs dessen r als eine ein- 
deutige, stetige und differenzierbare Funktion von ® vorausgesetzt wird, 
und bezeichnen die Ableitung von r nach $ durch r’. Es soll zunächst 
untersucht werden, ob wir dieser Ableitung r’ ähnlich wie bei recht- 
winkligen Koordinaten eine einfache geometrische Bedeutung beilegen 
können. 

Zu diesem Zwecke wählen wir zwei nahe beieinander gelegene Punkte 
P und P, auf der Kurve. P habe die Ko- 
Ze l JE ) ordinaten v, 9, und P, habe eine um den 

1. ia positiven Wert 1% größere Amplitude 

eo (&+ 1%), während die zugehörige „Dif- 

p! P e dE | ferenz“ Ar=f(®+29)— f(#) der Funk- 

- tion r=f(#) positiv, negativ oder gleich 

ya 7 = 0 sein kann. In Fig. 71 ist die Sehne 

Pa: | P,P der Kurve gezogen und über P hin- 

pe; aus, d.h. in der Richtung abnehmender 

Werte ® verlängert. Diese Verlängerung 

bilde mit dem Radiusvektor r = OP den Winkel y. Der Sinussatz, ange- 
wandt auf das Dreieck OPP,, liefert dann: 


(r+Ar):r = sin y:sin (y—49), 


woraus wir die Folgerung ziehen: 


2 cos ( = sin = 
Ar _ siny— sin(y—49) N Br), Ne ? 
r sin (y — 4 8) sin (y— 49) 
Dividieren wir diese Gleichung durch 1%, so ergibt sich weiter: 


. J® / AF 
TA sin 3 cos vi 2 ) 

r Aĵ dt sin (y — 4d ®) 

2 

Vollziehen wir jetzt den Grenzübergang lim 4% = 0, so geht (da wir 
die Existenz der Ableitung von r nach $ voraussetzten) die über P hinaus 
verlängerte Sehne P,P in die Tangente der Kurve im Punkte P über, 
und die Grenze von y ist der Winkel B, den die nach Seiten abnehmender 
Werte & gerichtete Tangente mit dem Radiusvektor des Berührungspunktes 
P bildet. Dabei liefert die letzte Gleichung die grundlegende Beziehung: 


i dr r 
(1) m cotg B. 
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Um nun die gesuchte Deutung von _—— | i 
r' und einige weitere wichtige Formeln [ „? N 
hieraus abzuleiten, zeichnen; wir auch | N, j 
noch die Normale der Kurve im Punkte | Aa EES | 
P und legen außerdem durch den Pol O 
senkrecht zum Radiusvektor OP eine 
Gerade, die die Tangente in A und die | \ Ex 
Normale im B schneidet (s. Fig. 72). Die | W 
hierdurch auf der Tangente und Normale | P r : 
abgeschnittenen Strecken AP und BP DENA | 
nennen wir „Polartangente“ und „Polar- N on“ 
normale“ der Kurve im Punkte P, und 
im Anschluß daran sollen AO und BO 
„Polarsubtangente“ und „Polarsubnormale“ heißen. Als’abkürzende Sym- 
bole gebrauchen wir zur Unterscheidung der bei rechtwinkligen Koordi- 
naten benutzten Bezeichnungen 7, N, -: 


Pig. 72. 


(2) AP=T, BP=N, 40=$St, „30 — Sn. 


Darstellungen von St und Sn lesen wir auf Grund der Relation (1) un- 
mittelbar aus Fig. 72 ab; die Berechnung von T und N ist dann elemen- 
tar: Die Polartangente, Polarnormale usw. im Punkte P unserer durch 
r = f($) gegebenen Kurve stellen sich so dar: 
6) T= VFF’, N-Vr4r?, St- zu Sn = |r]. 
Die Formeln sind gleich so geschrieben, daß sie auch für ß >7 und 


also »’<O mitgelten; man wolle sich die dann vorliegenden geometrischen 
Verhältnisse an Fig. 73 deutlich 
machen. Jn jedem Falle ist also A < ‘S 
der absolute Wert |r| der Ableitung ya — \ 
r =f (9) geometrisch durch die i ' 


zum Punkte P gehörende Polarsub- \/ a nn 
normale dargestellt. N i S i 

Die Formeln für T und N ONG, ~F S 
lassen sich durch Heranziehung N j 


des Bogendifferentials noch etwas 

einfacher gestalten. Wir nehmen 

die Kurve als „rektifizierbar“ an 

und messen die Bogenlänge s in der Art ab, daß die: Maßzahl s bei 

wachsendem Werte # längs unseres betrachteten Kurvenstückes gleich- 
19* 


Fig. 78. 


rcin.org.p 
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falls wächst. Die Länge des Bogens PP, bezeichnen wir, der Differenz 
4% entsprechend, durch 4s. Dann gilt jedenfalls zufolge S. 111 für den 


Quotienten des Bogens 4s und der zugehörigen Sehne PP:: 


(4) lim ey saik 
Aus dem Sinussatze folgt PP, :r = sin 49 :sin (p—4®), und also ist: 
PP, 1 Js sinds 1 
ds r 3% 23% sngy—49) 
Für lim 49 = 0 ergibt sich, falls die Ableitung von s in bezug auf ð 
kurz s’ genannt wird, mit Rücksicht auf (4) und (1): 
s » 1 BE mann -j r? A r ' 
(5) r = img 7 t V1 + otg pa ga u 
Für das Bogendifferential ds erhält man hieraus unter der Voraussetzung 
der Zunahme von s bei wachsendem © die Darstellung in Polarkoordinaten: 


(6) ds = + Vr? + r° dò = +VFOF Hr OF do. 
Die Formeln für T und N aber nehmen die Gestalt an: 

a rs ee: 

(3) T= šp N=s. 


Für die logarithmische Spirale der Gleichung (9) 8. 281 gilt: 
cotg p = 2 =q, b = arc cotg a. 


Demnach ist bei der logarithmischen Spirale der Winkel B konstant gleich 
arc cotg a; wir können auch sagen: Alle vom Pole aussiehenden Strahlen 
kreuzen die logarithmische Spirale unter gleichem Winkel oder „isogonal“, 
nämlich unter dem Winkel arc cotg a (s. Fig. 63, S. 282). 

Die in Aufgabe 1) S. 283 für den Fall b= a betrachteten Epizykloi- 
den, die auch „Pascalsche Kurven“ heißen, bekommen eine besonders ein- 
fache Polargleichung, wenn man den Punkt (c, 0) zum Pole und die 
positive Richtung der x-Achse zur Polarachse wählt. Dann ist in (10) 
S. 283: 


æ — e =r cos ĝ, y=rsm ð 
einzutragen, was nach Fortheben des Faktors >° ergibt: 
(r +2c cos #)’—= 4a’, r = + 24 — 2ceos#. 


Für c <a ist das untere Zeichen nicht brauchbar, da dann für keinen 
Wert # ein positives r gewonnen wird; in diesem Falle ist also: 


(8) r = 2a — 2ccos$ 
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die Polargleichung, die für jedes 9 ein r > O liefert. Für c > a ist, falls 


9 dem Intervall: T p 
x — arc Cos <P <mt are cos — 


angehört, auch die Gleichung r = — 24 — 2e cos $ heranzuziehen, da sie 
alsdann » > 0 liefert. Für den um x kleineren Winkel = ĝ— x liefert 
die Gleichung (8) den entgegengesetzten und also negativen Wert !=—r. 
Wir können also auch hier mit der Gleichung (8) auskommen, so daß 
wir in (8) allgemein die Polargleichung der Pascalschen Kurven vor uns 
haben, wenn wir im Falle c > a vorschreiben, daß die dem Intervalle: 


a a 
— are cos < 0 < + arc cos z 


entsprechenden negativen r, absolut genommen, auf den Rückwärtsver- 
längerungen der beweglichen Schenkel der Winkel # abzutragen sind. 
Der Gleichung (8) können wir eine höchst einfache geometrische 
Bedeutung unterlegen. Um den Mittel- ` | sey 
punkt O des festen Kreises (der Epi- / q È 
zykloidenerzeugung) legen wir einen } A N 
Kreis X des Radius c, der also durch den T aN 
Pol O” unseres Polarkoordinatensystems | far 
hindurchläuft. Wie ein Blick auf Fig.74 | | o € To 


. . . . P \ Ji 
lehrt, ist die Polargleichung dieses Krei- 7 J | 
ses, wenn wir für die Radienvektoren die i 
Bezeichnung O”Q = r, benutzen, durch So — =< —Żć —_— — ä 
rı = — 2e cos # gegeben; dabei können Fig. 74. 


wir die für — , <? < + Zr eintretenden negativen Werte r; wieder in 


der Art deuten, daß wir die 
Beträge |r, auf den Rück- 
wärtsverlängerungen der 
Winkelschenkel abtragen. 
Die aus (8) folgende Glei- 
chung r=r, + 2a zeigt nun, 
daß wir zur Pascalschen 
Kurve gelangen, indem wir 
den Radiusvektor O’Q= 1, 
des Kreises in der „ursprüng- 
lichen Schenkelrichtung“ um 


den Betrag 2a verlängern. x / ya | i 
i Wir erläutern dies zu- SA, / ý i 
nächst im Falle c< a durch A A 
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Fig. 75. Hier ist jede der Strecken PQ, P’Q', P"Q”,... gleich 2a; im 
ersten Falle, wo ? < ai und also r, = — 2c cos ® <0 ist, ist der Vor- 


schrift entsprechend die „Verlängerung“ des Radiusvektor O”Q um 2a 

in der Richtung von 

ra iR Ka Q nach O” hin zu 

A De I vollziehen. Man 

7, l a a \ wa kann demnach die 

Pa Er | ` Vorschrift auch in 

/ 4 der Art geben, daß 

/ NN `, vom einzelnen Peri- 

f j a Pr ETIR pheriepunkte Q des 

py i | i Kreises K auf der 

Fai L C TVo | Geraden O’Q nach 

eo atA IN 0" beiden Seiten hin 

l Na aE a! / Strecken PQ=2a ab- 

et -s Zr zutragen sind, um als 

x g geometrischen Ortder 

Streckenendpunkte P 

£ die Pascalsche Kurve 

zu gewinnen. Im 

er Fig. 16. Falle c œ> æ ist die 

n Gestalt der Pascal- 

schen Kurve durch 

Fig. 76 erläutert; die eben beschriebene Herstellungsart derselben mittelst 
des Kreises K vom Radius c um Ö bleibt unverändert bestehen. 


Um nun die Tangentenkon- 
siruktion der Pasealschen Kurven 
; ‘S zu gewinnen, leite man aus (8) 

a y^ Ne | und der vierten Formel (3) die 
Fi \ / N \ Darstellung Sn = 2c sin # ab. 

f \ 5 Inu Indem man also die zum Radius- 

\ PR / |} vektor O”P senkrechte Sehne 

BEIN f ò O”B des Kreises K konstruiert, 

| | R! \ FI > j {> gewinnt man in BP die Normale 
\ ENN und senkrecht zu ihr im Punkte 
Uia 2 P die Tangente; denn es ist 7. B. 


NEA L o in Fig. 77: 


O” B = O” È . cos (= — o) = 2c sin Ŷ®. 
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Der Leser wolle sich auch im Falle c>œ>a die figürlich etwas komplizier- 
teren Verhältnisse im einzelnen veranschaulichen. 


Aufgaben: 1) Man führe die Tangentenkonstruktion bei der Archimedischen 
Spirale der Gleichung r—= «4% durch, — Die Entwicklung ist auf den Umstand zu 
gründen, daß Sn=a, also konstant gleich dem zum Winkel $—=1 gehörigen 
Radiusvektor der Spirale ist (s. Fig. 60, S. 279). Der bei der Normalenkonstruktion 
(s. Fig. 72, 8. 291) mit B bezeichnete Punkt liegt also stets auf dem Kreise des 
Radius «a um OÖ. 

2) Man konstruiere die Tangente für die hyperbolische Spirale der Glei- 


chung r=5 — Hier zeigt sich, daß St= a konstant ist, woraus eine ähnliche 
Regel wie in 1) hervorgeht, 
3) Die als „Lemniskate“ be- - un 


zeichnete Kurve vierten Grades hat | ke Dig‘ 
die Gleichung: 2 h 


(9) (+ YDE- alle} — y’) = 0 


und besitzt die in Fig. 78 gezeich- | 
nete schleifenförmige Gestalt, wel- 
che man am einfachsten von der 
Polargleichung: 


(10) r = a ycos 28 


aus versteht. Man suche im An- 
schluß an die letzte Gleichung eine 
Tangentenkonstruktion. — Wegen 
der Symmetrie der Kurve ist es ausreichend, die Untersuchung für eine im Inter- 


Fig. 78, 


valle 0<8<H gelegene Amplitude durchzuführen. Dann haben wir aus den auf 
Grund von (10) und (1) zu gewinnenden Gleichungen: 
u sin2® m 7 
ge uch ee = —tg2 
rs tg (e z) cotg p=; g2 


den Schluß zu ziehen, daß p— te 2% ist, d. h. daß der zwischen der Normalen 


r 


des Kurvenpunktes P und dem Radiusvektor OP gelegene Winkel gleich 2% ist. 
Zur Gewinnung der Normalen und damit der Tangente bringe man demnach den 
zu OP bezüglich der x-Achse symmetrischen Radiusvektor OP’ (s. Fig. 78) im 
Punkte D zum Durchschnitt mit dem Mittellote von OP; dann ist DP unmittelbar 
die Normale der Lemniskate im Punkte P. 


4. Konkavität, Konvexität und Wendepunkte der Kurven. Indem 
wir zu reehtwinkligen Koordinaten zurückkehren, betrachten wir ein 
Stück einer Kurve, längs dessen neben y selbst auch die erste Ableitung 
Y eindeutig, stetig und abteilungsweise monoton sei*). In der Gleichung 


*) Die Umgebung eines solchen Punktes der Kurve, in dem die Tangente der 
y-Achse parallel und also y =tgæ =æ ist, würde sich demnach der weiteren 
Betrachtung des Textes entziehen, auch wenn der reziproke Wert von y daselbst 
stetig ist. Doch genügt es, in diesem Falle die Koordinatentransformation == — Y,» 
y = æ, auszuführeu und x, als unabhängige Variable einzuführen, um den fraglichen 
Teil der Kurve zugänglich zu machen. 
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y = tg « bedeutet « den Winkel, welchen die nach rechts gerichtete 
Kurventangente mit der positiven z-Achse bildet, wobei die Maßzahl « 
positiv oder negativ zu nehmen ist, je nachdem die Tangentenrichtung 
diejenige zunehmender oder abnehmen- 
der Ördinaten ist. Unserer Annahme zu- 
folge wird demnach mit y'aucha=aretgy’ 
eine stetige und abteilungsweise mono- 
tone Funktion von x sein. Nimmt aber 
« hei wachsendem z zu, so heißt das 
zufolge Fig. 79, daB die „gehöhlte“ oder 
„konkave“ Seite der Kurve nach Seiten 
der wachsenden Ordinaten oder, wie wir 
kurz sagen wollen“), „nach oben“ gerichtet 
ist, während die „erhabene“ oder „konvexe“ 
Seite der Kurve „nach unten“ weist. 

Wir setzen jetzt auch y’ als differenzierbar voraus und nehmen an, 


, 
daß die zweite Ableitung vi in dem betrachteten Intervalle ein- 


deutig und stetig sei. Das Vorzeichen des Wertes y” gestattet dann nach 
8.136 einen Rückschluß darauf, ob y und also œ mit wachsendem x 
wächst oder abnimmt. Wir wollen das Ergebnis für die Umgebung einer 
einzelnen Stelle P oder (x, y) der Kurve aussprechen, an der wir y” als 
von Ô verschieden voraussetzen. Ist y” an dieser Stelle (x, y) positiv (nega- 
tiv), so können wir zufolge der Stetigkeit von y” die Umgebung so klein 
wählen, daß in derselben y” beständig positiv (negativ) bleibt und also 
y sich als monoton erweist. Es folgt daraus der Satz: Sind für das 
untersuchte Stück der Kurve die beiden ersten Ableitungen y' und y” ein- 
deutig und stetig, und hat y” un der einzelnen Stelle (x, y) einen von O 

verschiedenen Wert, so weist die konkave 


N 7 Oœ, Seite der Kurve in der Umgebung dieser 
\ Pi ) Stelle nach oben oder nach unten, je nach- 

| N A P | dem an der Stelle (x, y) der Wert y" >0 

| pfn oder < 0 ist. 

l a ol siw Eine Bestätigung dieses Ergebnisses 


r ) Q } entnehmen wir aus den Regeln über die 
Ku dalsitı y / Berechnung der Extremwerte der Funk- 
I tionen durch folgende Überlegung: Die 
Kurve ist in der Umgebung der Stelle 
(x, y) nach oben (unten) konkav, falls daselbst die Kurvenordinaten, ab- 
gesehen von dem zum Argumente & gehörenden y selbst, größer (kleiner) 


H Val S29, Note. 


Fig. 50 
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als die Tangentenordinaten sind (s. Fig. 80). Wir denken die Kurven- 
gleichung in der Gestalt y = f(x) gegeben. Für eine der Umgebung der 
Stelle (x, y) angehörende Abszisse & ist also y = f(&) die Kurvenordinate, 
während sich für dieses ë die Tangentenordinate y, nach (1) S. 284 so 
darstellt: 
m= y+ Yen) = fia) + f (2) — a). 

Die Differenz der Ordinaten 7 und n,, aufgefaßt als Funktion von &: 

q= m= pE) = - FD r e) Ea), 
hat nun im Falle der Konkavität nach oben (unten) an der Stelle &= x 
den Minimalwert (Maximalwert) ¢(x)= 0. Dies ist mit den Kriterien 
von 8.241 ff. in Übereinstimmung; denn (&)=f(&)— f(x) verschwindet 
für &=a, und ø” (E) = f” (E) ist an der Stelle (x,y) nach dem obigen 
Satze positiv (negativ). 

An die vorstehende Betrachtung schließt sich folgende Erklärung 
an: Ist die Kurve auf der einen Seite ihres Punktes P nach oben konkav, 
auf der anderen Seite aber nach unten, so heißt P ein „Wendepunkt“ der 
Kurve. Die Werte der zweiten Ableitung y” = f” (x) müssen also im 
Augenblick der Durchlaufung des Punktes P einen Zeichenwechsel er- 
fahren. So lange die zweite Ableitung stetig ist, kann also ein Wendepunkt 
der Kurve nur für solche Werte x eintreten, für welche: 


(1) F=f =t 
gilt. Doch hat man natürlich genauer zu prüfen, ob für die einzelne 
Lösung v dieser Gleichung auch wirklich 
ein „Durchgang“ durch O für die Werte 4 7 
y" eintritt. / 5 
In Fig. 81 wolle man sich veranschau- 
lichen, wie sich die Tangentenrichtung 
ändert, falls man den Berührungspunkt 
über die Kurve hinführt und hierbei einen 
Wendepunkt P durchschreitet. In diesem | 
Augenblicke tritt eine Umkehr oder „ Wen- A SA y e 
dung“ der Drehungsrichtung der Tangente az 
ein. Die Tangente im Wendepunkte heißt demnach auch eine „ Wende- 
tangente“ der Kurve, und von diesem Verhalten der Tangente rührt der 
Name des fraglichen Kurvenpunktes her. Eine von der Tangente nur 
wenig abweichende Sekante durch P schneidet die Kurve nahe bei P 
noch in zwei ‘weiteren Punkten P, und P, (s. Fig. 81); diese Schnitt- 
punkte wandern, wenn wir die Sekante um den Punkt P bis zur Tan- 
gente hindrehen, von rechts und links her bis zum Punkte P heran. Man: 


S 
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sagt, um dies zu kennzeichnen, die Wendetangenie schneide an ihrer Be- 
rührungsstelle die Kurve in „drei“ zusammenfallenden Punkten. 

Hatten wir bei Aufsuchung der Extremwerte einer Funktion f(x) 
(s. 8. 241ff.) eine Lösung x = a der Gleichung 
f(x)=Ogefunden, für welche auch noch f” (a)=0 
ist, während f” (a) + 0 gilt, so war f(a) kein 
Extremwert. Dieses Ergebnis wird jetzt geo- 
metrisch in der Art verständlich, daß die Kurve 
der Funktion f(x) an der fraglichen Stelle eine 
zur &-Achse parallele Wendetangente besitzt (s. 
Fig. 82). 

Einfache Beispiele für das Auftreten von Wendepunkten liefern die 
Sinuskurve, welche in jedem Schnittpunkte mit der -Achse einen Wende- 
punkt hat, die der Gleichung vy — ln =Q entsprechende Kurve, welche 
für x =e einen höchsten Punkt und für = Ye? einen Wendepunkt hat, 
die einer ganzen Funktion dritten Grades: 


y = a2 + ba’ + cx +d 


> $ 2.3: 
‚entsprechende Kurve, welche bei x = — 7 einen Wendepunkt hat, usw. 


Etwas ausführlicher betrachten wir den Verlauf der Kurve dritten 
Grades, die einer rationalen Funktion zweiten Grades: 
X +4E-+ 0, 
Y= sfadscHte, 
‚entspricht. Die Gleichung der Kurve können wir zunächst durch Koordi- 
natentransformation noch etwas vereinfachen. Führen wir die durch 
Y, =Y — h, z, =% gegebene Parallelverschiebung der Achsen in Rich- 
tung der y-Achse aus, so gewinnt man in y, eine Funktion mit linearem 
Zähler*). Die Funktion y, hat demnach einen endlichen Nullpunkt. Wir 
können dann zweitens eine Translation in Richtung der x-Achse vor- 
nehmen, so daß der neue Anfangspunkt der Koordinaten in den Nullpunkt 
von y, fällt. Im neuen Koordinatensysteme haben wir also nunmehr für 
unsere Kurve eine Gleichung der Gestalt: 


\ u lne 
(2) Y x -+2bx2-+e 
Wir wollen nun annehmen, daß c > b? sei; dann hat die im Nenner 
stehende ganze Funktion g(x) = x?+ 2bx + c keinen Nullpunkt und ist 
für jedes g positiv. Unsere Funktion y = f(x) ist also in jedem endlichen 


* Der besondere Fall, daß der Zähler sogar konstant ausfällt, sei ausge- 
schlossen. 
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Intervalle endlich, eindeutig und stetig, und es gilt für jedes von O ver- 
schiedene Argument sgn (y) = sgn (ax), also, wenn wir etwa æ> QO an- 
nehmen, sgn (y) = sgn (x). Da offenbar: 
f(0)=0, lim f(z) = 0, lim f(x) = 0 
z=+® g= -0 


zutrifft, so hat f(x) für v > O0 mindestens ein Maximum, für z < 0 min- 
destens ein Minimum, und die Kurve nähert sich der positiven x-Achse 


Tig. 88. 


von oben, der negativen x-Achse von unten asymptotisch (s. die in Fig. 83 
füra=2,b=4,c=1 gezeichnete Kurve). 

Benutzen wir die eben eingeführten Symbole f(x) und g(x), so gilt: 
(8) f: g = as, Mg — ale), 
wobei der Kürze halber die Argumente bei f(x) und g(x) fortgelassen 
sind. Die erste Ableitung verschwindet demnach nur für x = +YVe, so 
daß wir nur das eine Maximum f(Ve) und das eine Minimum f (Ye) 
gewinnen (s. Fig. 83). In der Nähe des Minimums ist die Kurve nach 
oben konkav, in der Nähe des Maximums nach unten (s. Fig. 83). Es 
treten also mindestens drei Wendepunkte auf, die nun näher zu unter- 
suchen sind. 

Differenzieren wir die zweite Gleichung (3) nochmals nach x, so folgt: 

f": g+ 2f'gg = — Zar, 
so daß die Forderung f” = 0 auf f'-g-g'+ ax = 0 oder nach Multipli- 
kation mit g und Benutzung der zweiten Gleichung (3) auf: 
FPJ + azg = — a(x? —c)g + axg = 0 

führt. Teilen wir durch —a und setzen für g’ und g die betreffenden 
Ausdrücke ein, so folgt: 
(4) æ — 3er — 2 be = 0 
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als kubische Gleichung für die Abszissen der Wendepunkte: es existieren 
also auch nicht mehr als drei Wendepunkte. 

Zur Konstruktion der Wendepunkte setzen wir Gleichung (4) in die 
Gestalt: 

+ 20? + cx = 2b(z 4 2b +e) + 4ie— bx, 

oder, bei Gebrauch der Abkürzung g = g(x): 

zy = 2bg + 4le— bax. 
Multiplizieren wir nun mit y = f(x) und setzen zufolge (3) das Produkt 
yg = ax, so folgt: 

ax? = 2abx + 4(e—b)zy. 

Nach Fortheben des Faktors æ ergibt sich: Die drei Wendepunkte der 
zur rationalen Funktion (2) gehörenden Kurve werden durch die Gerade 
der Gleichung: 

ax — +(ce— by = 2ab 
auf der Kurve ausgeschnitten. Bei gegebenen a, b, c kann man diese Ge- 
rade leicht aus ihren Achsenschnitten konstruieren (vgl. Fig. 83). 

Ist eine Kurve durch ein Gleichungenpaar der Gestalt (1) S. 274 
gegeben, so berechnet man y’ und y” auf Grund der 8.160 angegebenen 
Regel: 

H uO n PO O — y ig H 
(5) Ne gaty y 5 (g 6)? P 
Zur Gewinnung der Wendepunkte hat man also die Gleichung zu lösen: 


(6) FH = v p t) = 0. 
Wie Fig. 77, S. 294, zeigt, finden sich z. B. bei gewissen Pascalschen 
Kurven der Gleichungen: 


x = 2a cost — ccos2t, y = 2a sin t — c sin 2t 
Wendepunkte. Die Gleichung (6) läßt sich hier auf die Gestalt bringen: 
Bora 

3ac 


Damit der rechts stehende Wert < 1 ist, muß e dem Intervalle $ <e<a 


angehören, so daß nur unter dieser Voraussetzung Wendepunkte auftreten, 
und zwar zwei zur w- Achse symmetrisch gelegene. An der einen Schranke 
c =a vereinigen sich die beiden Wendepunkte zur Spitze der Kardioide 
(Fig. 64, 8.282). An der anderen Schranke a = 2c kommen die beiden 
Wendepunkte auf der x-Achse zum Zusammenfall und liefern einen 
Kurvenpunkt mit einer zur y-Achse parallelen Tangente, welche wer gu- 
sammenfallende Punkte mit der Kurve gemein hat. Die Gleichung (10) 
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S. 283 unserer Kurve nimmt nämlich, wenn wir a = 2e eintragen, nach 
kurzer Zwischenreehnung die Gestalt an: 


y$ + 2y (2—9) + (2 e) (x — Be) (x +de)- 0; 


diese in y biquadratische Gleichung liefert aber für v= 3c die vier 
gleichen Wurzeln y = 0. 
Aufgaben: 1) Man skizziere die Kurve der Funktion y = æ*. e” und unter- 
suche die Konkavität usw. derselben. — Wendepunkte liegen bei æ == — 2 + y2. 
2) Man untersuche die Konkavität usw. für die Kurve der Gleichung 
x*y — lnx + 5 = 0. — Bei x= e tritt ein Wendepunkt auf. 


3) Man führe die gleiche Untersuchung bei der durch g°y — xy — x — 2 y = 0 
gegebenen Kurve durch. — Die Kurve hat zwei zur y-Achse parallele Asymptoten 
bei x = — 1 und x= 2. Der zwischen den Asymptoten verlaufende Zweig hat 
einen Wendepunkt bei æ = 0,327 - --. 

4) Man bestimme die Wendepunkte der verkürzten Zykloide (2) $. 276. — 


5. Die Krümmung der ebenen Kurven. Die Kurvengleichung sei 
in der Gestalt y = f(x) gegeben; die beiden Werte x und x, > x mögen 
ein Intervall eingrenzen, in dem die Funktion f(x) mit ihren beiden ersten 
Ableitungen f'(x) und f” (x) eindeutig und stetig sei. Es möge ferner die 
zweite Ableitung f”(x) im Intervalle keinen Zeichenwechsel erfahren, 
also daselbst entweder nirgends negativ oder nirgends positiv sein; die 
erste Ableitung f'(x) und damit der Winkel « werden also, soweit sie 
sich im Intervall ändern, monotones Verhalten zeigen. Zu v und z, =4 + Ax 
gehören die Kurvenpunkte (x, y) 
und (#+4%, y +4y), die wir auch 
kurz P und P, nennen. Das von 
beiden Punkten eingeschlossene 
Bogenstück 4s der Kurve rechnen 
wir positiv (s. überall Fig. 84). 

Um nun Genaueres über die 
„Krümmung“ der Kurve in dem 
betrachteten Intervalle festzustel- 
len, zeichnen wir die Kurventan- 
genten in den Punkten Pund P, und 
messen die zugehörigen Winkel « 
und «, gegen die positive z-Achse ab. Die dem Bogenstück 4s (und also der 
„Differenz“ 4g) entsprechende Änderung der Tangentenrichtung dJa=a,—« 
wird, absolut genommen, im Vergleich zu 4s um so größer sein, je stärker 
die Krümmung der Kurve ist. Wir können geradezu den Quotienten 
|a|: As als ein Maß für die Krümmung der Kurve zwischen den beiden 
Punkten P und P, benutzen. Wir wollen übrigens /« mit seinem Vor- 
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zeichen beibehalten und erklären als „mittlere Krümmung“ u der Kurve 
längs des von P und P, eingegreneten Bogenstüchs den Quotienten: 


Ja 
G re 
Betreffs des Vorzeichens zeigt Fig. 84 einfach, daß x > 0 (<0) gilt, falls 
die Kurve nach oben (unten) konkav ist*). 

In Fig. 84 ist 4« als Winkel zwischen den beiden Tangenten ge- 
zeichnet. Man kann 4« aber auch als Winkel zwischen den beiden zu 


P und P, gehörenden Kurvennormalen auffassen (s. Fig. 84), die sich im 


Punkte M treffen mögen. Ist die Kurve ein Kreis des Radius MP=MP, =, 
so gilt: rer 
so daß der absolute Wert |x| der Krümmung des Kreises gleich dem rezi- 
proken Werte L des Radius ọ ist. Der Kreis hat hiernach die Eigenschaft, 


daß seine mittlere: Krümmung für jedes Bogenstück konstant und gleich 
ot ist). Im allgemeinen wird sich jedoch die mittlere Krümmung z 
einer ebenen Kurve ändern, falls wir einen der Punkte P und P, oder 
auch beide zugleich auf der Kurve wandern lassen. 

Es entspricht nun einer stets wiederkehrenden Schlußweise der Dif- 
ferentialrechnung, wenn wir an den Begriff der mittleren Krümmung 
folgende weitere Erklärung anschließen: Als „Krümmung“ der Kurve im 
Punkte P bezeichnen wir den Grenzwert, welchem die mittlere Krümmung 
(1) zustrebt, falls bei festgehaltenem x die Differenz Ax sich der Grenze 0 
nähert, vorausgesetzt natürlich, daß ein solcher Grenzwert existiert. Die 
letztere Voraussetzung trifft in unserem Falle zu***). Wir können nämlich 
den Ausdruck (1) von x so entwickeln: 

dAtga\ Af (æ 
u N} = (5) A 
ds /JAtgaæa\/d8\ dAtgaæ\/sds 
"C LEA, ( Ja ) g 


g = 


*) Die Erklärung der mittleren Krümmung und die Regel über das Vor- 
zeichen der Maßzahl » sind übrigens von der besonderen Lage des Koordinaten- 
systems unabhängig, wenn man unter /« die mit dem zutreffenden Vorzeichen 
versehene Änderung der Tangentenrichtung versteht, Durchläuft man die Kurve 
in der Richtung wachsender s, so ist an der Stelle P die Krümmung positiv oder 
negativ, je nachdem daselbst die Kurve links oder rechts von ihrer Tangente liegt. 

**, Es macht keine Schwierigkeit, daß die oben zur Vereinfachung der Rech- 
nung vorausgesetzte Stetigkeit der Ableitung f'(x) in zwei Punkten der Kreis- 
peripherie nicht erfüllt ist. Die Erklärung der mittleren Krümmung ist in der 
vorigen Note vom Koordinatensysteme unabhängig gemacht. 

**) Im Anschluß an Fig. 84 vollziehen wir im Texte nur den Grenzübergang 
lim Jæ = 4-0. Doch führt unter der Voraussetzung der Existenz und Stetigkeit 
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Da nun wegen der Stetigkeit der ersten Ableitung y' =f’ (x) für lim dJz=0 
auch lim 4« = 0 gilt, so ist: 


J tge 


Im > 1 +tge=1 +y’, Ju TE =Vy1+ y”. 


PEZ] 
Setzen wir also abkürzend f” (x)= y” und bezeichnen den Grenzwert von x, 
d. h. die Krümmung der Kurve im Punkte P, gleich selbst wieder durch 
x, so ergibt sich der Satz: Die Krümmung unserer Kurve im Punkte P 
der Koordinaten x, y ist gegeben durch: 

Wi 
a may) 

Um uns ein anschauliches Bild der Krümmung der Kurve an der 
Stelle P zu verschaffen, wollen wir einen Kreis konstruieren, der die 
Kurve im Punkte P berührt, nach der gleichen Seite konkav ist und 
längs seiner ganzen Peripherie die für den Punkt P unserer Kurve be- 
rechnete Krümmung hat. Dieser Kreis heißt der „Krümmungskreis“ der 
Kurve im Punkte P, sein durch: 


+Vity®) 
(3) OR 
gegebener Radius ist der „Krümmungsradius“ und sein auf der Kurven- 
normale in der Richtung der Konkavität gelegener Mittelpunkt M der 
„Krümmungsmittelpunkt“ der Kurve im Punkte P. Die Koordinaten E N 
von M befriedigen also erstens die Normalengleichung: 


(4) E27 ya, 
zweitens, da MP = ọ ist, die Gleichung: 
; yas 
Eat a= aU n ER 


Da nun M auf der konkaven Seite der Kurve liegt, so ist (s. Fig. 84) 
sgn (n —y) = sgn (y”). Daraufhin ergibt sich aus der letzten Gleichung 
(n—y) und dann weiter (&—x) aus (4): Die Koordinaten des Krümmungs- 
mittelpunktes M der Kurve im Punkte P sind: 


yty? 14y? 
(5) r et a a 
Zur Erläuterung diene die Ellipse, wo die zweite der Gleichungen: 
‚ Dame: ir b? y—ay 
ey u E 
von f (£) und f(x) in der „Umgebung“ von P der Grenzübergang lim 4g = — 0 


zu dem gleichen Ergebnis. 
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aus der ersten, schon S. 287 benutzten, mittelst der „Quotientenregel“ 
folgt. Mit Benutzung der Ellipsengleiehung folgt weiter: 


b? ” bt 


r (p , 
ey Se i e E V m 


sowie bei Heranziehung der linearen Exzentriziät e = Va? — b: 


à A 2 u‘ p 3 Ai 
Pye b ae E PE b 


av: a? aty? a* a: aty? 


Durch Eintragung dieser Ausdrücke für 1+ 9? und y” in die zweite 
Gleichung (5) gewinnt man die Ordinate y, während man & am einfachsten 
aus y mittelst der Normalengleichung berechnet: Die Koordinaten £, n 
des Krümmungsmittelpunktes für den Punkt (x, y) der Ellipse sind: 
etm? 2,8 

(6) & - E- ’ T- Fa » 

In Fig. 85 ist für einen Punkt P der Krümmungskreis skizziert *). 
Von P aus nach links hin nimmt die Krümmung der Ellipse zunächst 
stetig ab, nach rechts hin aber stetig 
zu; dem entspricht, daß von P aus 
nach links die Ellipse den Krüm- 
mungskreis umfaßt, nach rechts aber 
der Krümmungskreis die Ellipse. 
! Diese Verhältnisse werden bei allen 
| Kurven wiederkehren, wenn sich in 
| der Umgebung der Stelle P die 
| Krümmung der Kurve längs der- 


/ 


7 selben monoton ändert. 
Ji ] Eine Ausnahme tindet bei der 
02.7 Ellipse an den vier Scheitelpunkten 
Ki. © statt. Wir wollen allgemein bei einer 
Kurvemitstelig veränderlicher Krün- 
mung x cine Stelle, an der x einen Extremwert annimmt, als einen „Scheitel- 
punkt“ bezeichnen und nennen den zugehörigen Krümmungskreis den Scheitel- 


krümmungskreis“. Speziell bei der Ellipse hat der Scheitelpunkt (a, 0) 
den Krümmungsmittelpunkt ($ 0), der Scheitelpunkt (0, b) aber (0. $s 1 


wie aus (6) folgt. Die Konstruktion der Scheitelkrümmungskreise ist in 


*) Zufolge (6) könnte man durch fortgesetzte Zeichnung vierter Proportionalen 
z. B. aus æ die Abszisse È konstruieren und damit, indem man zuvor die Normale 
zeichnet (S. 288), auch M konstruktiv finden. 
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Fig. 86 ausgeführt. In den beiden Scheitelpunkten A, B werden die Tan- 
genten gezeichnet, die sich im Punkte C schneiden mögen; das Lot von 
© auf die Gerade AB schneidet, über den Fußpunkt verlängert, auf den 
Achsen die Mittelpunkte M, und M, der 
Scheitelkrämmungskreise aus, wie eine 
elementare Betrachtung zeigt. Hier ist 
nun in der Tat ein Krümmungskreis ganz 
innerhalb, der andere ganz außerhalb der 
Iullipse gelegen, abgesehen natürlich von 
den Berührungspunkten selbst. 

Kehren wirzu einerbeliebigen Kurve 
zurück und nehmen an, daß P kein 
Scheitelpunkt sei, so überschreitet, wie 
wirsahen, der Krümmungskreis die Kurve 
im Punkte P. Wir müssen uns demnach 
die Auffassung bilden, daß der Kreis die 
Kurve an der Stelle P in einer ungeraden Anzahl von zusammenfallenden 
Schnittpunkten kreuzt. Wir können diese Vorstellung in einer durch die 
Rechnung genauer durchzubildenden Art geradezu zum Ausgangspunk te 
für die Erklärung des Krümmungskreises machen. Jeder Kreis, dessen 
Mittelpunkt auf der Normalen: 


(0) 5-24 E 
liegt, und der durch den Punkt (x, y) hindurchläuft, hat, da er die Kurve 
berührt, daselbst mindestens „zwei zusammenfallende Punkte“ mit der 
Kurve gemein. Sind gleich wieder £, y die Koordinaten des Kreiszentrums 
und ọ sein Radius, so ist in jedem Falle: 
(€= a) + 1-1? = 0. 

Wir suchen uns nun zunächst unter diesen Kreisen denjenigen aus, der 
durch den benachbarten Kurvenpunkt («+ 4x, y + 4y) hindurchläuft, 
und haben also, da auch dieser neue Kurvenpunkt vom Mittelpunkte (É, n) 
des gewählten Kreises den Abstand ọ haben soll: 

E-2—- Axr) + m 9-1 — e= 0. 
Durch Subtraktion dieser Gleichung von der voraufgehenden folgt: 

2(E-2) 42 + 2n =y) Ay = A+ A 
und also mit Benutzung von (1): 

in) (Iu— fo Ar) = 4 + Ay. 
Nun gilt zufolge des Taylorschen Lehrsatzes: 
fæ +42) = fix) + fa) 48 + if" + 9-42): 40, 
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so daß, wenn f(a+ 1x) — f(x) = Ay gesetzt wird: 
2(Ay— f'(a) Aa) = ["(x +9: Ar) da? 


gilt. Für die Ordinate y findet man also die Gleichung: 


MN) f æ+ aa) -14+ (52), 
aus der bereits ersichtlich ist, daß wir für im sz =Q auf die Ordinate 7 
des Krümmungsmittelpunktes zurückgeführt werden. Unter allen Kreisen, 
welche unsere Kurve im Punkte P berühren und also daselbst mindestens 
zwei zusammenfallende Punkte mit ihr gemein haben, ist der Krümmungs- 
kreis dadurch ausgezeichnet, daß er noch mindestens einen dritten gleich- 
falls mit P zusammenfallenden Schnittpunkt mit der Kurve gemein hat. 

Die S. 298 aufgestellte Auffassung, nach welcher eine Wendetan- 
gente die Kurve in drei an der Berührungsstelle zusammenfallenden 
Punkten schneidet, ist ein besonderer Fall des vorstehenden Satzes. In 
einem Wendepunkte verschwindet nämlich die zweite Ableitung y”, falls 
deren Stetigkeit als Voraussetzung gilt, so daß daselbst der Krümmungs- 
radius ọ unendlich wird und also der Krimmungskreis in die Wendetan- 
gente ausartet. 

Der Satz über den Schnitt des Krümmungskreises mit der Kurve 
ist natürlich so aufzufassen, daß an der Berührungsstelle „mindestens“ 
drei Schnittpunkte beider Kurven zusammenfallen. An besonderen Stellen 
kann die Anzahl der vereint liegenden Schnittpunkte>3 sein. So schneidet 
ein Scheitelkrümmungskreis, da er nicht von der einen Seite der Kurve zur 
anderen hinübertritt, die Kurve in einer geraden Anzahl und also min- 
destens in „vier“ an der Berührungsstelle zusammenfallenden Punkten. Eine 
algebraische Bestätigung bei der Ellipse gibt die Berechnung der vier 
Schnittpunkte der beiden durch: 

bar? + ay? — a0, ba? + (by +e — at= 0 
gegebenen Kurven zweiten Grades, von denen die erste die Ellipse und 
die zweite der eine Scheitelkrümmungskreis ist; die vier Lösungssysteme 
der beiden Gleichungen sind gleich, und zwar @=0, y=b. Anschaulich 
kommt die „vierpunktige“ Berührung der Scheitelkrümmungskreise mit 
der Ellipse dadurch zum Ausdruck, daß sich die Kreise eng an die Ellipse 
anschmiegen (s. Fig. 86). Da bei gegebenen Hauptachsen 2a, 2b die 
Scheitelkrümmungskreise leicht. konstruierbar sind, so besitzt man in 
ihnen ein bekanntes Mittel, die Ellipse zwischen den fraglichen Kreisen 
mit großer Genauigkeit aus freier Hand zu zeichnen (s. „A. G.“, S. 38). 

An die in Fig. 84, S. 301, dargelegten Verhältnisse schließt sich noch 
folgende Auffassung über die Gewinnung des Krümmungsmittelpunktes 
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an. Der Punkt M in Fig. 84 war zunächst als Schnittpunkt der Kurven- 
normalen in den beiden Punkten P und P, erklärt. Man kann leicht 
zeigen, daß sich der Schnittpunkt M einer festen Grenzlage, nämlich dem 
Krümmungsmittelpunlte der Kurve im Punkte P, annähert, falls sich P, 
auf der Kurve dem Punkte P als Grenzlage nähert. Die Koordinaten £, y des 
Punktes M der Fig. 84 findet man durch Lösung der beiden Gleichungen: 


s-2+ fa) mn) = 
5-0 Art fat) 9-4) =0, 
die, einzeln genommen, die beiden Normalen PM und P,M darstellen. 


Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten und Teilung 
des Ergebnisses durch 1x erhält man: 


1+fie+J4z) er — (n—y 


Multipliziert man mit f'(x) und benutzt die erste der zu lösenden Glei- 
chungen, so folgt weiter: 


Fo) + rl) r Orp er =fQ _o. 


Ax 


yElerda f (&) er 


Für lim 42 = 0 und Auflösung nach & und 7 werden wir in der Tat zu 
den Koordinaten (5) S. 303 des Krümmungsmittelpunktes zurückgeführt. 
Ist die Kurve durch ein Gleichungenpaar (1) $. 274 gegeben, so hat 
man y und y” nach (5) S. 300 zu berechnen. So findet man z. B. für die 
gememe Zykloide: 
—1 
a(1— cost)? 


sint 


pom 1— cost? 


19 2 m 
a Ar Di 


cos t? 
woraus folgende Ausdrücke für die Koordinaten £, 7 folgen: 

(8) = a(t+ sint), n = - all — cost). 

Die Ordinate 7 des zum Punkte (x, y) der Zykloide gehörenden Krüm- 
mungsmittelpunktes M ist also einfach an y. Da ana S. 289 die Nor- 
male der Zykloide durch — 

den Berührungspunkt B BZ l 
der augenblicklichen Lage / PNA in | 
doene Kaa a a nun 

derx-Achse hindurchläuft, A / \la AN f | 
so gewinnt man M durch | Y \ yYıh 
folgende Konstruktion (s. BN / 
Fig. 87). Man schneidet 

auf der Parallelen zur g- \ 


Achse im Abstande a den ati 1 NM en 
Punkt O’ aus, der P O' =a a 
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liefert, und fällt von O’ aus das Lot O’B auf die x-Achse: die Verlänge- 
rung von PB über B hinaus um sich selbst bis M liefert den Krüm- 
mungsmittelpunkt. Der Krümmungsradius ọ ist doppelt so groß wie die 
Normale N, und zwar ist: 


(9) e=2N = 4a sin (5) ; 


Im Scheitelpunkte liegt der Maximalwert ọ = 4a vor, während gegen 
die einzelne Spitze der Kurve hin ọ bis O abnimmt und also die Krüm- 
mung x unendlich wird. 


Aufgaben: 1) Man berechne für die Parabel der Gleichung y?— 2px die 
Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes und den Radius e im Punkte (x, y). — 
Es ergibt sich: 


3 
. y’ (»°’+ y”)? 
(10) § = 304+ P, nanei PR =; 

2) Man führe dieselbo Untersuchung für die Hyperbel der folgenden Gleichung 
= — z = 1 durch und konstruiere einen der beiden Scheitelkrümmungskreise, — 
Hier ist, falls e = Ya?-+ b? eingeführt wird: 

e? x? ety’ (iae n aty? 
en ie ee py ab 3 

3) Man löse dieselbe Aufgabe für die &o3-Kurve (Kettenlinie). — Es gilt: 

=g — Gin v. Co s, n = 2 C08 x = 2y. 

4) Mau berechne ọ und (£, n) für die Kardioide der Gleichungen: 

(12) æ == 24 Cos t — a cos 2t, y = 2a sin t — a sin 24 — 


Als Ergebnis muß man finden: 
8 med Po 2a a 
{13) e= 5 asin ($), g= cost g cos2t, n= 7 sint sin 2t. 


Auch hier gilt für die Spitze der Kurve ọ == 0. 
5) Man löse die gleiche Aufgabe für die Astroide. — Hier ist: 


(14) u. sin2t, &=acos’t+3acost-sin?!, y= asin? + 3a sin t. cos? h, 


wie man aus den Gleichungen (11) S.283 der Kurve berechne. 

6) Man beweise unter Anknüpfung an die ursprüngliche Erklärung (1) 8. 302 
der Krümmung x, daß sich für eine in Polarkoordinaten 7, © gegebene Kurve die 
Krümmung in folgender Art darstellt: 


jlo + 2r rr” 
ger) 


Man hat Ja = 18B-- 4% zu setzen und die Gleichung (i) 8.290 für den Winkel f 
heranzuziehen. 


(16) 


6. Die Evoluten und Evolventen. Halten wir an der Stetigkeit von 
y und y” fest, so wird sich, so lange y” von O verschieden bleibt, bei stetiger 
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Änderung des Punktes (x, y) der gegebenen Kurve auch das zugehörige 
Krümmungszentrum (8, n) stetig ändern. Die gesamten Krümmungsmittel- 
punkte (£, q) bilden auf diese Weise selbst eine stetige Punktreihe, welche 
wir die „Krümmungsmittelpunktskurve“ oder „Brolute“ der gegebenen Kurve 
nennen. Denken wir in den Gleichungen: 


a; Pky En EN a 
(1) =% Fra) n=y+ F 


vr 


y,y und y” als Funktionen von X berechnet, so haben wir hier eine dem 
Ansatze (1) S. 274 sich unterordnende Darstellung der Evolute, wobei 
die Koordinaten ihrer Punkte (&,n) als Funktionen der unabhängigen 
Variablen x geschrieben sind. 

Um ein angenähertes Bild vom Verlaufe der Evolute zu gewinnen, 
knüpfen wir an die S. 307 entwickelte Vorstellung, nach welcher der 
Krümmungsmittelpunkt M einer Stelle P 
unserer Kurve die Grenzlage des Schnitt- A 
punktes zweier bei P einander unendlich 
nahe kommenden Kurvennormalen ist. In 
Fig. 88 haben wir in einigen einander 
nahe gelegenen Kurvenpunkten IA 

ee PAP T va 
die Normalen gezeichnet und jede mit N 
dervoraufgehenden und der folgenden zum aN A 
Schnitt gebracht. Es entstehen auf diese \ 1 
Art die Punkte..., M_,, M_,, M, M,, Mg... Ki UN A 
der Figur, die uns den Verlauf der Evo- m 
lute ungefähr veranschaulichen. 

Die Verbindungsgerade MM, gibt uns angenähert die Tangenten- 
richtung der Evolute; da M,M, über M hinaus verlängert, die Normale 
MP liefert, so vermuten wir, daß der folgende Satz besteht: Die Kvolute 
hat in ihrem einzelnen Punkte M der Koordinaten &,n eine Tangente, 
welche, bis zur ursprünglichen Kurve gezogen, die Normale MP der letzteren 
im zugehörigen Punkte (x, y) liefert. Dieser Satz ist leicht beweisbar, falls 
auch noch die dritte Ableitung y” unserer Funktion y = f(x) existiert. Ans 
(1) folgt nämlich für die Ableitungen von £ und n nach z: 


Fig. 88. 


2 S ui vi en 
O) p= Byt HER, yogy ER. 


Y” 3 


Unter Benutzung der ersten Regel (5) 5. 300 ergibt sich: 


5 m W a pre ee E PEN TEN 
65) ETE y ge 
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wo « die bekannte Bedeutung für die gegebene Kurve hat. Hieraus geht 
nicht nur die Existenz der Tangente der Evolute im Punkte (£, 7) hervor, 
sondern es zeigt sich zugleich, daß diese Tangente senkrecht zur Tan- 
gente der ursprünglichen Kurve im zugehörigen Punkte (v, y) verläuft. 
Daß sie aber diesen Punkt (x, y) selbst auf der ursprünglichen Kurve 
ausschneidet, ist einleuchtend. Würde nämlich die fragliche Tangente 
nicht durch den Punkt (x, y) hindurchlaufen, so würde die Normale der 
gegebenen Kurve im Punkte (x, y), die zur Evolutentangente parallel 
läuft, nicht durch (&, y) hindurchlaufen. 

Noch ein zweiter Satz wird durch Fig. 88 nahe gelegt, wenn wir in der- 
selben PM=o und P,M, = ọ, als Krümmungsradien der ursprünglichen 
Kurve im den Punkten (x,y) und (x+J2, y +4y) fassen und das zwischen- 


liegende Kurvenstück PP, als einen Kreisbogen fassen, während andrer- 
seits MM, = 16 angenähert als das dem Fortschritt von z zu (£ +42) 
entsprechende Bogenstück der Evolute anzusehen sein würde. Da nun 
M,P, und M,P als Radien des fraglichen Kreisbogens gleich sein würden, 
so müßte: 
46=MM=-MP,-MP=o0-0o=Jo 

gelten, unter Jọ den entsprechenden Zuwachs des Krümmungsradius 
verstanden. In der Tat besteht der Satz: Der Differentialguotient des 
Krümmungsradius o nach x ist gleich demjenigen der Bogenlänge 6 der 
Evolute, falls wir die Maßzahl o so einführen, daß sie gleichzeitig mit o 
wächst. Aus (3) 8. 303 folgt nämlich: 
a4” 

Ya 4 


während andrerseits aus (3) und (2) hervorgeht: 


1 
id ar 
earr 


et Vet = i Viy t= HVA By CER ; 
so daß der Satz in der Tat richtig ist. 

Der letzte Satz eröffnet uns die Möglichkeit, die „BDogennessung 
oder „Zektifikation“ der Evolute genau im Sinne der Betrachtung von 
S. 50ff. durchzuführen. Denken wir im Punkte M, der Evolute, d. i. in 
dem zum Punkte P, gehörenden Krümmungsmittelpunkte, einen bieg- 


samen, aber unausdehnbaren Faden der Länge M,P, = o, tangential zur 
Evolute gespannt, so wird beim Aufwickeln des Fadens längs der Evolute 
das in jedem Augenblicke vom Faden bedekte Kurvenstückchen do gleich 
der entsprechenden Abnahme de des Krümmungsradius sein, so daß die 
restierende Fadenlänge immer gerade genau den Krümmungshalb messer 


e 
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der betreffenden Stelle liefert. Hieraus gehen zwei wichtige Folgerungen 
hervor: Durch Aufwickelung oder Abwickelung eines Fadens geeigneter 
Lünge längs der Evolute beschreibt man mit dem Fadenendpunkte P die 
ursprüngliche Kurve; letztere heißt demnach eine „Abwicklungskurve" oder 
„Kvolvente“ ihrer Krümmungsmittelpunktskurve. Andrerseits erkennen wir: 
Das zwischen zwei Punkten M und M, der Evolute liegende Bogenstück 
hat die Länge (0, — 0), unter ọ und ọ, die zuyehörigen Krümmungsradien 
der ursprünglichen Kurve verstanden. 

Wie für die hier vorliegende Evolute können wir überhaupt für jede 
ebene Kurve, die in jedem ihrer Punkte eine Tangente hat, Evolrenten 
erklären, und zwar der frei wählbaren Fadenlänge entsprechend unendlich 
viele. Wir können, was noch allgemeiner ist, auch an die Vorstellung 
einer starren Tangente anknüpfen, die längs Fo 
der Kurve ohne Gleitung „hinrollt“; em 7 
einzelner Punkt der rollenden Tangente wird | | \ 
dann eine Evolvente beschreiben. Zwei unter | \ 
diesen Evolventen werden in ihrer gegen- ( > 
seitigen Beziehung als „Parallelkurven“ | 
bezeichnet; eine Normale der einen Kurve | 
ist offenbar immer zugleich eine solche | TEA E 
der anderen, und der längs dieser Nor- | KS | 
| 
\ 


malen gemessene Abstand beider Kurven 
ist überall konstant. Die gegebene Kurve N 
ihrerseits ist dabei die gemeinsame Bvolute ` \ 
aller dieser Parallelkurven. re 
Indem wir zur Evolute einer gegebe- 
nen Kurvezurückkehren, notieren wirnoch f Be 
kurz ein paar Besonderheiten, die bei der 
Gestalt der Evolute hervortreten können : 
Einem Scheitelpunkte der ursprünglichen 
Kurve entspricht eine „Spitze“ (ein „Rüch- 
kehrpunkt“) der Evolute; ein Wendepunkt 
der gegebenen Kurve mit stetiy durch O hin- 
durchgehender Ableitung y” liefert in der 
zugehörigen Normalen eine „Asymptote der 
Evolute“ (vgl. S. 306). Man wolle sich dies 
an der Skizze der Fig. 89 klar machen, in 
der 8, und S, Scheitelpunkte und W einen 
Wendepunkt darstellen. Auf die Natur 
der Spitzen kommen wir in $ 8 zurück. 
Die Evolute der Ellipse (Fig. 90) hat 
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die nach S. 305 zu konstruierenden Krümmungszentren der vier Scheitel- 
punkte zu Spitzen. Die vier zwischen den Spitzen gelegenen Quadranten 
sind bezüglich der Koordinatenachsen einander symmetrisch. Konstruiert 
man sich einige Normalen (S. 288), so ist es leicht, tangential zu denselben 
die Evolute zu zeichnen. Die Ellipsenevolute hat eine der Astroide ähn- 
liche Gestalt (vgl. Fig. 65, 5. 282); in der Tat gelangen wir zur Astroide, 
wenn wir alle Ordinalen n der Evolute nach dem Verhältnis j verkleinern. 
Aus den Darstellungen (6) 8. 304 der &, 7 folgt zunächst: 


fon? PE EAN 
«= (EF, on = (2), 
woraus wir durch Addition mit Benutzung der Ellipsengleichung: 
arim aia.. 
(4) (aE)? + (bn) = o” 


als Gleichung der Ellipsenevolute erhalten. Mittelst der Transformation 
E= E, q= 5 n folgt weiter: 

, 2 + 3 e? j 

$ + 1) Y- (z) p 
womit in der Tat die S. 283 aufgestellte Astroidengleichung in der irra- 
tionalen Gestalt gewonnen ist. Die beiden Krümmungsradien ọ, und oe, 
der Scheitelpunkte (0, b) und (a, 0) sind nach S. 304: 

3 2 p? b2 

o=o HE Bar 


a a 
als Bogenlänge s eines Evolutenquadranten findet sich hieraus: 


; a? b? a’— b? 
(5) s=e ie Rh . 


Konstruierb man in der durch Fig. 87, S. 307, dargelegten Art einigo 

- Pe Krümmungszentren 
der gemeinen Zyklo- 
ide, so ergibt sich 
die in Fig. 91 darge- 
stellteKvolute,deren 
Gleichungen in (8) 
3.307 gegeben sind. 
Wir vermuten, daß 
die Evolute der ge- 
meinen Zykloide eine 
mit ihr kongruente 
Zykloide ist, deren 
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Scheitelpunkte mit den Spitzen der gegebenen Zykloide zusammenfallen. 
Führen wir, um dies zu prüfen, das in der Figur angedentete Koordi- 
natensystem der Achsen 0,X, und O,Y, ein, so sind die neuen Koordi- 
naten æ, y, mit den alten £, y durch ë= x, — ax, „=y,— 2a verbunden. 
Setzen wir noch ¿= ż — x, so rechnen sich die Evolutengleichungen 
um auf: 


zı = ul — sin), y, = a(l— cost); 
damit aber haben wir tatsächlich die Gleichungen der ursprünglichen 
Zykloide im neuen Koordinatensysteme wiedergewonnen. Der Krümmungs- 


radius im Scheitelpunkte $ (s. Fig. 91) hat die Länge SQ = 4a; bei Auf- 
wiekelung auf die Evolute nach links hin wird sich diese Länge 4a gerade 


auf den halben Zweig QO der unteren Zykloide auflagern: Ein einzelner 
durch zwei aufeinander folgende Spitzen eingegrenzter Zweig der Zykloide 
hat die Bogenlünge 8a, ist also 8-mal so yroß wie der Radius des rollen- 
den Kreises. 


7. Aufgaben über Evoluten und Evolventen. 1) Man untersuche die Evolute 
der Parabel von der Gleichung y? = 2px. — Die Evolute ist nach (10) S. 308 durch: 


4249, = 

Vp 
dargestellt, woraus durch Elimination von æ | 
folgt: 


a) BE pt 2Tpn*= 0, 


so daß wir mit einer Kurve dritten Grades 
zu tun haben. In Fig. 92 ist die Evolute ge- 
zeichnet, der Scheitelkrümmungskreis des Ra- 
dius p gezogen, und es sind einige weitere 
Angaben hinzugefügt, die zu bestätigen sind, 
Der Schnittpunkt (4p, 2py2) der Evolute mit 
der Parabel ist das Krümmungszentrum für 
den Punkt (p, — p 2) der Parabel. Man be- 
weise, daß die Bogenlänge der Evolute zwischen 
der Spitze (p, 0) und jenem Schnittpunkte 
gleich (— 1+3y3)p ist. 
2) Man skizziere die Evolute der Hyper- Fig. 92. 

bel und stelle deren Gleichung auf. — Im 

Anschluß an Aufgabe 2) S. 308 muß man als Gleichung der Evolute finden: 


a a 


A 


_ TRp,2p) 


f 


An - ph) 


a — bni =e. 


3) Man löse dieselbe Aufgabe für die Cv3-Kurve (Kettenlinie). — Die Glei- 
chung der Evolute ist (s. Aufgabe 3) S. 308): 


4E- n Yn?-- 4 — 4 Ur los (+) =0. 
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4) Unter Gebrauch der in Fig. 93 erklärten Bezeichnungen leite man als Glei- 


chungen der Kreisevolvente ab: 


(2) æ = a(cos t -} tsin t), 


r — ~ 
L en I \ 


1 r i 
\ / J 


` A 
ee 


an Gh 
Fig. 93 


y = a(sint — t cos t) 


und zeige umgekehrt, daß die Evolute dieser 
Kurve der Kreis des Radius a um O ist. 
Die Kreisevolvente muß auch als Grenzfall 
der durch: 


æ= (a + b) cos t — b cos (SEP 3), 


y= (a +b) sin t— b sin (=F 1) 


gegebenen Epizykloide für limb = œ ge- 
wonnen werden können. — Man schreibe, 
die Gleichung für x betreffend, nach dem 
Taylorschen Lehrsatze: 


at 7 añ at 
COS (t+ p) = cost —sin(t + 0.2) T 


und gelangt für lim b = œ leicht zur ersten 
Gleichung (2). 


5) Die als „Traktrix“ benannte Kurve hat die Gleichung: 


@) <= —- VY1-y—Iny+h(14+yV1—y) 


oder (bei Benutzung von (2) S. 75): 


(4) æ= —V 1—4 + Ar Cos (È). 


Zur Zeichnung der Kurve sche man y als unabhängig und im Intervalle 0<y<1 
variabel an. Beim Zeichenwechsel von y1 — y” in (3) wechselt x das Zeichen; 


ae 


\ | 
\ Y (Èx) 


” 
Z 


| 


j 


M Ze 
Fig IM. 


N i 
F ~ 5 
A N m (5) 
öl X 


die Traktrix ist eine bezüglich der y-Achse 
sich selbst symmetrische Kurve, welche im 
Punkte (0, 1) eine Spitze hat und sich nach 
rechts und links hin asymptotisch gegen 
die x-Achse herabsenkt. Man zeige, daß 
die Evolute der Traktrix die @03-Kurve 
oder Kettenlinie ist, und führe die Rekti- 
fikation der letzteren Kurve durch. — Man 
zeige zunächst das Zutreffen der Angaben: 


zz o E n 

T= |p Vit 1, 
y 

he y?) , 

woraus beiläufig als Eigenschaft der Trak- 


trix hervorgeht, daß für sie die „Tangente“ 
T konstant gleich 1 ist (s. Fig. 94). Man 


= 
y = en, 
P yig 


as 
( 


beweise ferner für das Krümmungszentrum: 


=s 4V1 =y", 
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Hieraus folgt mit Benutzung von (4) sofort y = @o3 é, so daß die Evolute der 
Traktrix in der Tat die &o8-Kurve ist. Der Krümmungsradius ọ der Traktrix im 
Punkte (x,y) und (s. Fig. 94) die Bogenlänge ‘SP der C08-Kurve (Kettenlinie) vom 
Scheitelpunkte S bis zum Punkte (£, n) berechnen sich zu Yn’—1. 

6) Man untersuche die Evolute der 
Kardioide und bestimme deren Bogen- 
länge. — Die Kardioide selbst ist durch ' 
(12), die Evolute durch (13) S. 308 dar- / A ika 3 
gestellt; Fig. 95 zeigt die Gestalt der | | an 
Evolute. Übt man auf die Gleichungen 2 
der Evolute die Transformation: 


E= — 2, nl t=t +, 
a = 3t 
aus, so nehmen sie die Gestalt an: 


x, = 2a, cos 1, — 4, COS 21, 


y, = 2a, sin f — a, sin 2t; 


die Evolute ist demnach wieder eine | Pi \ 
Kardioide mit a =4a. Als Gesamt- \ N j 


länge der ursprünglichen Kardioide findet ~ A 

man 16«, N n + 
7) Man führe die gleiche Unter- Sa Bet u mal 

suchung für die Astroide aus. — Die iig. 9. 


Evolute ist in (14) 5. 308 dargestellt. 
Dreht man das Achsenkreuz durch den Winkel I um 0 und nennt die Koordi- 


naten in bezug auf die neuen Achsen x,, y,, so gilt: 


u > = 


und die Gleichungen (14) 8. 308 
der Evolute werden: 


= A (sin ¿ + cos)?, 


V2 


Y, = ca (sin t — cos t)?, 


y2 


Hieraus folgt, wenn 2a = @, ge- 
setzt wird: 


2 2 BZ 

a ty’=a". ; \ 

Die Evolute ist also eine gegen | IK — 4 EN \ 
die ursprüngliche Kurve um 45° | Fall j N i 


gedrehte Astroide mit a, = 2a (8. Si ‘> 
Fig. 96). Die Gesamtlänge der ur- 
sprünglichen Astroide ist 6a. i l 


8) Man untersuche die Evo- 2 
lute der logarithmischen Spirale 
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bei Gebrauch von Polarkoordinaten. -- Man bediene sich der in Fig 97 erklärten 

Bezeichnungen und knüpfo bei der Berechnung der Koordinaten r,,®, des Krüm- 

mungsmittelpunktes M an die aus (15) B. 308 und (1) 8,290 hervorgehenden Glei- 
chungen an: 


—— 3 
„M A \ ai 2" 2)% a S 
u Su et ar !—gr”’ r in y E 


N N | ein Ansatz, der für jede in Polarkoordinaten 
j gegebene Kurve gilt. Bei der logarithmischen 


{ IIP Spirale r—c*” ergibt sich: 
g A K \ u vı Ar = N, n=ur, = Q + 5, 
A p UL f d 
i = g H .. 
07 4 Ši unter N die Polarnornıale verstanden. Für 
8 wann s die Evolute folgt die Gleichung: 
Fig. 97. me el, A wer Ina 
2 a 


Die Evolute ist also eine mit der gegebenen kongruente Spiruie, die aus ihr vermöge 
; . m . x 

einer Drehung um O durch den Winkel £ hervorgeht. Für a == 1 ist s == r Wächst 

a von 1 bis 4- œ, so nimmt s zunächst monoton ab, und zwar bis zum Minimum 


(7 -= >): wächst dann jedoch wieder, nämlich gegen die Grenze = (s. Aufg. 3, 


3.251). Nimmt a von 1 bis 0 ab, so wächst & monoton von = bis +œ. So oft e 


dabei einem positiven Multiplum 2kx von 2 gleich wird, ist die Spirale ihre eigene 
Evolute. Man veranschauliche sich diesen Satz zeichnerisch und stelle die Dif- 
ferenz zwischen der Amplitude des Punktes P und der des zugehörigen Zentrums 
M fest. Man beweise endlich: Die vom Punkte (r, 9) in der Richtung abnehmen- 
der # gemessene Bogenlänge s der logarithmischen Spirale nähert sich für 


MEg 
lim = — œ der endlichen Grenze r V! to = Zum Punkte (r,,%,) der Evolute 


gehört nämlich der Krümmungsradius der ursprünglichen Spirale: 
eye itel, 

8. Singuläre Punkte ebener Kurven. Die als „Pascalsche Kurven“ 
benannten Epizykloiden haben nach (10) S. 283 die Gleichung: 
(1) (+y — e) 4a (ty aea H ct) = O. 
Ein Beispiel für c >a ist in Fig. 76, S. 294, gezeichnet. Der in dieser 
Figur mit O” bezeichnete Punkt (c, 0) wird ein „Doppelpunkt“ der Kurve 
genannt, insofern die Kurve durch diesen Punkt zweimal hindurchläuft. 


Sie besitzt ebenda zwei zur x-Achse symmetrische Tangenten, welche 
mit der x-Achse die Winkel bilden: 


(2) & = + are Cos ($) ; 
man beweist diese Gleichung leicht aus der Polargleichung (8) 8. 292 


/w.rein.org.pl 
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unserer Kurve. Hält man nun a fest, während c gegen a abnimmt, so 
tritt eine Änderung der Kurvengestalt ein, bei der sich die HR am 
Doppelpunkt liegende Schleife mo und M zusammenzieht. In der 
Tat gelangen wir ja für c = « zur Kardioide, welche an Stelle des bis- 
herigen Doppelpunktes im Punkte (c, 0) eine „Spitze“ oder einen „Rück- 
kehrpunkt“ bat (s. Fig. 64, S. 282). Zufolge (2) wird für abnehmendes ce 
der Winkel 2« kleiner und kleiner, und für c = a wird 2&= 0, und es 
kommen die beiden Tangenten zum Zusammenfall und liefern die „Rück- 
kehrtangente“ der Kurve. Bei c <a reihen sich Kurven an, für welche 
in Fig. 75, S. 293, ein Beispiel gegeben ist. Fassen wir diese Kurve als 
verkürzte Epizykloide auf, so besteht sie nur aus dem in der Figur darge- 
stellten Kurvenzuge. Sehen wir indessen in der Kurve den Inbegriff aller 
reellen Punkte (z, y), die die Gleichung (1) befriedigen, so kommt noch 
als der Kurve angehörig der „isolierte Punkt“ (c,0) hinzu*), in dessen 
Umgebung weitere Punkte der Kurve nicht existieren. Eine (reelle) Tan- 
gente besitzt die Kurve in ihrem isolierten Punkte natürlich nicht. 

Die „Doppelpunkte“, „Spitzen“ und „isolierten Punkte“ sind die ein- 
fachsten Beispiele der „singulären Punkte“, welche bei ebenen Kurven 
auftreten können. Ohne diesen Gegenstand erschöpfend zu behandeln, 
fügen wir einige allgemeine Andeutungen an, wie man die singulären 
Punkte rechnerisch zugänglich macht. 

Die zu untersuchende Kurve sei durch f(x, y) = 0 gegeben, (x, y) 
sei einer ihrer Punkte und (ë, 4) möge ein in der Umgebung von (x, y) 
auf der Kurve variabler Punkt sein. Wirnehmen an, daß die auf der linken 
Seite der Gleichung der Kurve stehende Funktion nach der Taylorschen 
Formel (4), 8. 204, entwickelbur sei, in welche wir a=&— x, k=n—y 
eintragen. Die für die variablen eg &,n angeschriebene falei- 
chung. der Kurve f(E, 7) = 0 hat dann wegen f(x, y) = 0 die entwickelte 
Gestalt: 


(8) OEM a (ED faH AED e D 


wo als Argumente der Ableitungen æ und y zu denken sind. 

Wir legen jetzt durch den Punkt (x, y) irgend eine Gerade, deren 
Gleichung wir y — y = u(&—2) schreiben, und wollen den Schnitt dieser 
Geraden mit unserer Kurve (3) untersuchen. Um die Schnittpunkte zu 
berechnen, tragen wir y — y == u(&— x) in (3) ein: 


GM) OE Eyt R) E F ELDE afa H H 


*) In Fig. 75, S. 293, wieder mit O” bezeichnet. 
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und haben diese Gleichung (4) zur Bestimmung der Abszissen der 
Schnittpunkte nach 8 zu lösen. 

Eine Lösung ist natürlich immer & = x, da der Punkt (x, y) der Kurve 
angehört. Ist f; +uf,/=+ 0, so ist diese Lösung £ =v eine „einfache“; ist 
indessen f, + uf, = 0, so ist E =x mindestens eine „Doppelwurzel“ der 
Gleichung (4), so daß mindestens zwei Schnittpunkte der Geraden und 
der Kurve im Punkte (x, y) vereint liegen. Der „reguläre“ Fall wird nun 
der sein, daß f, und f, nicht zugleich verschwinden; bestimmen wir dann 
u aus der Gleichung f, + uf, = 0, so werden wir in: 


n=y=- Ëa) oder (Ef. mg, —0 


zur Tangente der Kurve im „regulären“ Punkte (x, y) geführt”). 
Demgegenüber bezeichnen wir den Punkt (x,y) als einen „singu- 
lären“ Punkt der Kurve, wenn in ihm gleichzeitig mit f(x, y) auch noch die 
beiden partien Ableitungen f, und f, verschwinden. Indem wir annehmen, 
daß nicht auch noch die drei weiteren Ableitungen fec, fays fw im Punkte 
(x, y) gleichzeitig verschwinden, nimmt die Gleichung (4) die Gestalt an: 


(5) 0-5, (Em) (fat uf ten) + Eat) 


und ergibt uns folgenden Satz: Für „jede“ Gerade y—y =u(E— x) ist jetzt 
£ =x eine „Doppelwurzel“; eine mindestens „dreifache“ Wurzel aber ist 
E = z stets und nur dann, wenn u die Gleichung befriedigt: 

(6) fes + 2ufay + ufu = 0, 

deren Koeffizienten der Annahme gemäß nicht zugleich verschwinden. In- 
sofern jetzt jede Gerade y — y = w(&— x) die Kurve an der Stelle (x, y) 
in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet, heißt dieser Punkt ein 
„zweifacher“ Punkt der Kurve. Ist aber u eine Lösung der Gleichung (6), 
so rückt mindestens noch ein weiterer Schnittpunkt der Geraden und der 
Kurve an die Stelle (z, y), und die Gerade 7 — y = w(&—x) heißt dann 
eine „Tangente der Kurve“ im Punkte (x, y). 

Algebraisch gesprochen hat nun die Gleichung (6) immer zwei Wur- 
zeln®*); indem wir sie berechnen, finden wir als Gleichungen der Tangen- 
ten der Kurve im zweifachen Punkte (x, y): 
© =D fi + (f EVER = Teta) E-a) = 0. 


*) Daß für h = 0, f +0 der „Richtungskoeffizient“ u der Tangentialglei- 
chung œ wird und die Tangente zur y-Achse parallel ausfällt, wird dem Leser 
keine Schwierigkeit bereiten. ’ 

+) Unter Mitrechnung der Wurzel œ für fyy = 0, fat 0, sowie der Doppel- 
wurzel œ für fyy = 0, fay =, 


8] Gleichungen eines Tangentenpaares in einem zweifachen Punkte 319 


Aber es ist, da es sich für uns nur um rcelle geometrische Verhältnisse 
handelt, zu unterscheiden, ob der hier auftretende Radikand > 0, =0 oder 
<Oist: Für fry — fer fy > 0 hat man zwei reelle, voneinander verschiedene 
Tangenten, für fry — faefyy = © fallen beide Tangenten zusammen, für 
a? — fea fu < O hat man keine reelle Tangente, vielmehr ist jede der Glei- 
chungen (T) nur durch den einen reellen Punkt E =x, n =y zu befriedigen. 

Damit erkennen wir allgemein die oben im Anschluß an die Pascal- 
schen Kurven besprochenen Verhältnisse wieder: In einem „Doppelpunkte“ 
einer Kurve wird fa = 0, fy= Q, fey? — fez fuy > O gelten, in einer „Spitze“ 
fa = 0, fy = 0, fay? — fxe foy = O, ohne daß fez, fays foy zugleich verschwin- 
den, in einem „isolierten Punkte“ endlich werden die Gleichungen fy = O, 
fy =0, sowie die Ungleichung fey’ — fez fuy <O bestehen. 

Für die Pascalschen Kurven bestätigt die Gleichung (1) diese An- 
gaben. Hier ist nämlich: 


fa = do(a t+ y — e) — Ba’la—c), fy = tyl ty — e’) — Sa’y, 
fa = A(t e) H 8 (ea), fey = Bey, vr dat’) HEY’ a). 
Für den Punkt (c, 0) der Kurve verschwinden also die partiellen Ab- 
leitungen erster Ordnung f, und f; gleichzeitig, während die partiellen 
Ableitungen zweiter Ordnung: 
faz se), fa=0, fym- 8o 
nicht zugleich verschwinden; der für den Punkt (c, 0) berechnete Ausdruck: 
20° — faa fuy = G4’ (° — a) 


ist, wie es sein muß, im Falle c > a (Doppelpunkt) positiv, für c = a 
(Spitze) gleich O und im Falle ce < a (isolierter Punkt) negativ. 

Aufgaben: 1) Man bestätige durch Rechnung die vier Spitzen der Astroide. — 
Aus der Gleichung der Astroide: 

(x + y?— a)? + A E 0 
ergibt sich z. B. für den Punkt (a, 0), 
der der Kurve angehört: 

0 ml br 0, 

db fy = Sta. 

2) Man beweise, daß die in Fig. 78, 
S. 295, gezeichnete Lemniskate im Null- 


punkte einen Doppelpunkt hat. — Aus 
der Gleichung (9), S. 295, der Lemniskate 


folgt leicht für den Nullpunkt: 
W= y= 


” er 
(=, = + 20, 
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so daß die Bedingungen eines Doppelpunktes zutreffen. Das Tangentenpaar ist 
zufolge (7) durch ee 0 gegeben (s. Fig. 73, B. 295). 

os) Man zeichne die der "Gleichung wa —4°=0 entsprechende Kurve 
dritten Grades und zeige, daß sie im Nullpunkte einen isolierten Punkt hat. 

4) Man zeichne die Kurve vierten Grades der Gleichung: 


at 2y? — 20’ 3y’ + 1= 0 


und zeige, daß sie die drei Doppelpunkte (+ 1, 0) und (0, — 1) hat. — Zur Zeich- 
nung der Kurve benutze man die nach æ aufigelöste Gleichung: 


e= +V1tyyV2y+3. 
Fig. 98 (8. 519) gibt eino Skizze dor Kurve mit einer Reihe von Notizen, die man be- 
stätigen wolle. Das Tangentenpaar im Punkte (1,0) ist durch 25-r ny3=2 
gegeben, dasjenige im Punkte (0, — 1) durch + éy? — ny3 = V3. 


Kapitel II. Untersuchung der Flächen und Kurven im Raume. 


1. Darstellung der Flächen und Kurven im Raume durch Gleichungen. 
Zur Versinnlichung einer stetigen Funktion z = f(x, y) der beiden unab- 
hängigen Variablen #, y hatten wir 8.96 die x, y, æ als rechtwinklige 
Raumkoordinaten gedeutet und nach Art der analytischen Geometrie im 
einzelnen Punkte (x,y) der etwa horizontal gedachten z,y-Ebene, der 
‚Zahlenebene“ von 8. 93, den zugehörigen Wert £ = f(x, y) in der durch 
das Vorzeichen von z festgelegten Richtung als z-Koordinate aufgetragen. 
Ist in irgend einem Bereiche der „Zahlenebene“ f(x, y) als eindeutige, 
stetige Funktion erklärt, so liefern die Endpunkte der aufgetragenen 
2-Koordinaten als Bild der Funktion eine „Fläche“, deren Gestalt uns die 
Eigenart und den Verlauf der Funktion in jenem Bereiche versinnlicht. 
So ist die mit drei positiven Konstanten 4, b, c gebildete Funktion: 


(1) p= ey en 


welche in dem durch die Bedingung z z ur E = fesgelegten Bereiche 


eindeutig und stetig erklärt ist, Ai den oberhalb der x, y-Ebene ge- 
legenen Teil eines „Bllipsoides“ versinnlicht, das längs des Randes jenes 
Bereiches auf der x, y-Ebene steht (s. „A. G.“, S. 121). 

Umgekehrt haben wir, wenn es gilt, eine gegebene I"läche mit den 
Mitteln der Differentialrechnung zu untersuchen, diese Fläche in einem 
geeignet gewählten rechtwinkligen Koordinatensysteme durch eine Glei- 
chung z = f(x, y) oder, falls die Gleichung noch nicht nach z aufgelöst 
ist, durch eine Gleichung f(x, y,2) =0 darzustellen. Das Ellipsoid, von dem 
wir eben die obere Hälfte durch (1) darstellten, ist vollständig durch: 


2 2 g? 
Q) ZZ++% 1-0 
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gegeben. Den beiden symmetrischen Hälften dieser Fläche entsprechend 
ist 2 durch (2) als eine im Innern des oben genannten Bereiches zwei- 
deutige Funktion von æ und y erklärt. Auch sonstige Flächen zweiten 
Grades werden wir gern als Beispiele heranzichen. 

Fine Kurve im Raume kann man durch ein Gleichungenpaar: 
(3) f£ y, 2)=0, 98, 9,8) = 0 
darstellen. Jede dieser Gleichungen, für sich genommen, stellt eine Fläche 
dar; gleichzeitig bestehen die beiden Gleichungen (3) also für die den 
beiden Flächen gemeinsamen Punkte, so daß 
die Kurve als „Durchdringungskurrve“ der bei- 
den Flächen dargestellt erscheint (s. „A. G“, 
S. 104). So ist in Fig. 99 ein Quadrant der 
durch die beiden Gleichungen: 
A Arte et, pyar 
gegebenen Kurve gezeichnet, die sich ent- 
sprechend den beiden Gleichungen (4) als 
Durchdringungskurve einer Kugel und eines 
geraden Kreiszylinders darstellt. Spiegelt 
man den Quadranten an der x,-Ebene und 
die damit erhaltene Schleife an der &,y-Ebene, 
so erhält man die vollständige Kurve, die eine 
an die Lemniskate erinnernde Gestalt hat. 

An die Darstellung (1), 8.274, einer ebenen Kurve schließt sich 
diejenige einer „Raumkurve“ durch drei Gleichungen: 
(5) s= p(t), y = Y(t), g = g(t) 
an, in denen die Koordinaten z, y, # der Kurvenpunkte als Funktionen 
einer vierten unabhängigen Variablen ¿ gegeben sind. Wie schon S. 274 
bemerkt wurde, entspricht diese Darstellung der Denkweise der Mechanik, 
nach der die Kurve im Laufe der durch ¿ gemessenen Zeit von einem 
materiellen Punkte (z, y, #) beschrieben wird (s. „A. 6.“, S. 104). So wird 
eine durch den Punkt (2,, Yos 2) hindurchlaufende Gerade, die gegen die 
positiven Achsen die Richtungsunterschiede «, ß, y bildet. durch: 


(6) x—=2,+teose, y-mrtcosß, z=2,+tcosy 


dargestellt (s. „A. @.“, S. 113). Die „eylindrische Schraubenlinie“, die in 
Fig. 100 (S, 322) skizziert ist, wird dargestellt durch: 


(4) gz =a cos t, y =a sin t, d= e 


Die Projektion (x, y) des Punktes (g, y, z) auf die x,y-Ebene läuft mit kon- 


Fricke, Differential- u, Integralrechnung. T. 21 
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stanter Geschwindigkeit auf der Peripherie des Kreises vom Radius a 
um den Nullpunkt herum, während sich der Punkt (z, y, 2) zugleich mit 
konstanter Geschwindigkeit hebt. Zur Zeit = 0 läuft er an der Stelle 
z=1, y=0 dureh die ©,y- Ebene 
hindureh und hat nach einem ein- 
maligen Umlaufe auf der Mantelfläche 
des in der Figur skizzierten Kreis- 
zylinders (d. h. „zur Zeit = 2x“) 
die Höhe z = k, die sogenannte „Gang- 
höhe“ der Sehraubenlinie, über der 
x,y-Ebene erreicht. 

Von (5) gelangt man leicht durch 
Elimination von £ zur Darstellung (3) 
der Raumkurve zurück. BEliminieren 
wir speziell zwischen den beiden 
ersten Gleichungen (5) die Variable 
it, so ergibt sich eine Gleichung 
fix, y) = 0, welche z nicht enthält und demnach (s. „A.6.“, 8.101) einen 
Zylinder mit zur s-Achse parallelen Mantellinien darstellt. Man kann 
diesen Zylinder dadurch herstellen, daß man die Raumkurve auf die z, y- 
Ebene projiziert; die Projektionsstrahlen liefern dann einfach die Mantel- 
linien des Zylinders. Bei der Schraubenlinie (7) kommt dabei natürlich 
der gerade Kreiszylinder x°-+ y’— a’=0 heraus (s. Fig. 100). Projizieren 
wir die Schraubenlinie auf die z,z-Ebene (Papierehene der Fig. 100), so 
wird die Zylindergleichung: 


Fig. 100, 


= acos <7; 

m 

sie schneidet die z,z-Ebene in einer „verallgemeinerten Sinuskurve“ (8.8.89), 
welche in der Papierebene der Fig. 100 direkt gezeichnet vorliegt. 

Will man vom Gleiehungenpaar (3) einer Raumkurve zu einer Dar- 
stellung (5) dieser Kurve übergehen, so ist eine der Funktionen o, W, x, 
etwa die letzte, willkürlich wählbar. Die beiden anderen Funktionen be- 
stimmen sich dann dureh Lösung der beiden Gleichungen: 


Fila, Y, z9) => 0, git, Y0) = 0 


nach x und y. Im Falle der Kurve (4) wählt man am zweekmäßigsten 
x(t) = a sin t; dann gewinnt man nämlich die Darstellung: 


z = a cos? t, y = a cos £ sin ż, 2=asint 


und beschreibt die Kurve gerade vollständig, wenn man £ von O bis 2x 
wachsen läßt. 
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Auch bei den Flächen bedient man sich vielfach einer Darstellung, 
die sich an (5) anschließt, nämlich durch ein System von drei Gleichungen: 


(8) v = p(w, v), y = phu, v), g = y(u, v), 
in denen die drei Koordinaten der Flächenpunkte (z, y, z) als Funktionen 
zweier unabhängiger Variablen u,v dargestellt sind. Um zur Schreib- 
weise #2 = f (x, y) der Flächengleichung zurückzugelangen, denken wir 
etwa die beiden ersten Gleichungen (8) bei gegebenen g, y nach u und v 
gelöst und tragen die Lösungen in die dritte Gleichung ein. Umgekehrt 
kann man hier, wenn es gilt, etwa von einer Gleichung 2 = f(x, y) zu 
einem Systeme (8) überzugehen, sogar zwei unter den Funktionen p, W, 4, 
etwa p und y, willkürlich wählen und berechnet dann die dritte Funktion 
in der Gestalt: 
2 = f(g (u, v), Yu, v). 

Eine zweckmäßige Darstellung des Ellipsoides in der Gestalt (8) ist: 
(9) X = Q COS U COS Ù, y = b cos u sin v, # = csin u; 
die Fläche wird hier gerade einmal vollständig beschrieben, wenn wir « 
und v auf die Intervalle beschränken: 


-7Su<+5, Osv<2n. 


Ein weiteres Beispiel liefern uns die drei Gleichungen: 


, 6 h 
(10) Z = U COS V, = sin v, eat; 


in denen «> 0 sei und v unbeschränkt variabel zu denken ist. Die dar- 
gestellte Fläche ist die „Schraubenfläche“ der „Ganghöhe“ h, die dies-Achse 
zur Achse hat. Wir erzeugen die Fläche durch einen von der z-Achse 
ausziehenden horizontalen Strahl, der sich um die z-Achse mit konstanter 
Geschwindigkeit dreht und sich dabei mit gleichfalls konstanter Geschwin- 
digkeit hebt. Für v = 0 fällt der Strahl mit der positiven x-Achse zu- 
sammen; nach einem vollen Umlaufe (v = 2x) hat er sich bis zur „Gang- 
höhe“ k über die z, y-Ebene erhoben. 

Halten wir in (8) die Größe v fest, während « variabel bleibt, so 
haben wir mit einem Gleichungssysteme der Art (5) zu tun und gelangen 
zu einer auf der Fläche verlaufenden Kurve. Den verschiedenen Werten v 
entspricht eine „Schar“ von Kurven, von der wir uns die Fläche über- 
spannt vorzustellen haben; v wird dann als „Parameter“ der Kurvenschar 
bezeichnet, wobei jedem Werte des Parameters eine Kurve der Schar zu- 
geordnet ist. Zu einer zweiten Schar von Kurven auf unserer Fläche 
gelangen wir offenbar, wenn wir u als Parameter ansehen und bei stehen- 


dem Werte desselben v als variabel auffassen. Auf der Schraubenfläche 
21° 
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(10) haben wir für v als Parameter die Schar der von der z-Achse aus- 
ziehenden geradlinigen Strahlen, mit denen wir die Fläche herstellten. 
Nehmen wir aber u als Parameter, so gelangen wir zu einer Schar von 
Schraubenlinien, deren einzelne durch den geraden Kreiszylinder der Glei- 
chung z? + y? — u? = 0 auf der Schraubenfläche ausgeschnitten wird. 

Sehr bekannt ist die Darstellung (8) des einschaligen Hyperboloids 
der Gleichung: 


2 2 2 
(11) Se eg 


Man hat hier zu setzen: 


; Bye Br. Ey. 
(12) "or. ee, ee 
wobei u und v als unbeschränkt variabel anzusehen sind; in der Tat führt 
die Elimination von u und v aus den Gleichungen (12) leicht zur Glei- 
chung (11) zurück. Die Kurvenschar des Parameters v kann man statt 
durch die drei Gleiehungen (12) auch durch die beiden vermittelst der 


Elimination von u gewinnbaren Gleichungen: 


I A E Ep A LY 
Z+ æo(1 JP a sE u (1+5) 


darstellen; wir haben damit die eine „Geradenschar“ des Hyperboloids ge- 
wonnen. Entsprechend erhält man für den Parameter u die zweite Ge- 
radenschar unserer Fläche (s. das Nähere in „A. 6.“, S. 131f., wo auch 
die entsprechenden Ausführungen über das hyperbolische Paraholoid zu 
finden sind‘. 


2. Tangentialebenen, Tangenten, Normalen und Normalebenen bei 
Flächen und Kurven. Die Gleichung einer Fläche setzen wir erstlich in 
der Gestalt e = f(x, y) gegeben voraus und nehmen an, daß in einem zur 
näheren Untersuchung gewählten Bereiche der Zahlenebene f(x, y) ein- 
deutig und stetig sei und gleichfalls eindeutige und stetige Ableitungen 
fa (E, Y): fy (% y) habe. Bereite S. 155 hatten wir durch die 2-Koorxdinate 
eines einzelnen Flächenpunktes (x, y, 2) irgend eine Ebene gelegt und ge- 
funden, daß die Schnittkurve dieser Ebene mit der Fläche im Punkte 
(2, Y, 2) eine Tangente besitzt, die wir jetzt auch als eine Tangente der 
Fläche im Punkte (x, y, g) bezeichnen wollen. Drehen wir jene Ebene um 
die z-Koordinate, so ergibt sich eine ganze Schar von Tangenten der 
Fläche im Punkte (x,y,z), und wir fanden (S. 156 ff.), daß die Gesamtheit 
dieser Tangenten eine durch: 


a) E — z = (Ẹ—w) fale, Y) +y) fy y) 
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dargestellte Ebene bildet, welche wir bereits damals als „Tanyentialebene“ 


der Fläche im Punkte (x, y, 2) bezeichneten*). 

Ist zweitens eine Raumkurve durch drei Gleichungen (5) S. 321 ge- 
geben, so seien in einem gewissen Intervalle der Variablen # die Funk- 
tionen o, Y, y eindeutig und stetig und mögen daselbst ebensolehe Ab- 
leitungen erster Ordnung besitzen. Zwei dem Intervall angehörende Werte £ 
und é =t + 4t mögen die Punkte P und P) der Kurve mit den Koordi- 
naten x, Yy, 2 und Z Yy 2, liefern. Für x,, Yı 2, können wir schreiben: 


2, = Y(t+ 4) = pl) + p (t+, At) At= a + p(E+9, AN) At, 
und finden hieraus die Proportion: 
(2) (za): ( ~y): (e) = pP (tHo At): p (t9 dt) G+H). 
Die liuks stehenden Koordinatendifferenzen sind (s. „A. G.“, S. 113) pro- 
portional zu den „Richtungskosinus“ der Sekante PP, d. i. zu den Kosinus 
der drei Richtungsunterschiede, welche die etwa von P nach P, gerichtete 
Kurvensekante gegen die positiven Achsen bildet. Da für lim 4t=0 die 
in (2) rechts stehenden Glieder der Proportion die Grenzwerte o (t), 
w’ (t), x (t) haben, so folgt: Für lim ft=0 nähert sich die durch P und 
P, laufende Kurvensekante einer festen Grenzlage an, die uns die „Tan- 
gente“ der Raumkurve in dem zum Werte t gehörenden Punkte P der Ko- 
ordinaten x, y, 2 liefert; die Gleichungen der Tangente, in £, y, £ als varia- 
blen Koordinaten geschrieben, sind (s. „A. &.“, S. 113): 


ER A 
rA VO 2 
Wir können die Tangentialebenengleichung (1) auch so schreiben: 


(8) 


aan 
und wollen aus dieser Schreibweise eine weitere Gestalt dieser Gleichung 
für den Fall ableiten, daß die Flächengleichung die Gestalt f(x, y, z) = 0 
hat. Die partiellen Ableitungen von.z nach z und y berechnen sich dann 
nach der Regel (8) S. 160, und wir gewinnen als Gleichung der Tangential- 
ebene der durch f(x, y, 2) = O dargestellten Fläche im Punkte (x, y, 2): 


©) N Eu S 
wo in fy,f,,f, die Koordinaten x, y,2 des Berührungspunktes. als Argu- 
mente zu denken sind. 


+) Statt X, Y, Z schreiben wir jetzt &, n, & für die variablen Koordinaten der 
Punkte der Tangentialebene. 
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Zur Gleichung (4) führt auch folgender Weg: Irgend eine durch 
den Punkt (x, y, Z) der Fläche hindurchlaufende Gerade stellen wir nach 
(6) S. 321 durch: 

(5) $=r-+at, n =y + bt, =z + cel 

dar, unter a, b, c die Richtungskosinus der Geraden verstanden. Um die 
Schnittpunkte der Geraden mit der Fläche zu gewinnen, haben wir die- 
jenigen Werte £ zu berechnen, welche f(¢, y, €) = 0 befriedigen; diese Glei- 


chung entwickelt sich mit Rücksicht auf f(z, y, x) =0 nach der auf Funk- 
tionen dreier unabhängiger Variablen übertragenen Gleichung (4) 3.204 so: 


CE, m © = (af + teft + (et et. 


Die stets vorliegende Lösung t=0 liefert den Schnittpunkt (x, y, 2). Soll 
noch ein zweiter Schnittpunkt an diese Stelle rücken und damit die Ge- 
rade (5) zu einer Flächentangente werden, so muß eine Doppelwurzel 
t = 0 vorliegen und also: 


afit bfj+ ef 
zutreffen. Ist aber diese Relation für die Richtungskosinus der Geraden 
erfüllt, so befriedigt jeder Punkt (8, n, £) der Geraden die Gleichung: 
E- Di +, +&- af afet bh Heli 0, 
womit wir zur Tangentialebenengleichung (4) zurückgelaugen. 

Ist ferner eine Raumkurve durch ein Gleichungenpaar (3) 8. 321 ge- 
geben, so können wir zu einer entsprechenden Darstellung der Tangenten- 
gleichungen in einem Punkte (z, y, 2) an die Tatsache anknüpfen, daß die 
Kurventangente die Schnittgerade der beiden Tangentialebenen ist, welche 
die durch Gleichungen (3) 8. 321, einzeln genommen, dargestellten Flächen 
im Punkte (x, y, z) haben. Die Kurventangente im Punkte (x, y, 2) ist 
daraufhin durch: 


OE -Nh+ Eat 
WE — ags + (n — N + (6—2): 0 


dargestellt; durch Auflösung nach den Verhältnissen der (&—-x), in—y), 
(£—2) können wir auch die an (3) sich anschließende Gestalt berechnen: 


(6) 


(1) PELAS. o SE. SEAN 
IE: = IEN T IA 1298 129, 2, hi 


Ist die Fläche durch drei Gleichungen (8) 8. 323 gegeben, so gelangt 
man auf folgendem Wege zur Tangentialebene: Durch den „Punkt (u, v)“ 
läuft je eine Kurve der beiden S. 323 betrachteten Scharen hindurch. Die 
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Kurve des „Parameters v“ hat daselbst zufolge (3) die dureh die Glei- 
chungen: 
ESU 5-3 
Pu v, a 


gegebene Tangente, die zugleich eine Flächentangente im fraglichen 
Punkte ist. Eine zweite Flächentangente im Punkte (u, v) wird von der 
Kurve des Parameters u durch die Gleichungen: 
ei u 
Pe p: I 

geliefert. Die gesuchte Tanyentialebene ist nun einfach die durch diese 
beiden Tangenten festgelegte Ebene, deren Gleichung sich daraufhin leicht 
so darstellt: 

(8) &-2) Bun Petu) t+ RI) MP — gpu! HEE) (pupi — pwu) = 0. 

Die zur Tangentialebene einer Fläche im Berührungspunkte senkrecht 
verlaufende Gerade wird als „Normale“ der Fläche im fraglichen Punkte 
(x, y, #) bezeichnet; im Anschluß an (4) notieren wir als Gleichungen 
der Normalen: 

P § -7 =y p z 

9 re ea, 

Entsprechend nennt man die Ebene, welche zur Tangente einer Raum- 
kurve im Berührungspunkte (x, y, 2) senkrecht verläuft, die „Normal- 
ebene“ der Raumkurve im Punkte (x, y, 2); als Gleichung der Normalebene 
merken wir im Anschluß an (3) an: 

(10) E-D)pÜ) + (nye O +E (t) = 0. 

Was die Gültigkeit der entwickelten Regeln angeht, so greift die 
Gleichung (4) der Tangentialebene etwas weiter als (1), insofern (4) auch 
für f; = 0, d. h. für eine zur 2-Achse parallele Tangentialebene, gültig 
bleibt. Der zweite, an die Gleichungen (5) angeschlossene Beweis der 
Gleichung (4) bleibt auch in diesem Falle in Kraft, während die zur Auf- 
stellung von (1) führende Überlegung hier unbrauchbar wird, da die in 
dieser Gleichung auftretenden fy, f, nicht mehr endlich sind. Gleich- 
zeitiges Verschwinden aller drei Ableitungen /,', /,, f. der auf der linken 
Seite der Flächengleichung f(x, y, 2) = 0 stehenden Funktion in einem 
Flächenpunkte (x, y, z) würde diesen Punkt nach Analogie von 8. 318 
als einen „singulären“ charakterisieren; auf die Untersuchung solcher 
Punkte gehen wir jedoch nicht ein. 

Die Gleichungen (3) der Tangente einer Raumkurve müssen einer ein- 
fachen Umgestaltung unterzogen werden, falls für den betrachteten Be- 
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rührungspunkt eine oder zwei von den in den Nennern stehenden Ablei- 
tungen verschwinden. Ist etway’(£)—0 und damit die Tangente horizontal 
(parallel zur z,y-Ebene), so hat man statt der Gleichungen (3) zu schreiben: 

8-2 _n—y 

yH PO’? 
Etwaige „singuläre“ Punkte der Raumkurve, in denen alle drei Ableitungen 
g (i, W (t, x (£) gleichzeitig verschwinden sollten, untersuchen wir wieder 
nicht weiter. 


Pi A 
E = 2T) 


3. Beispiele über Tangentialebenen, Tangenten, Normalen und 
Normalebenen bei Flächen und Kurven. Die allgemeinen Regeln des 
vorigen Paragraphen erläutern wir erstlich am Hyperboloid der Gleichung 
(11) S. 324, hei dem die Gleichung (4) S. 325 der Tangentialebene: 


f 2 2 wo 
E-)a+tW-WE-E-)4-0 
wird. Nach Forthebung des Faktors 2 und Benutzung der Gleichung (11) 
S. 324 folgt als einfachste Gestalt der Tangentialebenengleichung: 
u ey 


a ' b? cÈ 
Diese Gleichung läßt sich, wenn wir für x, y, z die Ausdrücke (12) S. 324 
in u, v eintragen, leicht auf die Form bringen: 
EEE BEN N n 
($ — E) uv -F (+ 5) =; (1+ pu + (1 ze phe. 


In der Tangentialebene liegt also sowohl die durch: 


el E, 


gegebene Gerade, als auch die Gerade der Gleichungen: 

8,8 n E $ 1 

ten mhl h)a he 
Das sind aber die beiden durch den Punkt (u, v) des Hyperboloids hin- 
durchlaufenden Geraden der Fläche; aus der zur Gleichung (8) S. 327 
führenden Betrachtung ist natürlich auch geometrisch einleuchtend, daß 
die beiden Geraden die Tangentialebene ihres Schnittpunktes festlegen. 

Die Tangente der in Fig. 99 abgebildeten Raumkurve (4) S. 321 im 

Punkte (x, y, £) ist nach (7) S. 326 darstellbar dureh: 


ġ— x n—%Y Er: 


— eyz  (Ar—u)e ay 


*) Eine entsprechende Bemerkung gilt für die Gleichungen (9) der Normalen 
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Benutzt man die S. 322 angegebene Darstellung der Raumkurve mittelst 
einer vierten Variablen i, so ist für die Tangente nach (3) S. 325 zu 


schreiben: 
sar _ nu 


sin2¢ cos2E cost 


Verschwinden Ausdrücke in den Nennern, wie z. B. bei den letzten Glei- 
chungen, wenn £ ein Multiplum von — ist, so sind besondere Gleichungen 
anzusetzen, So hat man z. B. für {=0 das Gleichungenpaar E =q, 9 =¢%, 


für t= 5, wo die Tangente zur x,2-Ebene parallel wird, das Paar: 
2E+2YV2E= Ba, 2y =a. 
Für die Normalebenengleichung (10) 8. 327 der Schraubenlinie (7) 
S. 321 findet man: 
— aë sin t + an cos t + ie = (2). 
Die Normalebene enthält die zum „Parameter“ v = ¿ gehörende Gerade 


der Schraubenfläche (10) S. 323, und übrigens bat ihr Neigungswinkel y 
gegen die z,y-Ebene den von £ unabhängigen Wert: 

y = arc cos aN 

dl 200) 
wie nach bekannten Regeln (s. „A. G.“, 8.108) bewiesen wird und auch 
aus Fig. 100, 8. 322, leicht ersichtlich ist. 


Aufgaben: 1) Man zeige, daß bei den durch die gemeinsame Gleichung: 


Fe”, 2 
teten 


darstellbaren zentralen Flächen zweiten Grades die Tangentialebene dureh: 


Ex . ny , $£ 
atypta™ 
gegeben ist. 
2) Man berechne für die beiden Paraboloide der Gleichungen: 


E = 
a 220 
als Tangentialebenengleichungen: 
Er, ny 
<e — pg, 
a? Æ b: 13 


3) Man stelle das hyperbolische Parabolojd durch drei Gleichungen (8) S. 328 
dar und zeige, daß die Tangentialebene des Punktes (u, v) auf der Fläche die 
beiden durch diesen Punkt hindurchlaufenden Geraden ausschneidet. — Die Dar- 
stellung des Parabolvids ist: 


x= alu + v), y = b(u— v), z= 2uv; 
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die Tangentialebene des Punktes (u,v) hat die Gleichung: 
$ 
° (u + -— n w—V)=$+%ur, 
a 
die auch so geschrieben werden kann: 
/È N É ER aira 
($—-iu +)" BE are 
Den Übergang zu den Gleichungen des Geradenpaares durch den Punkt (u, v) 
vollzieht man wie im Texte beim Hyperboloid. 


4) Man untersuche die als „konische Schraubenlinie* bezeichnete Kurve, welche 
als Schnitt der Schraubenfläche (10) S. 323 mit dem koaxialen Kegel der Glei- 


chung a*(«?-+-y?)—=** erklärt werden kann. — Der oberhalb der z,y-Ebene ge- 
legene Teil der Kurve ist durch die Gleichungen: 
2an . [an 
eu : he t AR 
=! cos ( h t), y =t sin ( i ik at 


darstellbar, in denen ? von 0 bis + zu wachsen hat. Man zeige, daß die Glei- 
chung der Normalebene im „Punkte ?“ die Gestalt hat: 


(i+ "= tn) cos ià -+ (a — = rë) sin SA + at= (1-+a®t. 


Man zeige, daß die Projektion der Kurve auf die v,y-Ebene eine Archimedische 
Spirale (s. B. 279) ist. 

6) Ein gerader Kreiskegel der Höhe h, der Mantellinie m und des Grundkreis- 
radius r rolle ohne zu gleiten auf der &,y-Ebene, wobei die Kegelspitze im Null- 
punkte festliege. Die von einem Punkte der Peripherie des Grundkreises beschrie- 
bene Raumkurve, die sogenannte „sphärische Zykloide“, ist zu untersuchen, — 

Zur Zeit t=0 lagere der Kegel längs einer Mantellinie auf der positiven 

x-Achse; der daselbst bei x= m gelegene Berührungspunkt des Grundkreises mit 

der z,y-Ebene werde in seiner Bahn verfolgt. Als Zeit- 

17 maß t kann der Winkel gewählt werden, um den sich in 

der &,y-Ebene die berührende Mantellinie gegen die positive 

x-Achse gedreht hat. Dreht man das Achsenkreuz um die 

z-Achse mit, so daß die berührende Mantellinie beständig 

die x-Achse ist, und nennt die Koordinaten, bezogen auf 
das bewegliche System, «’, y', 2’, so gilt: 


æ = æ cost + ysin t, y = — g sini + y cost, g =z. 


Bis zur Zeit t ist durch die Endpunkte der berührenden 
Mantellinien der Kreisbogen mt beschrieben, den man auf 


BE t 
cinen Kreisbogen des Zentriwinkels > des Kegelgrund- 


kreises aufzuwickeln hat, um festzustellen, wie 
weit sich der die Kurve beschreibende Punkt P 
zur Zeit t vom augenblicklichen Berührungs- 
punkte B mit der x,y-Ebene entfernt hat. Zur 
Veranschaulichung ist erstens in Fig. 101 der 
Grundkreis des Kegels zur Zeit t gezeichnet, wo 


also & PCB = = t ist, zweitens in Fig. 102 
ein achsialer Schnitt des Kegels zur Zeit t, wobei 
die Bezeichnungen B, C, D dieselbe Bedeutung 
Fig. 102. haben wie in Fig. 101 und die Kegelgrundfläche 
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längs des Durchmessers BG senkrecht zur Papierebene steht. Man zeige unter 
Benutzung dieser Figuren die drei Gleichungen: 


3 kh r mÀ 
æ eos f y sm i= -- -— cos {| — t 
Hg E ik 


- ._ A 
æ sin t — y cos t = r sin ( t), 
r 


z=" (1 — cos (= ), 


aus denen man durch Auflösung nach x und y eine Darstellung (5) S. 321 der 
sphärischen Zykloide gewinut. 

Da die Kurve auf der Kugel des Radius m um den Nullpunkt O liegt, so ist 
jede Tangente der Kurve zugleich eine Kugeltaugente, und also läuft jede Normal- 
ebene durch den Nullpunkt O. Man bestätige das durch Rechnung. — Im festen 
Koordinatensysteme hat die Normalebene die Gleichung: 


en — neos o (1 — cos (1) — atf sin (#1) = 0s 


die Normalebene ist also die durch den Kurvenpunkt (æ, y, 2) und die zur Zeit t 
die x,y-Ebene berührende Mantellinie festgelegte Ebene. z 


+. Gestalt einer Raumkurve in der Umgebung eines ihrer Punkte. 
Eine Raumkurve sei durch drei Gleichungen (5) S. 321 gegeben, und es 
sei vorausgesetzt, daß in einem der Untersuchung zugrunde liegenden 
Intervalle der Variablen ¢ die Funktionen @(£), #(£), y(t) eindeutig und 
stetig seien, sowie eindeutige und stetige Ableitungen besitzen, soweit 
wir dieselben in der Folge zu benutzen haben werden. 

Wir fragen eıstlich, wie wir die .Bogenlänge der Kurve erklären 
können. Eliminieren wir aus 2=gp(f), y=»(t) die Variable i, so ergibt 
sich die Gleichung derjenigen Zylinderfläche, welche bei Projektion der 
Kurve auf die %,y-Ebene von den projizierenden Strahlen geliefert wird. 
Die auf die x,y-Ebene projizierte Kurve können wir daselbst auch un- 
mittelbar durch das Gleichungenpaar x = p(t), y = y(t) darstellen. Dieser 
Projektion kommt nun eine Bogenlänge zu, die wir durch ø bezeichnen, 
in der Richtung wachsender t als wachsend erklären, und deren Ablei- 


tung nach t: 
de RENTE ER 
R trVrtr’+ Ver 


ist (s. 8.112). Die Zylinderfläche denken wir biegsam, aber nicht dehn- 
bar. Wir können sie dann auf eine Ebene abwickeln, wobei unsere Raum- 
kurve, ohne daß eine Dehnung oder Zusammenziehung derselben eintritt, 
in eine dieser Ebene angehörende Kurve übergeht. Zur Darstellung der 
ebenen Kurve benutzen wir @ als Abszisse und z als Ordinate, wobei diese 


332 II, 2. Untersuchung der Flächen und Kurven im Raume [4 


Kurve durch ein Gleichungenpaar 6 = oœ (t), # = g(t) gegeben ist. Auch die 
so erhaltene Kurve hat eine Bogenlänge s, deren Ableitung nach # durch! 


o 4Ve Or’ -+ VE) +70 


gegeben ist. Zufolge unserer Überlegung liefert nun aber s zugleich die 
Bogenlänge der Raumkurve: Die von einem geeignet gewählten Anfangs- 
punkte gemessene, mit wachsendem t wachsende Boyenlänge s der Raumkurve 
ist eine Funktion von t, deren Ableitung naeh t durch: 


; lg rare TE ET TEN 
a) AOE a 

gegeben ist; bezeichnen wir die Produkte g'(t)dt, w (t)dt, x (t)dt, als die 
zu tund dt gehörenden Differentiale der Funktionen x, y, 2, durch dx, dy, de, 
so ist das „Bogendifferential“ ds der Raumkurve auch so darstellbar: 


(2) ds = Vda" + dy’+ de. 


Es ist nun eine für geometrische Untersuchungen geeignete Maß- 
regel, die Variable # unmittelbar mit s identisch zu nehmen *), wobei also 
die Koordinaten x, y, z der Kurvenpunkte als Funktionen der Bogenlänge s 
angesehen werden. Für die nach s genommenen Ableitungen der x, y, # 
sollen hinfort die Bezeichnungen gebraucht werden: 


m dæ fi d’x z dæ? m dy 1 
(8) a ru Tam t, neh 

Die ersten Ableitungen «, y, Z haben eine leicht angebbare geo- 
metrische Bedeutung. Die Gleiehungen der Kurventangente im Punkte 
(x, y, 2) sind: 
(4) Ze 1) 228, 

ý x y 2 

Bildet die Tangente, im Sinne wachsender s gerichtet, gegen die positiven 
Achsen die Richtungsunterschiede «, p, y, so sind die &, y’, 2' unmittelbar 
die Richtungskosinus der Tangente der Kurve im Punkte (x, y, 2): 


’ laz Qy dz 
(E -7, = cos a, y = g. = cos Ê, Z = J = 0087. 


Zunächst folgt nämlich aus (4) (s. „A. 6%, 5. 113): 


cos « : cos p : cosp =F: yg, 


*) Für die mechanische Erzeugung der Raumkurve läuft dies auf die An- 
nahme hinaus, daß der die Kurve beschreibende materielle Punkt die konstante 
Geschwindigkeit 1 hat. 


rein.org.pl 
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Da nun zufolge (2) die drei Ableitungen «', y’, g’ die Relation:, 
(6) LH Hel 
für alle Argumente s befriedigen, so ergibt sich (s. „A. G.“, 8. 94): 
cos a = + 4, cos f= y, cosp= +47; 
es gelten aber die oberen Zeichen, da z. B. die Funktion x von s mit 
wachsendem s zu- oder abnimmt, je nachdem « <5 oder > -> ist. 


Als eine Tangentialebene der Kurve im Punkte (x, y, 2) bezeichnen 
wir jede Ebene, die die Tangente (4) in sich enthält. Schreiben wir: 


m A&—2) + Bay) + CE—2)=0 
mit variablen Koordinaten &, 4, & als Gleichung einer solchen Ehene, so 
kleidet sich die Forderung, daß sie die Tangente (4) enthält, in die 


Gleichung: 
(8) Ax + By + 0r'=0. 


Eine unter diesen Ebenen können wir durch die Festsetzung auswählen, 

daß sie durch einen zweiten, zu s; = s + fs gehörenden Punkt 2, Yı, 2, 

der Kurve hindurchlaufe, was die weitere Bedingung für die A, B, C ergibt: 
A(x —ag) + Biy) + 0la—2) = 0. 

Nach dem Taylorschen Lehrsatze aber gilt für die Funktionen x(s), ---: 


&ı— gz =g(s+A4s)— zxl(s)=x (s) As+ : z” (s+8,48)-48, 


so daß sich die zweite Gleichung für die A, B, C mit Rücksicht auf (8) 
so umgestalten läßt: 

(9)  A-2"(s+9,45)+B-y’(s+9,415)+0:2"(s+9,4s) = 0. 

Diese Gleichung im Verein mit (8) reicht zur Berechnung der Verhält- 
nisse der A, B, C für die ausgewählte Ebene aus. 

Eine Tangentialebene hat mit der Kurve an der Stelle (x, y, 2) im 
allgemeinen zwei zusammenfallende Punkte gemein. Sollte sich aber die . 
aus (8) und (9) zu berechnende Tangentialebene für lim 1s=0 einer þe- 
stimmten Grenzlage annähern, so haben wir in dieser Grenzlage eine be- 
sondere Tangentialebene gewonnen, welche bei (x, y, 2) die Kurve in drei 
zusammenfallenden Punkten schneidet. Für lim 4s = 0 folgt aus (9): 


(10) Ax’-+ By’ + 02’ =0, 
und man berechnet aus (8) und (10) sofort: 
(11) A:B:C= (y y eN: (ed — a) ey". 


rein. 
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Wir nehmen an, daß die drei rechts stehenden Glieder der Proportion 
nicht zugleich verschwinden*), und sind damit zu folgendem Satze ge- 
langt: Unter den Tangentialebenen ist die durch: 
a2) (§—a) (ye — y") + NE ER) Ee) e y e y) 0 
gegebene dadurch ausgezeichnet, daß sie die Kurve an der Stelle (x, y, 2) in 
drei zusammenfallenden Punkten schneidet; sie heißt die „Sehmiegungs- 
ebene“ der Raumkurve im Punkte (x, y, 2). 

Die Normalebene der Kurve im Punkte (x, y, 2): 
(13) =) + my + 6—2) = 
steht zur Tangente und also auch zur Schmiegungsebene (12) senkrecht 
und schneidet die letztere in einer Geraden, welche man als die „Haupt- 
normale“ der Kurve im Punkte (x, y, 2) bezeichnet. Die Gleichungen der 
Hoeuptnormalen sind”*): 
(14) E-% ei A 


PT) 4 ige y 


i y 2 
und also gilt für ihre Richtungskosinus, die wir unter Vorbehalt eindeutiger 
Erklärung cos A, cos u, cos v nennen: 

(15) cos A: COS u: COS y = g iyi g". 
Da nämlich die Gleichung (6) in s identisch besteht, so ergibt deren 
Differentiation nach s: 
(16) ga Hy y Hle 
oder in den Richtungskosinus geschrieben: 
cos « cos À + cos f cos u + cos y cos v = 0. 


Die Gerade (14) stebt also senkrecht zur Tangente (s. „A. @.“, 5. 95) 
und liegt demnach in der Normalebene. Weiter befriedigt der Punkt 
t= gta", n =y +y", E=2 4+2 der Geraden (14) die Gleichung (12), so 
daß die Gerade (14) auch in der Schmiegungsebene liegt; die Gleichungen 
(14) liefern also die Hauptnormale. 

Die zur Hauptnormalen senkrechte Tangentialebene der Gleichung: 


aT) EE + (m E 0 
heißt die „rektifizierende Ebene“ der Kurve im Punkte (w, y, 2); ihr Schnitt 


*, Gleichzeitiges Verschwinden jener Ausdrücke kann an vereinzelten Punkten 
der Kurve aufireten. Sollte es indessen in einem ganzen Intervalle von s statt- 
finden, so heißt dies, daß die Quotienten der x‘, y’, 2’ daselbst die Ableitungen 0 
haben, also konstant sind. Zufolge der „identischen“ Gleichung (6) sind also die 
x, y’, 2’ selbst konstant, d. h. die Kurve ist eine Gerade. 

**) Ein gleichzeitiges Verschwinden der æ”, y”, 2” gilt als ausgeschlossen, da 
dann auch die drei Ausdrücke in (11) rechts verschwinden würden. 
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mit der Normalebene aber wird die „Binormale“ der Kurve im Punkte 
(2, 9,2) genannt. Die Richtungskosinus der Binormalen, die wir wieder 
unter Vorbehalt eindeutiger Erklärung durch cos A, cos M, cos N bezeich- 
nen, genügen der Proportion: 

(18) cos A:cos M: ceos N=(y 2 —y g): (82'u — e a): (xy a" y). 

Die Binormale steht nämlich senkrecht zur Schmiegungsebene. 

Die Tangente, die Hauptnormale und die Binormale nennt man zu- 
sammenfassend das den Kurvenpunkt (x, y, Z) „begleitende Dreikant“ der 
Raumkurve. Um die Gestalt der Kurve in der nächsten Umgebung einer 
Stelle (x, y, 2) zu untersuchen, führen wir jene drei Geraden als neue 
Achsen eines rechtwinkligen Systems ein, und zwar die Tangente als X- 
Achse mit der positiven Richtung im Sinne wachsender s, die Haupt- 
normale als Y- und die Binormale als Z-Achse, wobei die Festlegung 
der positiven Richtungen der beiden letzten Achsen vorbehalten bleibt, 
Schreiben wir die neuen Koordinaten der Kurvenpunkte in Abhängig- 
keit von s: 

X = (s), Y = Y (s), Z = X (s5) 


und nehmen der Bequemlichkeit halber an der betrachteten Stelle (x, y, 2) 
der Kurve s=0 an, so gilt ¢(0) = 0, Y(0) = 0, X(0) = 0, (0) = 0, 
X'(0)=0, $”(0)=0, X”(0)=0, während (0) und Y” (0) nicht 
verschwinden. Mit Hilfe der Taylorschen Formel können wir die X, Y, Z 
als Funktionen von s so entwickeln: 

ET EMET tr... 


? 


\ 1 Z 1 r 1 vn 

Y = 2 y N 6 y Kn CET 
r 1 ae 1 Fher l 
a Fer 


wobei ®, $”, ... die Werte der Ableitungen für s = (0 sind. 

Für gewöhnlich wird nun X" nicht auch noch gleich O sein®). Dann 
aber können wir in der nächsten Nähe des fraglichen Punktes (x, y, 2), 
d. h. für sehr kleine Werte s, die Kurve angenähert durch: 


+) In einzelnen Punkten der Kurve mag X”’(s) verschwinden, Wäre aber 
X”"(s) in einem ganzen Intervalle, dem der Punkt s==0 angehört, gleich 0, so 
wäre, wie man durcli wiederholte Anwendung des Satzes 1) von 8,136 zeigen kann, 
X(s) daselbst eine rationale ganze Funktion zweiten Grades X (s, = a+ bs + cs?, 
Da aber X(0)=0, X’(0)=0, X"(0)=0 ist, so sind alle drei Koeffizienten a, b, c 
gleich 0, d. h. X (s)= Z verschwindet identisch; wir haben also im fraglichen Inter- 
valle mit einer ebenen Kurve zu tun, was hier als ausgeschlossen zu gelten hat, 
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1 


r r tr a f; 1 [224 5 
19) X=b.s, en ie 5 u he 


darstellen. 

Es ist jetzt zunächst möglich, die positiven Richtungen der Y-Achse 
und der Z-Achse festzulegen. Die erstere, und damit die Richtung der 
„Hauptnormalen“, wählen wir so, daß Y” >O ausfällt; die positive Z- 
Achse und damit die Richtung der „Binormalen“ werde so gewählt, daß 
die drei Achsen X, Y, Z in dieser Anordnung ein „Rechtssystem“ bilden 
(s. „A. G.“ 8.91). 

Nun folgt dureh Elimination von s aus (19) das Gleichungenpaar: 


(20) xt A X=6(2.)2. 


Die erste Gleichung liefert als Projektion der „Näherungskurve“ auf die 
X, Y-Ebene eine Parabel, die die positive Y-Achse (Hauptnormale) zur 
Achse und die X-Achse (Kurventangente) zur 
Scheiteltangente hat; die Projektion der Nähe- 
rungskurve auf die X, Z-Ebene aber ist eine Kurve 
dritten Grades, welche die X-Achse (Kurventan- 
gente) zur Wendetangente hat und bei wachsendem 
X wachsende oder abnehmende Ordinaten Z hat, 
je nachdem ®’ und X” von gleichem oder ent- 
gegengesetztem Vorzeichen sind. Fig. 103 möge 
den Verlauf der Nüherungskurve auf dem para- 
bolischen Zylinder für den Fall gleicher Vorzeichen 
von D’ und X” versinnlichen. Die Raumkurve be- 
rührt die rektifigierende Ebene (X, 7-Ebene) und 
verläuft in der Umgebħng der Stelle (x, y, z) ganz 
auf derjenigen Seite dieser Ebene, die durch die 
Richtung der Hıuptnormalen gegeben ist; sie be- 
rührt auch die Schmiegungsebene (X, Y-Ebene), durch welche sie jedoch 
hindurchschreitet. 

Die Schraubenlinie (7) 8.321 mit positivem h bezeichnet man als 
„rechtsgewunden“ oder kurz als eine „Bechtsschraube“. Ist der Punkt 
t = 0 zugleich der Anfangspunkt für die Messung des Bogens s, so ist 
s zu Ł proportional, so daß man: 


| Fig. 103. 


dt 
t = cs, rE 


mit einer positiven Konstanten c hat. Die Gleichung (12) der Schmiegungs- 
ebene berechnet sich daraufhin leicht zu: 


(21) Eh sin t — y -h cos t+ 2axg = aht. 


NNW.rCInN. 


EEE 
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Zu einem imit £ nahe benachbarten Werte ?, gehört der Kurvenpunkt: 
z = @ Cos $, y = a sin $, e= 


während zu eben diesen x, y als Ordinate ¢ der Schmiegungsebene sich 
aus (21) berechnet: 


l ä F x ie 5 
p= K (E--sinZ-cost, + cos t- sin 4) = T= + sin 4 —t)). 


Die Differenz der beiden Ordinaten z und & ist somit: 


26-5. [(h—t) — sin U}, 
so daß für, > t auch 2>8& und für , <t auch z< ¢ ist. Die rechts 
gewundene Schraubenlinie tritt also, wie auch die Anschauung leicht lehrt 
bei wachsendem s jedesmal von unten nach oben, d. i. in der Richtung 
wachsender z durch die Schmiegungsebene hindurch. 

Die in Fig. 103 für eine beliebige Raumkurve im Falle gleicher Vor- 
zeichen von ® und X” gegebene Skizze zeigt, daß hier in betreff des 
Durchgangs durch die Schmiegungsebene die Verhältnisse einer rechts- 
gewundenen Schraubenlinie vorliegen Fs soll demnach in diesem Falle 
unsere Raumkurve an der Stelle (x, y, 2) als „rechtsgewunden“ bezeichnet 
werden, im entgegengesetzten Falle aber als „Iinksgewunden“. Als Kenn- 
zeichen einer im einzelnen Punkte (x, y, 2) rechts- oder linksgewundenen 
Kurve haben wir einstweilen, daß im besonderen Koordinatensysteme der 
X, Y, Z für den ersten Fall ®'X">0, für den zweiten Fall aber 
PX’ <0 ist. 


5. Die Krümmung der Raumkurven. Bei einer Raumkurve unter- 
scheidet man zwei Krümmumgen, deren erste als „Flexion“ (Biegung) und 
deren zweite als „Torsion“ (Verdrehung) bezeichnet wird*). Es seien P 
und P, zwei nahe benachbarte Punkte der Kurve, die das Bogenstück 4s 
einschließen. Die beiden Tangenten in P und P}, die sich im allgemeinen 
nicht schneiden, mögen den Riehtungsunterschied ð miteinander bilden 
und die beiden Schmiegungsebenen in P und P, den Neigungswinkel e. 
Wir nehmen 4s positiv an und setzen fest, daß auch ô positiv gewählt 
werde, während & mit dem positiven oder dem negativen Vorzeichen ver- 
sehen werden soll, je nachdem die Kurve im fraglichen Intervalle rechts 
oder links gewunden erscheint. Der Winkel s kann auch als Richtungs- 
unterschied der beiden Binormalen der Kurve in den Punkten P und P, 
aufgefaßt werden. 


*) Die Raumkurven heißen demnach auch „Kurven doppelter Krümmung“. 
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Es gelten nun folgende Erklärungen: Als mittlere „Flexion“ oder 
mittlere „erste Krümmung“ » der Kurve längs des von P und P, einge- 
grenzten Stückes wird das Verhältnis des Richtungsunterschiedes Ò der 
Tangenten und der Bogenlänge As bezeichnet, als mittlere „Torsion“ oder 
mittlere „zweite Krümmung“ t das Verhältnis des Richtungsunterschiedes a 
der Binormalen und der Bogenlänge As: 


u) er or 
Hieran reihen sich genau wie bei den ebenen Kurven folgende weitere 
Erklärungen: Als „Flexion“ oder „erste Krümmung“ der Raumkurve an 
der Stelle P bezeichnet man den Grenzwert der eben erklärten mittleren 
Flexion für im As =Q; ebenso ist die „Torsion“ oder „gweite Krümmung“ 
der Raumkurve an der Stelle P der Grenzwert der mittleren Torsion für 
lim As=0. Nennen wir diese Grenzwerte gleich selbst wieder x und t, 
so ist also: 
ù 3 ò ` , £ 
o Ere ji uaren h e 
Die Existenz dieser Grenzwerte unter der oben gemachten Voraussetzung 
der Existenz der Ableitungen beweisen wir durch wirkliche Berechnung 
von x und t. 

Diesem Zwecke dient folgende Hilfsbetrachtung: Um den Nullpunkt 
O des Koordinatensystems legen wir die Kugel des Radius 1 und ziehen 
parallel und gleichgerichtet zur Tangente, Hauptnormale und Binormale 
des Punktes P die drei Kugelradien, deren Endpunkte T, H und B heißen 
mögen. Unter Benutzung der Bezeichnungen von 8. 332ff. hat T die 
Koordinaten cos «, cos ß, cos y, der Punkt H aber cos 4, cos u, cosv und 
der Punkt B endlich eos A, cos M, cos N. Läßt man jetzt P stetig die 
Raumkurve durchlaufen, so beschreibt der Punkt 7 (wegen der Existenz 
und Stetigkeit der Ableitungen) auf der Kugelfläche stetig eine Kurve, 
die man als die „sphärische Indikatrix“ der Tangenten unserer Raumkurve 
bezeichnet; entsprechend beschreibt der Radiusendpunkt H die „sphärische 
Indikatrix“ der‘ Hauptnormolen und der Endpunkt B diejenige der Bi- 
normalen. 

Gehören nun zum Kurvenpuukte P, die Punkte T, und B, der ersten 
und dritten Indikatrix, so sind die oben mit ô und & bezeichneten Winkel 
durch die Bogen größter Kugelkreise: 


8=+TT, := + BB, 


gegeben. Da aber beim Grenzübergang lim 4s =0 der Quotient des 
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Kreisbogens und der zugehörigen Sehne den Grenzwert 1 hat, so können 
wir auch setzen: 


lim (5) lim (5) 
pre -3 = 5 
4s=0 48)’ Js=0 ds 


Bezeichnen wir die Koordinaten von 7' als Funktionen von s kurz durch: 
cos « = Å (S), cos ß = B(s), cos y =T (s), 
so liefert der Taylorsche Lehrsatz: 
A(s + 4s) — Als) = A’(s-+9,:-48): As, -, 


woraus sich sofort ergibt: 
th LVA {sta As)? + B (s49, As} + (+8,48). 


Eine entsprechende Betrachtung knüpft man an die Indikatrix der Bi- 
normalen. Nach Vollzug des Grenzüberganges und Rückkehr zu den 
ursprünglichen Bezeichnungen gewinnt man den Satz: Die Flexion x 
und die Torsion r unserer Raumkurve im Punkte (x, y, 2) oder kurs „im 
Punkte s“ sind: 


- en it Eure 
a a 


Aufolge (5) 8. 332 zn man demnach als Ausdruck der Flexion in 
den Ableitungen der x, y, 2 nach s: 


(5) aaya y apea. 
Etwas schwieriger ist ein entsprechender Ausdruck für die Torsion r zu 
gewinnen. 

Wir lesen zunächst aus (18) 8. 334 mit Rücksicht auf (5) für die 
Richtungskosinus der Hauptnormalen ab: 


(6) x cos À = + g”, x cos u = Y”, x cos v = + z”. 


Zur Bestimmung des Vorzeichens dient eine Kontinuitätsbetrachtung, Wir 
drehen das Achsenkreuz stetig um O, bis die x-Achse parallel und gleich- 
gerichtet mit der Kurventangente im Punkte P ist, die y-Achse ent- 
sprechend mit der Hauptnormalen und die z-Achse mit der Binormalen. 
Hierbei ändern sich die A, u, v stetig, ohne daß cos A, cos u, cos v zu- 
gleich verschwinden können; x ist konstant, und es gilt x > 0, da für x 
eine Vorzeichenbestimmung raidh in Frage kommt. Hieraus folgt, daB 
in (6) am Schlusse der Drehung noch dieselben Zeichen wie zu Anfang 
29 * 
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gelten müssen, da ein Wechsel mindestens für eine der drei Gleichungen 
eine unstetige Anderung zur Folge hätte. Am Schlusse der Drehung aber 
gilt cosA=0, cos u = 1, cos v = 0, sowie andrerseits (s. die Rechnungen 
von 8. 335f.) z” = 0, y” > 0, 2’=0. Die zweite Gleichung (6) zeigt also, 
daß die oberen Zeichen gelten: Für die Richtungkosinus der Hauptnor- 
malen gilt: 

(T) x cos =", x cos u = y", x osv =g". 


Zur Berechnung der Richtungskosinus der Binormalen aus (18) 
S. 335 knüpfen wir an die identische Gleichung: 


wo 


C a a a E e 
RE re) Ee o e N 
deren rechte Seite sich nach (5), sowie nach (6) S. 333 und (16) S. 334 
zu x? berechnet. Es gilt also der Ansatz: 
y g —y i =+ xeos A, 2a’ W—=+xreosM ay’—a”’y=+xcosN, 


e 


aus dem wir durch Benutzung von (5) 5. 332 und der eben aufgestellten 
Gleichungen (T) ablesen: 


+ cos A = cos ß eos v — cos y cosu, 
+ cos M = cos y cos A — cos ¢ Cos vy, 


-t cos N = cos « cos u — cos ß cos å. 


Die vorhin ausgeführte Kontinnitätsbetrachtung führt auch hier zur Vor- 

zeichenbestimmung; man hat am Schlusse cos «œ = 1, cos u = 1, cos N =1, 

während alle weiteren Kosinus verschwinden. Zufolge der dritten Glei- 

chung gelten also die oberen Zeichen: Für die Richtungskosinus der Pi- 

normalen gilt: 

(8) »eosA=y/a’—y’e, zeosM=g' g" —g a, zeosN=g y" — a y. 
Zur Darstellung der Torsion r knüpfen wir nun an die drei Glei- 

chungen: 

€ cos A + y' cosM+?cosN=V0, 

z” cos A +y” cos M + z2” cos N= 0, 


(9) 
| cos? A+ cos? M + cos? N=1, 


von denen die beiden ersten zum Ausdruck bringen, daß die Binormale 
senkrecht zur Tangente und zur Hauptnormale steht. Durch Differen- 
tiation der ersten Gleichung mit Benutzung der zweiten, sowie durch 
Differentiation der dritten Gleichung mit Benutzung von (8) folgt: 


A aae 2222222222222 
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gi CCOSA  .rdeosM r dcos N 


aea e 
A ACOR A a ra n n dcosM Ed d ceos N 
(y g — yg) - oa p x’) 93 Hy E e 


Mit Rücksicht auf (16) S. 334 folgt hieraus weiter, daß die Ableitungen 
der cos A, cos M, cos N nach s den z”, y”, £” und also den cos A, cos u, 
cos v proportional sind: 


deosA dcosM dcosN 


> $ = COS z COS u : COS P. 
ds ds ds A ` 


Mit Benutzung der Darstellung (4) von r ergibt sich demnach: 


d cos À dcosM dcos N 
(10) Saar T raus), ds  zreon, 70087, 
Man differenziere nun die Gleichungen (8) und verwerte (10); es folet: 
8 ; 8 
NT. TERE d 
xr cos À = y2” — y” g — eos A S, 
ı 20 TI | dx 
+ xt cosu = 7% —z z — cos M: Fg? 
r n rt r dx 
tat teos v = gy” — x %- GINE 


Multipliziert man diese Gleichungen bzw. mit den drei Gleichungen (7) 
und addiert die Ergebnisse, so folgt bei Benutzung der zweiten Glei- 
chung (9): 
xr = g (ye —y" d) +y (ga i" a) -H ae ly" e y). 
Zur Bestimmung des Vorzeichens at wieder die obige Kontinuitäts- 
betrachtung, an deren Schlusse z= 1, y'= 0, z = 0, y” > 0, z" = 0 war, 
während 2” œ> 0 oder <0 gilt, je nachdem die Kurve im Punkte P rechts 
oder links gewunden ist. Am Schlusse der stetigen Abänderung der 
Koordinaten gilt also: 
r= y'r", 


n pr 


und zufolge der Vorzeichenbestimmung der Torsion haben t und yz 
gleiche Vorzeichen; es gilt also das untere Zeichen: Als Ausdruck der 
Torsion t der D e im Punkte (x, y, 2) folgt: 


se re um 9 vr tt 


er Ey ar) 
Zypern 

Die reziproken Werte «"!= ọ und r"'=r bezeichnet man als „ersten“ 

bzw, „zweiten Krümmungsr adius“ oder als „Flexionsradius“ und „T orsions- 

radius“ der Raumkurve im Punkte (x, y, 2). Der Kreis des Radius ọ und 
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des auf der Hauptnormalen gelegenen Mittelpunktes (x-+ọ cosA, y-+o cos u, 
z 4+- ọ cos v) oder, ausführlicher geschrieben, der Mittelpunktskoordinaten: 


Een a” r. EN ı ne g’ 
(12) S=% 4 Page y T g'o N y+ ary taa S= Ir y t+ g"! 


heißt der „Krümmunyskreis“ der Raumkurve an der Stelle (z, y, 2), der 
Punkt der Koordinaten (12) aber „Krümmungsmittelpunkt“. 

Man kann den Krümmungskreis auch als denjenigen Kreis erklären, 
der die Raumkurve an der Stelle (x, y, z) in drei ausammenfallenden Punk- 
ten schneidet. Um den Krümmungskreis von hieraus durch einen Grenz- 
übergang zu gewinnen, betrachten wir zunächst den Kreis, welcher die 
Kurve im Punkte P berührt und durch den weiteren Kurvenpunkt P, 
der Koordinaten &,,%,2, hindurchläuft. Dieser Kreis ist in der den 
Punkt P, enthaltenden Tangentialebene des Berührungspunktes P gelegen, 
deren Gleichung nach (4) 8. 332: 

13) (=v) (y e2 — z y) + (nye as) — e -2)) 

+ (E— g) (s'y --y) — y (w — a) = 0 
ist. Der Mittelpunkt (ë, y, &) des fraglichen Kreises genügt weiter der 
Normalebenengleichung: 


(14) (E—x)x' + (n—y)y + (6—2) = 0, 


und drittens muß der Punkt (£, ņ, 8) von (£,, Y, 21) dieselbe Entfernung 
haben, wie von (x, y, 2): 


(6—2)? + (nm + (6—2) = Ee) + +, 
eine Gleichung, die man auch so umschreiben kann: 
(15) 28-2) m) +2) 4-9) +22) e) 
= (0) + (uy) + ae). : 
Gehört P, zum Argumente (s +48), so haben wir die Darstellungen: 


zy—sr=x (s) As+ 52 (s4848) 4S, z — s= g (s4848) A8, 


von denen wir die links stehenden in (15) links, die rechts stehenden aber 
rechts eintragen wollen. Wegen (14) folgt nach Fortheben von 43°: 
(&-a)-2" (6+9 48)+ a)y ++) (+40) 
= (s+ A) +(yYls+9,- IS) + Ha AS). 
Ehe wir nun die Auflösung nach den gesuchten Mittelpunktskoordi- 
naten £, 7, & vornehmen, vollziehen wir sogleich den Grenzübergang 
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lim 4s=0. Die Ebene (13) wird zur Schmiegungsebene, die die Normal- 
ebene (14) in der Hauptnormalen: 
Sa O 
g” ==. y” 2" 
schneidet; die umgeformte Gleichung (15) aber liefert für lim 45 = 0: 
E-2) + (n yy” + (E— e)" = 1 

Die Auflösung nach $, y, & führt zu den Koordinaten (12) des Krümmungs- 
mittelpunktes zurück. 

Die Gleichungen (7) und (10), letztere mit den richtigen Vorzeichen 
versehen, kann man auch so schreiben: 


d cos v cos A desß cosy d cos y cos r 

16 ds Dr de oa ds e’ 

Eag, deos A  cos4 deoeM — cosy d cos N cos y 
de qen de = z ds r 


Ein entsprechendes Gleichungssystem besteht für die Ableitungen von 
cos A, cos u, cos v. Indem man nämlich die drei Gleichungen: 


cos æ cos A + cos f cos u + cos y cos v = 0, 
cos? A + cos? u -+ cos? v = H, 
cos A cos 2 + cos M cos u + cos N cos v = 0 


unter Benutzung von (16) nach s differenziert, folgt: 


` 7 ScosA d cos u .., dcosv 1 
cosa g Teos B Fans rag a 
4 d cosh d cos u una deosvy 
cos À Ta + COS u FR + cos v E 0, 
A dcosA d cos u 8 d cos v il 
cos A ds + cos M s + ceos N g + 


Man multipliziere diese Gleichungen bzw. mit cos «, cos A, cos A und 
addiere*). Auf diese Weise gewinnt man die erste der drei folgenden 
Gleichungen: 
deos? cosA cos« deosu cosM cosfß deosv cosN cosy 
(17) = = = z= i ia z - 
ds r gai ds r e ds r g 

Die zweite und die dritte Gleichung folgen entsprechend. Die neun Glei- 
chungen (16) und (17) werden als die „Frenetschen Formeln“ bezeichnet. 


*) Man beachte, daß in dem vom „begleitenden Dreikant“ (S. 335) gelieferten 
Koordinatenkreuze cos w, cos 4, cos A die Richtungskosinus der z-Achse, cos f, cos u, 
cosM die der y-Achse usw. sind. Es gelten also die Gleichungen: 


cos? cos’? + cos? A=1, cos w. cos fp -+ cos -cos u + eos A. cos M =0,---. 
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6. Aufgaben über Krümmung der Raumkurven. 1) Die Krümmung der zylin- 
drischen Schraubenlinie ist zu untersuchen. — Indem man t=cs in die Glei- 
chungen (7) 8.321 der Schraubenlinie einträgt (s. auch S.336, unten), folgt durch 
Berechnung von x,y,z, æ”, +» leicht: 


27 4an? 2xh 
(1) t = z 


Tarp OPJ’ 


Das Krümmungszentrum des Punktes (x, y, z) hat die Koordinaten: 


N ENG 
de (z) 2 Az (aaa) Y = 
Die zylindrische Schraubenlinie hat also, was aus ihrer Verschiebbarkeit in sich 
selbstverständlich ist, konstante Krümmungen x und r. 
2) Man rechne die Hauptformeln der Krümmungstheorie auf t ale unabhängige 
Variable und damit auf die Darstellung (5) S. 321 der Raumkurve um. — Braucht 
man für die Ableitungen nach ¢ die in der Mechanik üblichen Bezeichnungen: 


U er ds 
= Ww = =Y4,7 = Z, DB = X, e =S,"t', 
dt ' dt dt dt? dt 
so hat man zunächst: 
(2) id), Tg. gwy, E E Er TE 
und entsprechend für y und z. Hieraus folgt weiter: 
YE— G = (y z” — y" rN, iÈ — Fi = (z'a az” w), ---, 


EGE — Y2) -+ TER -34 H rly — EN) = E y e m y en) e. 
Die Relation (6) 8. 333 führt auf die schon unter (1) 8.332 angegebene Gleichung: 
(3) = -Ly® iE? 


zurück. Die Gleichung der Normalebene (13) S. 334 und diejenige der Schmie- 
gungsebene (12) 8. 334 behalten ihre Gestalten unter Ersatz von æ, æ”, y,- 


durch &, &, 4, -« bei. Durch Differentiation des aus (3) folgenden Ausdrucks von 
3? ergibt sich: 
(4) Seit gy +28. 
Andrerseits berechnet man aus den beiden ersten Gleichungen (2): 
„_% 3 
ne 


und entsprechende Ausdrücke gelten für y’, z”, Man beweise daraufhin für die 
Flexion x den Ausdruck: 


+ Va? jL y 
(6) J= Aad ain E Sa 


dessen reziproker Wert den Krümmungsradius o liefert. Man beweise endlich für 
die in (11) 8.341 gegebene Torsion z die neue Darstellung: 


re ra OTY DIERE H EYE, 
HEFE 
3) Die als „konische Spirale“ benannte Raumkurve ist durch: 
æ= t ’cos (a -ln t), y = t. sin (a Ìnż), zu 


mit zwei positiven Konstanten a, b gegeben. Die Kurve liegt auf dem Kegel der 
Gleichung z°== b? (æ? y), und ihre Projektion auf die m, y-Ebene stellt sich in 
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Polarkoordinaten r, # durch $—=a-Inr dar, ist also eine logarithmische Spirale 
(8. 8.281). Man beweise für die konische Spirale die Gleichungen: 


a z ® 2 2 

s=V1-+a?’+B®, ETE L Ba hem Ua tabi "e 

ayi +a! ab 

Man zeige ferner, daß die Hauptnormale parallel zur x, y-Ebene verläuft, und daß 
der Richtungswinkel der Binormalen gegen die z-Achse konstant ist: 


b \ 
Vi+e+ 5) 

4) Man zeige, daß eine Kurve, deren Torsion konstant gleich O ist, eine 
ebene Kurve ist. — Aus (16) 8. 343 folgt für r ==0, r == œ, daß die Ableitungen der 
cos A, cos M, cos N nach s konstant gleich O sind, so daß die Kosinus selbst kon- 
stant, etwa gleich a, b,c sind (s. 8.136). Die erste Gleichung (9) S. 340 zeigt also, 
daß die Ableitung der Funktion (ax--by-- cz) konstant gleich O ist, so daß 
diese Funktion selbst konstant, etwa gleich d ist. Es besteht also für alle Punkte 
der Kurve die Gleichung: 

ar +by+ ez=d, 


so daß die Kurve der durch diese Gleichung dargestellten Ebene angehört. 

5) Wie oben aus der Anderung der 'Tangentenrichtung die Flexion x und 
aus derjenigen der Binormalenrichtung die Torsion x erklärt wurde, so gründet 
man auf die Anderung der „Hauptnormalen“ den Begriff der „totalen Krümmung“ K 


N = are sin ( 


der Raumkurve. — Man beweise die Formeln: 
'(deosA\®, /devosu\®, /dcosm\: en 
x-+V( ds )+( ds )+( ds y, Bee.’ 7". 


Die zweite folgt aus der ersten auf Grund der Frenetschen Formeln (17). 


v. Die Krümmung der Flächen. Eine Fläche sei durch die Gleichung: 
A) z = f(x, y) 
gegeben, deren rechte Seite f(x, y) in einem ausgewählten Bereiche mit 
den Ableitungen erster und zweiter Ordnung eindeutig und stetig sei. 
Für diese Ableitungen sind folgende Bezeichnungen gebräuchlich: 

02 D 02 an de, 0°2 GHA E 

O E-nen Zer- Dan den Dem 

Die Tangentialebene der Fläche im Punkte (x, y, z) hat die Gleichung: 
(8) (E—a)p + (n=) =$- 2. 
Den Voraussetzungen entsprechend hat das zu untersuchende Flächen- 
stück nirgends eine zur z-Achse parallele Tangentialebene**). Die Flächen- 


*) Die Bezeichnungen von 85 werden beibehalten, so daß s auch die Bedeu- 
tung einer Bogenlänge haben wird. Es wird aus dem Zusammenhange immer leicht 
deutlich sein, ob s eine Bogenlänge ist oder die Ableitung fft bedeutet. 

*, Will man indessen die Fläche gerade in der Umgebung einer solchen 
Tangentialebene untersuchen, so genügt, um den Rechnungen des Textes Geltung 
zu verschaffen, ein Wechsel der Koordinatenachsen. 
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normale in dem mit P zu bezeichnenden Punkte (x, y, 2) läuft also nicht 
horizontal (parallel zur x, y-Ebene). Geben wir der Flächennormale eine 
„nach oben weisende“ Pfeilrichtung, so wird ihr Richtungsunterschied 
gegen die positive z-Achse spitz; wir lesen also aus (3) ab: Die Rich- 
tungskosinus der nach oben gerichteten Flächennormalen des Punktes P 
sind gegeben durch: 
(a) ee ze D 
+VP'+ gH! +YpP+ a1 p E 

Die Untersuchung der Flächenkrümmung gründen wir auf die Be- 
trachtung von Kurven, die auf der Fläche gelegen sind. Es sei eine solche 
durch den Punkt P hindurchlaufende Kurve gegeben, und zwar dadurch, 
daß wir die Koordinaten der Punkte dieser Kurve als Funktionen x(s), 
y(s), 2(s) ihrer Bogenlänge s auffassen. Da die Kurve auf der Fläche (1) 
liegt, so ist die Gleichung 2(s)=f(x(s), (9) in s identisch erfüllt. Durch 
Differentiation finden wir somit: 
(5) =p- +g y 
oder, unter Einführung der Richtungskosinus der Tangente unserer Kurve 
im Punkte P: 
(6) cos y = p: cos « + gcos p. 
Diese Relation ist für die Richtungskosinus einer Flächentangente im Punkte 


P charakteristisch. 
Man differenziere jetzt die Gleichung (6) nach s, wobei man für die 
Ableitungen von p und g: 
ap =P g Py r eos u + Scos p, > 
findet und die Ableitungen der cos «, cos ß, cos y nach den Frenetschen 
Formeln (16) 8. 343 durch die Richtungskosinus der Hauptnormalen aus- 
drücken kann. Es ergibt sich anf diese Weise: 
cos y cos À 
Tr 
eine Gleichung, der man auch die Gestalt geben kann: 
i —peosA— q cosu -cosy _ reos? a- 2s cosa cos B+ t cos?p 
e FVP EF] FVP sg +1 
Zufolge (4) ist der zweite Faktor links der Kosinus des Winkels 0 zwischen 
der Fiächennormalen und der Hauptnormalen der Kurve. Also gilt der 
Satz: Für die Flexion x bzw. den Flexionsradius ọ unserer Kurve im 
Punkte P besteht die Regel: 


(7) x cos 0 = 0050 = 


con gi 


+ (r cos « +scosß)cos« + (s cos « + t cos B) cos f}, 


r cos? œ + 2s cos & cos B + t cos? B 


+VPF PH 
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wo P, Gy 1, -> die Ableitungen (2) im Punkte P sind, «, p die beiden ersten 
Richtungswinkel der Kurventangente bedeuten und 6 den Winkel zwischen 
der Hauptnormulen der Kurve und der nach oben gerichteten Flächennor- 
malen darstellt. 

Die Flexion ist hiernach für alle durch P hindurchlaufenden Kurven 
der Fläche, welche gleiche Tangente und gleiche Hauptnormale oder, wie 
man auch sagen kann, gleiche Tangente und gleiche Schmiegungsebene 
haben, ein und dieselbe. Die Flexion wird demnach auch bereits von 
derjenigen Kurve geliefert, die durch die fragliche Schmiegungsebene auf 
der Fläche ausgeschnitten wird. Es erscheint also nicht erforderlich, mit 
Kurven ‘doppelter Krümmung auf der Fläche zu arbeiten, vielmehr ge- 
nügt es für unsere Zwecke, allein „ebene“ Schnittkurven heranzuziehen: 
wir nennen demnach fortan x kurz die „Krümmung“ und ọ den „Krüm- 
mungsradius“ der Kurve. 2 

Ist der Zähler in (7) rechter Hand gleich 0, so gilt für jeden Winkel 
6 die Gleichung x = 0. Wir schließen diesen Fall zunächst aus, halten 
für die nächste Untersuchung an der Tangente fest, wollen aber durch 
dieselbe alle möglichen Schnittebenen hindurchlegen, abgesehen vom 
Falle cos 6 = 0, der zur Tangentialebene (3) führt. Da jetzt x > © ist, 
so folgt aus (7): 

(8) sgn (cos 0) = sgn (r cos? œ +25 cos « cos B + t cos? p). 

Je nachdem das rechts stehende Zeichen -+ oder — ist, sind also alle 
Winkel ô spitz oder stumpf. Da die Hauptnormale jetzt einfach die nach 
der „konkaven“ Seite gerichtete Normale der Kurve ist, so ergibt sich 
aus der gewählten Richtung der Flächennormalen: Sämtliche durch die 
ausgesuchte Tangente zu legenden Ebenen liefern Schnittkurven, welche die 
Tangentialebene von oben oder von unten berühren, je nachdem das in (8) 
stehende Zeichen + oder — ist. 

Der Wert 0 = 0 bzw. x liefert den zur ausgewählten Tangente ge- 
hörenden sogenannten „Normalschnitt“. Für diesen Schnitt gilt: 

1 _ [z cos? « + 2s cos « cos B + tcos?p, o 

4 a ee 

Aus (7) lesen wir weiter den Satz von Meusnier ab: Der Krümmungs- 
radius desjenigen durch die gewählte Tangente laufenden Schnittes, dessen 
Ebene mit derjenigen des Normalschnittes den „spitzen“ Neigungswinkel 6 
bildet, ist gleich dem Produkt des Krümmungsradius (9) vom Normalschnitt 
und des Kosinus des Neigungswinkels 6. Man kann dem Satze auch fol- 
gende Fassung geben: Der Krümmungsmittelpunkt eines beliebigen zur 
gewählten Tangente gehörenden Schnittes ist. der Fußpunkt des Lotes vom 
Krümmungsmittelpunkt des Normalschnittes auf die neue Schnittebene. Zu- 


(9) che 
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folge dieses Satzes wird man die Untersuchung auf die Normalschnitte 
allein besehränken dürfen. 

Wir lassen jetzt in der Tangentialebene (3) des Punktes P die Tan- 
gente sich um den Punkt P drehen und untersuchen die Krümmungs- 
radien ọ aller hierbei eintretenden Normalschnitte unserer Fläche durch 
den Punkt P. Zum Unterschiede gegen den bisherigen Brauch wollen 
wir x und ọ nicht mehr absolut nehmen, sondern an Stelle von (9) durch: 


(10) A 1 ms r cos? e 4 2s cos « cos P -+ £ cos? B 
e FVP +E 
geben, so daß x» und ọ positives oder negatives Vorzeichen haben, je nach- 
dem der Normalschnitt in der Umgebung von P oberhalb oder unterhalb der 
Tangentialebene liegt. Zur Abkürzung setzen wir cos « = A, cosß= PB; 
dann ist: 
cosy =påA + 4P, 

so daß die Veränderlichkeit von A und B an die Relation gebunden ist: 
(11) (1+ pA + 2pgAB + (1+) B= 1. 
Der Quotient A: B = X ist unbeschränkt variabel unter Einschluß des 
Wertes oo, und jedem einzelnen Werte X entspricht eine unserer Tan- 
genten und umgekehrt. Man bestimmt nämlich bei Angabe von X den 
Wert B aus: 

Be(A+P9X’+2pgX+ +) -1, 
so daß man drei bis auf einen gemeinsamen Zeichenwechsel eindeutig be- 
stimmte Richtungskosinus gewinnt: 


cos « = BX, cos $ = P, cos y = (pX +q4)B. 
Mit Benutzung der Abkürzung X folgt aus (10) und (11): 


jmpe iry A U ae E a 
aru e a+r +H 2p X+ a+’) 


(12) 


Da die im Nenner stehende Funktion von X keine reellen Nullpunkte 
hat, so ist x, wie auch schon aus (10) hervorgeht, eine beständig endliche 
und stetige Funktion von X. 

Ein besonderer Fall liegt vor, wenn die in (12) rechts stehende 
Funktion von X mit einer Konstanten identisch ist. Dann haben alle 
Normalschnitte den gleichen Krümmungsradius, und umgekehrt muß, wenn 
dies zutreffen soll, die fragliche Funktion konstant sein. Hierzu ist hin- 
reichend und notwendig, daß die beiden im Zähler und Nenner stehenden 
ganzen Funktionen bis auf einen von X unabhängigen Faktor identisch 
sind. Nennt man demnach einen solchen Punkt P der Fläche einen „Nabel- 
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punkt“, so ergibt sich der Satz: Die hinreichende und notwendige Bedingung 
für einen Nabelpunkt der Fläche ist das Bestehen der Proportion: 
(13) r:s:t=(1+p): pg: +g). 

Da die in (12) rechts im Nenner stehende Funktion bestiindig posi- 
tiv ist, so gilt: 
(14) sgn (x) = sgn (rN?+2sX 42). 
Ist erstlich $®— rt<0, so hat die rechts stehende ganze Funktion zweiten 
Grades keinen (reellen) Nullpunkt und ist also für alle X entweder nur 
positiv, nämlich wenn # = fes > 0 ist, oder nur negativ, nämlich falls 
r = fas < 0 zutrifft. Im ersten Falle liegen alle Normalschnitte in der 
Umgebung von P oberhalb der Tangentialebene, im zweiten unterhalb 
derselben. Man sagt zur Kennzeichnung dieser Art der Flächenkrümmung, 
P sei ein Punkt „elliplischer“ Krümmung voder kurz ein „elliptischer Punkt“ 
der Fläche: In der Umgebung eines durch ?— rt <0 charakterisierten 
Punktes elliptischer Krümmung verläuft die Fläche ganz oberhalb der Tan- 
gentialebene (für r >0) oder ganz unterhalb derselben (für » <O), abgesehen 
natürlich vom Punkte P selbst, der in der Tangentialebene liegt. Das 
Ellipsoid der Gleichung: 


a æ? y? z p- 
(15) P a O 
besteht ausschließlich aus elliptischen Punkten. Durch Differentiation 


nach x und y folgt nämlich aus (15): 


a c i c 
(16) = 2, ge=— ir Y 
sowie durch nochmalige Differentiation: 

” ae . € 
(17) Dr sz=— pq, ee 


Aus diesen Gleichungen ergibt sich aber: 
e s? „t 
($ — rt) = — p? 5i — g m - e <0: 

Ist zweitens 5$°— r> 0, so hat die in (14) rechts stehende ganze 
Funktion von X zwei reelle und verschiedene Nullpunkte, so daß wir 
zwei verschiedene Tangenten mit <=0, ọ = 0 gewinnen. Diese Tangenten 
zerlegen die Tangentialebene in vier paarweise diametrale Winkel, wobei 
die Tangenten des einen Winkelpaares Schnitte liefern, die nach oben 
konkav sind, während die Schnitte des anderen Winkelpaares nach unten 
konkav sind. Man spricht jetzt von einem Punkte „Auyperbolischer Krüm- 
mung“ oder einem „hyperbolischen“ Punkte der Fläche: In der Umgebung 
eines durch $è — rt>0 charakterisierten hyperbolischen Punktes verläuft die 
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Fläche teils oberhalb, teils unterhalb der Tangentialebene; und zwar tritt 
ein Wechsel bei den beiden zu z =0 gehörenden Tangenten ein, so daß die 
Fläche in der nächsten Umgebung eines kyperbolischen Punktes sattelförmige 
Gestalt hat, Für das durch: 


(18) 2m i 
gegebene hyperbolische Paraboloid gilt: 
Gh 4 1 y 1 
e E 


diese Fläche setzt sich also ausschließlich aus hyperbolischen Punkten 
zusammen. Die beiden Tangenten mit # = 0 sind hier die beiden Ge- 
raden der Fläche, die durch den Punkt P 
hindurchlaufen (s. Aufgabe 3, 8. 329). 
Man veranschauliche sich an Fig. 104 
die Gestalt der Fläche in der Umgebung 
des Nullpunktes. 

Ist endlich ®—rt=U, so hat man 


Z 
A i 


Aa 


| A Fe eine Tangente mit z=0, während für 
Mey De >„ | die übrigen Normalschnitte des Punktes 
/ rn © | P die Krümmung x entweder durchweg 


| >0 oder durchweg <O ist. Jetzt heißt 
P ein Punkt „parabolischer“ Krümmung 
oder ein „parabolischer“ Punkt der Fläche. 
Bei einem durch ®— rt =Q charakte- 
risierten parabolischen Punkte sind die 
Fig. 104. rn Normalschnitte, abgesehen von einem ein- 
zigen, entweder sämtlich nach unten oder 
sämtlich nuch oben konkav; der ausgenommene Normalschnitt hat aber im 
allgemeinen in P einen Wendepunkt. Es genüge, diese Aussage an einem 
Beispiele zu erläutern, und zwar betrachten wir die durch: 
(19) ser 
gegebene Rotationsfläche, deren Achse die z-Achse ist. Die in der z, 2- 
Ebene gelegene Meridiankurve ist 
in Fig. 105 skizziert; sie hat zwei 
in der Figur mit P und P’ bezeich- 


nete Wendepunkte bei z = + Ea 
Man findet aus (19) leicht: 


rt Be G +? 


1) 
7 


=F)" 


Fig. 105. 
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Der durch P und P’ hindurchlaufende Parallelkreis besteht aus lauter 
parabolischen Punkteu, der von ihm umschlossene Flächenteil aus lauter 


elliptischen und der äußere Rest der Fläche aus lauter hyperbolischen 
1 


Pe 


Punkten. Für den Flächenpunkt P der Koordinaten x = n J =0, z= 
gilt: 2 cos? pB z 
ah 
ver?’ 
so daß alle Normalschnitte, abgesehen von dem in der Figur dargestellten, 
bei P ganz unterhalb der Tangentialebene liegen. 

Um allgemein genauere Angaben über die Krümmungen x der zu 
einem Punkte P einer vorgelegten Fläche gehörenden Normalschnitte 
festzustellen, nehmen wir an, daß die Bedingung (13) eines Nabelpunktes 
nicht zutrifft, und wollen dann zunächst die Extremwerte von x feststellen. 
Es handelt sich um die Extremwerte der Funktion (r 4?+2sAB-+tB®) 
unter Gültigkeit der Nebenbedingung (11), wobei also die Regeln von 
S. 265fl. zur Anwendung gelangen. Mittelst eines konstanten Multipli- 
kators A bilden wir uns demnach die Funktion: 


(r++ +2 (s + ip) AB + (t+ +g).B? 


der beiden zunächst unabhängig zu denkenden Variablen A und B und 
setzen deren partielle erste Ableitungen gleich 0: 


(er +id+p’)A + (s+ 4p) B = 0, 
ls +ipg A+ (t+il+g)B=V0. 
Hieraus folgt, da 4 und B nicht zugleich verschwinden können: 
(r HALE») EHAA H) — (tip? = O, 
so daß A der quadratischen Gleichung genügt: 
21) PA -pP + Art +9) —2spg +t -+p —(— rt) = 0. 
Indem man weiter die Gleichungen (20) mit A und B multipliziert und 
dann addiert, ergibt sich bei Benutzung von (11): 
r4?+2sAB+tB?+1=0 
und also zufolge (10): 


(22) en Ab. 

e Vp’ t+! 
Als eine durchweg endliche und stetige Funktion der 4, B muß x min- 
destens ein Maximum und ein Minimum besitzen. Da wir soeben nur 
zwei Werte A fanden, so folgt: Die Gleichung (21) hat, sofern die Pro- 
portion (13) nicht zutrifft, stets zwei reelle und verschiedene Lösungen A, die, 
in (22) eingesetzt, die beiden Extremwerte x liefern. 


(20) 
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Die zu den beiden Extremwerten gehörenden Krümmungsradien wer- 
den als die „Hauptkrünmungsradien“ der Fläche im Punkte P benannt 
und seien durch o, und ọ, bezeichnet. Man kann aus ihnen die übrigen 
Krümmungsradieu o der Normalsehnitte des Punktes P leicht gewinnen. 
Um die fragliche Regel auf kürzestem Wege abzuleiten, nehmen wir eine 
Drehung des Achsenkreuzes um O derart vor, daß die neue z, y-Übene 
parallel der Tangentialebene im Punkte P wird, und dab weiter die z, z- 
Ebene parallel zur normalen Schnittebene des Hauptkrümmungsradius o, 
verläuft. Die Richtungskosinus der zu dieser Schnittebene gehörenden 
Tangente sind dann A=1 und B=0, so daß, da gegenwärtig p =q = 0 
gilt, aus (20) sich 4 = — r und s =Q ergibt. Da in diesem Falle als 
zweite Lösung der Gleichung (21) sofort 4 = — t entspringt. so finden wir 
für die Hauptkrümmungsradien aus (22): 


T = N, S 
[7 4 0, 


und können die Gleichung (10) in die Gestalt setzen: 


:n2 
f BIN CC 


cos’« , cos? cos? « 
1 P? g R_ s 


e 9 0 8 8 
Wir nennen die zu go, und ọ, führenden Normalschnitte die „Haupt- 
schmitte“ der Fläche im Punkte. P und machen alsdann das eben gewonnene 
Ergebnis unabhängig von der besonderen Lage des Koordinatenkreuzes, 
indem wir die Bezeichnung « etwa durch œ ersetzen und œ als Neigungs- 
winkel des zu untersuchenden Schnittes gegen den zu o, gehörenden 
Hauptschnitt fassen. Dann ergibt die Gleichung: 


192) 1 cos’o , sinto 

Se E g % 0: 

die nach Euler benannte Regel: Der Krümmungsradius ọ irgend eines 
Normalschnittes der Fläche im Punkte P berechnet sich aus den Haupt- 
krimmungsradien ọ,, 9, auf Grund der Formel (23), in der & den Nei- 
gungswinkel des Normalschnittes gegen den zu o, gehörenden Hauptschnitt 
bedeutet. 


Der besondere Wert o = = ergibt ọ = os: Die beiden Hauptschnitte 


stehen somit aufeinander senkrecht. Haben wir einen hyperbolischen Punkt 
P, so sind ọ, und o, endlich und von entgegengesetztem Vorzeichen. Dann 
liefern die beiden zu: 


tg w = apa A 


gehörenden Normalschnitte ọ = œ und also z = 0: Die Hauptschnitte 
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halbieren die Winkel zwischen jenen beiden Normalschnitten des hyper- 
bolischen Punktes P, denen die Krümmung x = (0 zukommt. In einem 
elliptischen Punkte sind alle ọ endlich und von gleichem Vorzeichen. 
Schließlich hat für einen parabolischen Punkt die Gleichung (21) eine 
Lösung A = 0, welche den Hauptkrümmungsradius 0, =  liefere; die 
(en (23) kürzt sich dann zu: 

1 cos? œ 

8 O 

Den ausführlicheren Untersuchungen über die Flächenkrimmun legt 

man als Krümmungsmaße im einzelnen Punkte die Größen: 


1 1 


1 
9 g en ki 
(24) KR, de K, 2 d 3 


zugrunde, von denen die erste die „totale“ oder „Gaußsche Krümmung“ 
oder kurz das „Kriimmmmgsmaß“ genannt wird, während die zweite die 
„mittlere Krümmung“ der Fläche im Punkte P heißt. Wir notieren noch 
als Ausdrücke der X,, W, in den partiellen Ableitungen p, q,r,- 

T srl 
[Er 
| KEN e 

2 8 

(Vo +a +1) 

Das Krümmungsmaß X, ist positiv, negativ oder gleich 0, je nachdem P 
ein elliptischer, hyperboliseher oder paroisa “Pakt ist. 


(25) 


8. Die Indikatrix eines Flächenpunktes. Bezugnahme anf frühere 
Entwicklungen. Die Einteilung der Flächenpunkte in elliptische, hyper- 
bolische und parabolische Punkte kann man noch in einer anderen Art 
begründen. Eine zur Tangentialebene (3) S. 345 des Berührungspunktes 
(x, y, 2) parallele Ebene ist darstellbar durch: 


a) (Ema N 50, 
unter ô eine Konstante verstanden. Ist ò absolut genommen sehr klein, 
so läuft die Ebene (1) dicht neben der Tangentialebene her. Die Schnitt- 
kurve einer solchen Ebene mit der Fläche läßt sich in der nächsten Um- 
gebung des fraglichen Flächenpunktes P angenähert als Kurve zweiten 
Grades darstellen, wie sogleich näher ausgeführt wird. Diese letztere 
Kurve zweiten Grades heißt die „Indikatria“ des Flächenpunktes P, in- 
sofern ihre Gestalt anzeigt, zu welcher der drei oben genannten Arten 
der Flächenpunkt gehört. 

Der Schnitt der Ebene (L) mit der Fläche ist dureh die Gleichung 
(1) und die Flächengleichung 5 = f (£, n) dargestellt. Entwickeln wir f(&, n) 


Fricke, Differential- n. Integralrechnung. I. 23 
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nach der Taylorschen Formel (4) S 204, indem wir » = 2 nehmen und 
h=&—-2,k=n-— y eintragen: 


FEM = fa) + kN E- DH, NY) 
+ fa + BED, y + Im W)E- n* 
+ 2a + 2E — a), y + Im yE a) my) 
+f le + BE, y+ Di — y) ay), 


so soll die in Aussicht genommene Annäherung, die wegen der Kleinheit 
von (5— x) und (y — y) und der Stetigkeit der zweiten Ableitungen statt- 
haft ist, die sein, daß wir die Werte der partiellen zweiten Ableitungen 
für den Punkt (x + 9&—x), y + 9—y)) durch die zum Punkte P ge- 
hörenden Werte r, s, t ersetzen. Unsere Fläche ist auf diese Weise bei 
Aufnahme der Bezeichnungen p, q, r,s, in der nächsten Umgebung der 
Stelle (x, y, 2) angenähert durch: 


0 = (&-2)p + (ny) — (Ec E) +} (rE + 2sE— a) my) + mW) 


dargestellt. Um den Schnitt mit der Ebene (1) zu erhalten, können wir 
die letzte Gleichung auch ersetzen durch: 
(2) Ea + 2s(6— x) (3 —y) a t(n —y = Ò, 
die dann zusammen mit der Ebenengleichung (1) die als „Indikatrix“ be- 
zeichnete Kurve darstellt. 

Ist nun s$+— ri <0, so muß, damit eine reelle Indikatrix vorliegt, 
sgn (Ö) = sgn (r) zutreffen. Die Indikatrix ist dann eine „Ellipse“ (s. „A. 
G.*, 5. 69), die Fläche verläuft in der nächsten Umgebung von P nur auf 
der oberen oder unteren Seite der Tangentialebene (und zwar, wie wir schon 
wissen, je nachdem sgn (r)= +1 oder = —1 ist), und wir kommen zur 
Vorstellung des „elliptischen“ Flächenpunktes. Ist zweitens ?—rt>0, 
so gibt sowohl œO als d<O einen reellen Schnitt. Jetzt ist die Indi- 
katriz eine „Hyperbel“, die Fläche verläuft in der nächsten Umgebung von 
P sowohl oberhalb als unterhalb der Tangentialebene, und wir yelangen zur 
Vorstellung eines in der Tat durch ®— rt >O charakterisierten „hyper- 
bolischen“ Punktes. Ist drittens ®— rt=0, so mögen doch nicht alle drei 
Ableitungen r, s, ¢ verschwinden. Für einen reellen Schnitt ist dann 
sgn (ò) = sgn (r) oder, falls r verschwindet, sgn (6) = sgn (t) erforderlich. 
Die Indikatrix zerfällt jetzt in ein „Paar paralleler Geraden“; diese Ge- 
stalt ist aber für einen durch s? — rt = O charakterisierten „parabolischen“ 
Punkt bezeichnend. 

Als besonderen Satz haben wir noch: Die Indikatrix eines Nabel- 
punktes ist ein Kreis. Legen wir nämlich das Koordinatensystem so, daß 
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die Tangentialebene parallel zur x, y-Ebene läuft, so ist p =O, 4 = 0, und 
die Proportion (13) 8.349 liefert »=t, s = 0, so daß die Indikatrix durch: 
1 e are 
am Z9, GE DE (>) 
dargestellt wird und also ein Kreis ist. 

Die eben benutzte Lage des Koordinatensystems gestattet uns noch, 
auf zwei frühere Entwicklungen ergänzend und erläuternd zurückzugehen, 
nämlich auf die Darlegungen von S. 316. über singuläre Punkte ebener 
Kurven und diejenigen von S. 255ff. über Maxima und Minima einer 
Funktion f(x, y). 

In der horizontalen Tangentialebene des Punktes (x, y, 2) unserer 
Fläche gebrauchen wir & und q als variable Koordinaten; die ebene Schnitt- 
kurve der Tangentialebene mit der Fläche hat dann die Gleichung: 


fE, n) — 2 =g (E, n) = 0. 
Die beiden Bedingungen p = 0, q = O kleiden sich in die Gestalten: 
I(E, n) = 0, I(E, n) = 0, 

woraus nach S. 318 hervorgeht, duß die Schnittkurve einer Tangentialebene 
mit der Fläche im Berührungspunkte einen singulären Punkt hat. Die 
nähere Fallunterscheidung von 8.319 aber ergibt sogleich weiter: Der 
fragliche singuläre Punkt ist ein Doppelpunkt, eine Spitze oder ein isolierter 
Punkt, je nachdem der Punkt P auf der Fläche ein hyperbolischer, para- 
holischer oder ein elliptischer ist. Die beiden reellen Kurventangenten im 
Doppelpunkte sind die beiden Flächentangenten mit den Normalschnitten 
der Krümmung x—=0. Im Falle der Spitze erkennen wir, daß die Fläche 
dieht am Punkte P in der Hauptsache ganz auf der einen Seite der Tan- 
gentialebene verläuft, nur zwischen den beiden in der Spitze sich berühren- 
den Kurvenästen dringt die Fläche auf die andere Seite der Tangential- 
ebene hinüber. 

In anderer Gestalt treten uns die hier zugrunde liegenden Rechnungen 
bei der Bestimmung der Extremwerte der Funktionen f(z, y) entgegen 
(s. 8.258). Die damaligen Bedingungen (9), die jetzt die Form p = 0, 
q = 0 annehmen, bedeuten geometrisch, daß die Tangentialebene der Fläche 
z = f(x, y) in einem Punkte (x, y) mit Extremwert f(x, y) notwendig hori- 
zontal verlaufen muß. Die fernere Bedingung (10) S. 258, jetzt die Ge- 
stalt s’— rt < 0 annehmend, lehrt, daß der Punkt (x, y, 2) auf der Fläche 
ein „elliptischer“ sein muß. Nur dann ist in der Tat (x, y, 2) ein höchster 
oder tiefster Punkt auf der Fläche. Dagegen ist für s*— rt>0 die 
Fläche an der Stelle (x, y, 2) sattelförmig gekrümmt, so daß es in jeder 
Umgebung der Stelle (x, y) Funktionswerte gibt, die > f(x, y) sind, und 
auch solche, die < f(x, y) sind. 


337 
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9. Aufgaben über die Krümmung der Flächen. 1) Mau untersuche, ob auf 
dem dreiachsigen Ellipsoid der Gleichung (15) S. 349 mit a >b>c Nabelpunkte 
vorkommen. — Die Proportion (13) S8. 349 kleidet sich zufolge (17) 3. 349 in die 
Gestalt: 


( +7?) :pq: (5 + €) = (14+ p: pg: +4. 


Wäre p0, so würde «=b=c¢ entgegen der Annabme folgen: also ist min- 
destens eine der Größen p, q gleich 0. Wäre p==0, so würde: 


a a* 
pta =i +’ 


folgen, was unmöglich ist, da zufolge a`>b, «a>c die liuke Seite dieser Glei- 
chung größer als die rechte ist. Also ist q = 0 und: 


b? (DAA ea c yja®— b’? 
irap-iltp, pin De 


a 


Aus (16) und (15) berechnet man die vier Nabelpunkte: 


I2 X ine 2 
a? — b /b—c 

=tu Va y=0 z-+tel/ em 
Bil: N “ ’ ale eo: 


e 
ad vgl. die Entwicklungen über Kreisschnitte des Ellipsoides §. 272, sowie „A. 
.“, 8.128 ff. 

2) Die Bedeutung des in (24) 8.353 gegebenen Krümmungsmaßes K, ist die, 
daß dasselbe unverändert bleibt bei jeder Verbiegung der Fläche, bei welcher die 
Längen der Kurven auf der Fläche unverändert bleiben, Um sich diesen Satz 
wenigstens anschaulich nahezulegen, nehme man ein kleines Stückchen der Fläche 
und biege den Hauptschnitt des Radius e, so, daß ọ, abnimmt; dann wird eben 
der andere Hauptschnitt derart auseinander gebogen, daß g, -e, konstant bleibt. 
Nehmen wir jetzt eine Fläche von konstantem Krümmungsmaße K,, so wird 
dieselbe bei jeder Verbiegung ihr Krümmungsmaß behalten. Es besteht aber 
sogar der Satz, daß bei zwei Flächen mit konstantem und gleichem Krümmungs- 
maße die eine immer nach geeigneter Verbiegung mit der anderen zur Deckung 
gebracht werden kann oder, wie man sagt, daß die eine Fläche uuf der anleren 
abwickelbar ist. So sind alle Zylinder- und Kegelflächen, die durchweg die kon- 
stante Krümmung K,—0 haben, auf der Ebene abwickelbar. 

Wir stellen nun folgende Aufgabe: Man untersuche die von den gesamlen 
Tangenten einer Raumkurve gebildete Fläche und zeige, daß dieselbe das konstante 
Krümmungsmaß K,— 0 hat und also auf einer Ebene alwickelbar ist. — Die ein- 
zelne Tangente einer Raumkurve ist gegeben durch: 


en 
x —— mg kar z u 


wo wir x, y, # als Funktionen der Bogenlänge s fassen. Der durch v zu bezeich- 
nende gemeinsame Wert der drei hier gleichgesetzten (Juotienten ist der mit rich- 
tigem Vorzeichen versehene Abstand des variablen Punktes (£, 4, $) der Tangente 
vom Berührungspunkte (æ, y, z). Gebrauchen wir für die Bogenlänge der Raum- 
kurve statt s die Bezeichnung «u, so folgt: 


(1) = g (u) +v-x (u), n = y(u) +v -y (u), E= (u) 4v -z (u) 
als cine dem allgemeinen Ansatze (8) S. 323 sich unterordnende Darstellung der 
Fläche aller Tangenten. Fassen wir jetzt ¢ als Funktion von £ und n, so gilt: 
g. ðt ðu , 080% 7 „eu 
Sg... + m (et) 
tert 
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Die Differentiation der beiden ersten Gleichungen (1) nach & ergibt: 


ou gv s ou ov 
el) er 0 = (y + ry” Y = 
et FET JE W+ TR: 


p cu cv 3 7 r aa r 
Berechnet man hieraus ^., z und trägt die zu gewinnenden Ausdrücke in die 
oÈ 
voraufgehende Gleichung ein, so folgt die erste der Gleichungen : 
Pr p E 
en 7 q=- 
dy’ — a y 


p = — y 


Ay 
während sich die zweite auf entsprechendem Wege ergibt. Hieraus geht hervor, 
daß p und q nur von w, nicht aber von v abhängen. Also berührt die Tangential- 
ebene unserer Fläche „im Punkte (u, v)“ die Fläche längs der ganzen zugehörigen 
Tangente der Raumkurye und erweist sich als identisch mit der Schmiegungsebene 
der Kurve „im Punkte u“, Weiter folgt aus dem Umstande, daß p und q nur von 
u allein abhängen, für die partiellen zweiten Ableitungen r, s, t: 


g öp _ dp ðu „IP 9u _ dq ou _ dq eu 
ðE du JE’ du 9n du ð’ du on 
Hieraus ergibt sich sofort: 
dp eu dy cu dp ðu da ðu 


du On du ôE du ðE du ön 4 
so daß nach (25) 8.353 tatsächlich X, konstant gleich 0 ist. 

Um sich die Abwickelbarkeit der Tan- 
gentenflüche auf die Ebene anschaulich ver- 
ständlich zu machen, markiere man, wie in 
Fig. 106 geschehen ist, auf der Kurve in 
mäßigen Zwischenräumen eine Reibe von 
Punkten P, P., P., P,,..., ziehe von P aus 
die Sekante PP. von P, aus die Sekante 
P, P, usw. Die aneinander geketteten ebenen 
Winkel zwischen je zwei aufeinander folgen- 
den Sekanten (s. Fig. 106) liefern dann offen- 
bar ein auf der Ebene abwickelbares Ge- 
bilde. Dieses Gebilde aber nähert sich, 
wenn wir die Punkte P einander immer 
näher wählen, der Tangentenfläche als Grenz- 
lage an. 

3) Aus einer in der g, y-Ebene, etwa 
oberhalb der x-Achse, gelegenen Kurve (s. 
Pig. 107) stelle man durch Rotation um 
die x- Achse eine Rotationsfläche her. Es 
soll eine Gleichung für das Krümmungs- 
maß K, der Rotationstläche abgeleitet wer- 
den. — Der eine Hauptschnitt eines jeden 
Punktes der Rotationsfläche ist der durch 
ihn hindurchlaufende „Meridianschnitt“. Der 
zugehörige Hauptkrümmungsradius o, ist 
einfach der Krümmungsradius der Meridian- 
kurve und als soleher durch: 


B 
a +y? 
u" 


s?+— ri = 


Bies 
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bei positiv genommener Wurzel mit dem richtigen Vorzeichen gegeben. Der an- 
dere Hauptschnitt läuft durch die Normale PB der Fig. 107 senkrecht zur Papier- 
ebene. Nach dem Meusnierschen Satze (s. S. 347, ist der Punkt B der x-Achse 
das zugehörige Krümmungszentrum. Die durch die Ordinate PQ senkrecht zur 
Papierebene laufende Ebene schneidet nämlich einen Parallelkreis aus, der in © 
sein Krümmungszentrum hat. Da aber diese Ebene mit der zweiten Hauptschnitt- 
ebene die Flächentangente gemein hat, so muß nach dem genannten Satze (zweite 
Fassung) das Krümmungszentrum des zweiten Hauptschnittes auf der «-Achse, als 
dem in Q errichteten Lote auf der Ebene des Parallelkreises, liegen. Hiernach 
folgt aus (8) 8.287 für den zweiten Hauptkrümmungsradius: 


e = —- N=—yVitn? 
mit positiv genommener Wurzel. Es gilt somit: 


; de. y 
2 a 


4) Offenbar ist die Kugel des Radius 1 ein Beispiel einer Fläche des kon 
stanten positiven Krümmungsmaßes 1, was man an der Regel (2) leicht bestätigt. 
Die Evolute der Kettenlinie (C03-Kurve) ist in Fig. 94, S. 314, gezeichnet und da- 
selbst unter (3) dargestellt; die Kurve ist, wie dort bemerkt wurde, unter dem 
Namen der „Traktrix“ bekannt. Man beweise, daß durch Rotation der Traktris: 
eine Fläche von konstantem „negativem“ Krümmungsmaß — 1, sogenannte „Pseudo- 
sphäre“, entsteht. — Aus (5) 8. 314 folgt nämlich: 


mer 1 a Y 
-y "= a En", m5 ye 
73 1 Je Y 1 ENEA 


so daß die Regel (2) ohne weiteres K, = — 1 liefert. 


10. Ebene Kurvenscharen und Hüllkurven. Unter „Höhenkurven“ 
oder „Niveaukurven“ einer Fläche versteht man diejenigen Kurven, welche 
durch Parallelebenen zur horizontal gedachten x,y-Ebene ausgesehnitten 
werden. Ist die Fläche durch eine Gleichung f(x, y, 2) = 0 gegeben und 
eine einzelne Horizontalebene durch z = p dargestellt, unter p eine Kon- 
stante verstanden, so wird die zugehörige Höhenkurve durch die Gleichung: 


(1) f(e, y, p) =0 

geliefert. Projizieren wir alle Höhenkurven auf die v,y-Ebene, so erhalten 
wir eine Schar unendlich vieler ebener Kurven, welche durch die Gleichung 
(1) vermittelst des „Parameters“ p dargestellt ist. Der Parameter p hat 
alle Werte zu durchlaufen, die reelle Horizontalschnitte der Fläche liefern ; 
dabei entspricht jedem Einzelwerte p eine Kurve der Schar. 

Auch umgekehrt können wir von jeder in der Ebene gegebenen 
Kurvenschar, die durch eine Gleichung (1) mit dem Parameter p darge- 
stellt ist, sofort den Rückgang nehmen zu einer Fläche im Raume, dar- 
gestellt durch f(x. y, 2)=0, deren Höhenkurven die Kurvenschar in der 
besprochenen Art liefern. 
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In Fig. 108 ist die der Gleiehung: 
C a . 
2) Zi- 2p=0 


a 
entsprechende Schar der Hyperbeln mit gemeinsamen Achsen und Asym- 
ptoten skizziert. Es handelt 
sich hier um die auf die x,y- 
Ebene projizierten Höhen- 
kurven eines hyperbolischen 
Paraboloids (s. Fig. 104, 
8.350). 

Durch die Gleichung: 


+y+d’z+2exz—b=0 


wird, falls O< ej < d gilt, 
ein Ellipsoid dargestellt mit 
dem Koordinatennullpunkte 
als Mittelpunkte und der y- BE 
Achse als mittlerer Haupt- 3 E 

achse, während die x,y-Ebene 

eine der beiden diametralen Kreisschnittebenen ist. Nach bekannten Sätzen 
(s. „A. G.“, 5. 127 ff. und Fig. 94, S. 130 daselbst) sind jetzt alle Höhen- 
kurven Kreise. Dies ist auch aus der letzten Gleichung einleuchtend, die 
als Gleichung der zugehörigen Kurvenschar der x,y-Ebene die Kreis- 
gleichung: 

(3) £? -+ y? + dp +2epr — b? = 0 

liefert. Während übrigens in (2) der Parameter p unbeschränkt war, ist 
in (3), falls man nur reelle Kreise haben will, p auf das Intervall: 


Tomi 1 ee 
einzuschränken; die 
beiden Extremwerte M raa u 
geben Kreise des S A L Pa P IE 
Radius O und ent- AAA f k f "i 4 EAO EON 
sprechen den hori- f LFI MENSA AM 
zontalenTangential- ff! y | l | | Real, pLi VETNI, 
ebenen des Ellipsoi- \ N \ \ \ wi \ \ {Y 
des. Die Gestalt der A EN \ E" y X \ NY JM 
Kreisschar ist in IE TE TE 27, 
Fig. 109 angegeben. Sn | > 


Man versteht diese Fig. 109. 
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Figur am einfachsten vom Ellipsoid aus; zur Erleichterung der An- 
schauung wurde das Stück der einzelnen Höhenkurve, das durch die 
darüberliegende Kreisscheibe nicht verdeckt ist, etwas stärker ausgezogen.*) 

Bei der Schar (2) der Hyperbeln läuft durch jeden Punkt der Ebene 
eine und nur eine Kurve der Schar hindurch, was sich algebraisch in der 
Weise bestätigt, daß jedem Wertepaare x, y ein durch (2) gegebener 
Wert p zugehört. Die Kreisschar (3) dagegen wird (s. Fig. 109) von einer 
Ellipse umhüllt, die als die „AHäüllkurve* (auch „einhüllende Kurve“ oder 
„Enveloppe“) der Schar bezeichnet wird. Durch den einzelnen Punkt im 
Imern der Hüllkurve laufen je „zwei“ Kurven der Schar hindurch; durch 
jeden Punkt der Hülllurve selbst aber „eine“, die die Hüllkurve daselbst 
berührt; das Äußere der Hüllkurve dagegen ist frei von Kurven der Schar. 
Waßt man bei gegebenen g, y die Gleichung (3) als quadratische Gleichung 
für p auf, so hat dieselbe eine reelle Doppelwurzel für: 

(4) (Œ — e) + Py — bl = OÙ; 

sie hat indessen zwei reelle verschiedene Wurzeln p oder komplexe 
Wurzeln, je nachdem der in (4) links stehende Ausdruck negativ oder 
positiv ist. 

Noch einleuchtender gestaltet sich die Anknüpfung an die räum- 
lichen Verhältnisse. Nach (4) 8. 325 ist allgemein die Gleichung einer 
Tangentialebene unseres Ellipsoides: 

(tee) — a) + yin— y) + (dz ex)(E— e) = 0. 

Soll diese Ebene vertikal (parallel zur z-Achse) verlaufen, so muß 
dz-+ex =Q sein. Der Zylinder aller vertikalen Tungenten des Ellip- 
soides umhüllt diese Fläche, welche den Zylinder von innen berührt 
und zwar längs einer Ellipse, die durch die eben gewonnene Gleichung 
dz + ex = 0, eine Diametralebene darstellend, auf dem Ellipsoid aus- 
geschnitten wird. Die Elimination von z aus der Gleichung dieser Ebene 
und der Ellipsoidgleichung führt zur Gleichung der Zylinderfläche oder (in 
der x,y-Ebene gedeutet) zur Gleichung der Hüllkurve (4) zurück. Ein- 
leuchtend ist nun, daß jede zur z-Achse parallele Gerade im Innern des 
Zylinders das Ellipsoid zweimal trifft und also zwei Höhenkurven liefert, 
daß jede Mantellinie des Zylinders eine, jede außerhalb parallel zur z-Achse 
laufende Gerade keine Höhenkurve ergibt. 

Wir verallgemeinern nun die hiermit dargelegten Verhältnisse für 
eine beliebige Kurvenschar (1) und stellen uns gleich auch die zugehörige 
dureh f(x, y,2) = 0 gegebene Fläche vor, deren Tangentialebenen wir 
nach (4) S. 325 darstellen. Für die Berührungspunkte (x, y, z) der ver- 


*) In der Figur wurde e< 0 angenommen. 
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4 arte 5 af 
tikal verlaufenden Tangenten der Fläche ist somit die Gleichung 5 =(0 


charakteristisch, so daß alle diese Berührungspunkte diejenige Raumkurve 
bilden, die durch das Gleichungenpaar: 

(5) fa, y; a) =Ù, ey =) 

dargestellt wird. Gibt es überhaupt keine Punkte (z,y,2), die diese 
beiden Gleichungen zugleieh befriedigen, so hat eben die Fläche keine 
vertikalen Tangenten. Wir nehmen jetzt an, daß solche Tangenten auf- 
treten, und gewinnen dann die Gleichung des Zylinders aller vertikalen 
Flächentangenten, indem wir z aus den beiden Gleichungen (5) elimi- 
nieren. In Fig. 110 ist ein Stück der in der 

2y-Ebene gelegenen Leitkurve der Zylinder- Be 


tläche gezeichnet und im Punkte P die Nor- AT 

male der Kurve angedeutet. Möge hier der A > 
Zylinder auf seiner konkaven Seite von der f- À 
Fläche berührt werden, wie durch die in der / 7 
Figur skizzierten Höhenkurven angedeutet ist. | | \ 

Die im Punkte P senkrecht zur Papierebene / 

(parallel zur z.Achse) errichtete Gerade schnei- | L x 


det als Tangente unsere Fläche, in zwei zu- ` H- 
sammenfallenden Punkten; die z- Koordinate 
derselben befriedigt neben etwaigen sonstigen Lösungen die Gleichung 
fiz,y,2)=0 als Doppelwurzel, falls wir unter x und y die Koordinaten 
von P verstehen. Gehen wir auf der Normalen nach der Seite der 
Pfeilrichtung, so löst sich die Doppelwurzel z in ein Paar reeller ver- 
schiedener Wurzeln z,, £; gehen wir nach der anderen Seite, so hören 
die beiden Wurzeln auf, reell zu sein. 

Die gewonnenen Ergebnisse mögen jetzt für die Kurvenschar (1) in 
der 2,y-Ebene ausgesprochen werden; wir gebrauchen dabei die Aus- 
drueksweise, daß die Kurvenschar einen einzelnen Punkt (x, y) der Ebene 
n-fach bedeckt, wenn n verschiedene (reelle) Kurven der Schar durch 
diesen Punkt hindurchlaufen. Gibt es Wertsysteme x, y, p, welche die 
beiden Gleichungen: 

(6) fan p= 0, ERAP 0 


ep 


Fig. 110 


zugleich befriedigen, so sayt man, die Kurvenschar habe eine „Hüllkurve“, 
deren Gleichung man durch Elimination von p aus den beiden Gleichungen (6) 
gewinnt. Die Bedeutung der Hüllkurve ist die, daß sie die Ebenenteile von- 
einander trennt, welche von der Schar ungleich bedeckt sind; überschreiten 
wir die Hüllkurve irgendivo, so ändert sich die Vielfachheit der Bedeckung um 
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gwci Einheiten. Zwei diesseits vorhandene Kurvenzüge verschmelgen beim 
Erreichen der Hüllkurve zu „einer“ Kurve der Schar, die die Hüllkurve an 
‚jener Stelle berührt, und kommen jenseits in Fortfall. Eine Hüllkurve tritt 
demnach stets und nur dann ein, wenn die Bedeckung der Ebene durch 
die Schar nicht überall die gleiche ist. 


11. Aufgaben über Kurvenscharen und Hüllkurven, 1) Man bestätige durch 
Rechnung den selbstverständlichen Satz, daß die Schar der Tangenten einer durch 
y = f(x) gegebenen Kurve eben diese Kurve als Hüllkurve besitzt. — Setzt man 
in der Tangentengleichung 7 — f(a)=f (a) (— x) zum Anschluß an die Bezeich- 
nungen von $10 statt x den Parameter p ein und ersetzt $, durch x, y, so ist: 


y — fp) — F (p) (x—p) =0 
die Gleichung der Kurvenschar. Die zweite Gleichung (6) § 10 wird; 
- FW -"Ma-D+fd=—- (Map =9 


oder einfach p—= x. Trägt man diesen Ausdruck für p in die Gleichung der 
Schar ein, so folgt y— f(x) = 0 als Gleichung der Hüllkurve, 

2) Man zeige auf demselben Wege, daB die Hüllkurve aller Normalen der 
Kurve y = f(x) die zugehörige Evolute ist. — Die Schar der Normalen hat die 
Gleichung: 


4) é— a+ f (æ) (fa) =, 
wo wir æ als „Parameter“ beibehalten. Durch Differentiation nach dem Para- 
meter x erhalten wir: 


(2) OE E o 

Die Auflösung der Gleichungen (1) und (2) nach § und y ergibt: 
une a O po i+ e 
=a P =) + fa) 


und also in der Tat eine bekannte Darstellung der Evolute (s. (1) $. 309). 
3) Die Gleichung: 
u y 
(8) TES ig 
Va? — p? ; 2 
stellt die Schar aller Geraden dar, deren einzelne zwischen den Achsen die Strecke « 
hat. Man stelle die Hüllkurve fest. — Durch Differentiation nach p folgt bei Ent- 
fernung der Nenner: 
ap —y Va — pY = 0. 
Setzt man demnach: 
(4) Ve—p=oa}, p= sy, 


80 tolgt einerseits durch Eintragung in (8), andrerseits durch Quadrieren und 
Addieren der Gleichungen (4): 


Br 2 r kog 
a tyta, at = lg). 
Also ist c =a, und wir gelangen, wie es sein muß (s. „A. G.“ S. 89), zur Glei- 


chung P + y — 4° der Astroide. 
4) Eine auf der negativen z-Achse in großer Entfernung von O befindliche 
Lichtquelle sendet Lichtstrahlen, die als zur x Achse parallel angesehen werden 
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mögen. Diese Strahlen sollen am Halbkreise ABC (s. Fig. 111) des Radius 1 um O 
reflektiert werden. Man bestimme die „Hüllkurve der reflektierten Strahlen“, die 
als eine „Brennlinie“ oder „Katakaustik“ bezeichnet wird. — Trifft der Strahl den 
spiegelnden Halbkreis im Punkte der Koordi- 
naten cosp, sin p, so hat (s. Fig. 111) der re- 
flektierte Strahl die Gleichung: 
zsin2p — y cos 2p — sin p = 0. 
Die zweite Gleichung (6) § 10 lautet hier: 
w cos 2p + y sin 2p — 4 cos p = 0. 


Multipliziert man diese Gleichungen bzw. mit 
cosp und sinp, so folgt durch ihre Addition 
und Subtraktion: 


xsin 3p — y cos 3p = $ sin 2p, 
xsinp —ycosp = {sin 2p. 


Durch Lösung dieser Gleichungen nach æ und 
y findet man: 


x = į cos p — } cos 8p, Fig. 11. 


y = } sin p — 4 sin 3p. 
Der Vergleich mit (3) 8. 278 lehrt, daß die gesuchte Brennlinic identisch ist mit 
der zweispitzigen Epizykloide, die den Werten a = 4, b=c=} der damaligen 
Konstanten zugehört. R 
5) Im Punkte (1, 0) der Ebene sci eine Lichtquelle, und die von hier aus- 
ziehenden Strahlen sollen an einer Ellipse der Brennpunkte (+1, 0) reflektiert 
werden, so daß die zurückgeworfenen Strahlen nach dem anderen Brennpunkte 
konvergieren, Es soll jedoch an der y-Achse eine Brechung nach dem Gesetze (5) 
8. 243 eintreten. Die sich hierbei als „Hüllkurve der gebrochenen Strahlen“ er- 
ebende „Brennlinie“ oder „Diakaustik* ist 
estzustellen. — In Fig. 112 ist ein ein- 
zelner Lichtstrahl gezeichnet, und zwar für 
den Fall, daß der Brechungsindex », d.i. der 
Quotient sin « : sin ß, größer als 1 ist. Ver- 
stehen wir unter w den reziproken Wert 
von v, 80 ist die Gleichung des gebrochenen 
Strahles: 


(5) y=xtg ñ+ tge, snß=usine, 


wobei ß und & durch die zweite Gleichung 
verbunden sind. Wenn wir «œ als Para- 
meter betrachten, so folgt durch Differentiation nach a: 


x da, 1 ag 
B J. = 303 f3 = se. 
cos? f da ' cos! K T 
Tragen wir den aus der zweiten Gleichung folgenden Wert von T in die erste 


ein und lösen diese Gleichung nach x, so folgt: 
BE cos p s ER cos B : 
PS Ks .) y . je: Ai x 


Mit Benutzung des gewonnenen Wertes von æ folgt weiter aus (5): 
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1 2 anea sin, 
E le , 
cos? g 


Mh 1) sinë « 


4 
Y cos? & 


Nehmen wir vorerst u < 1 an (Fall der Fig. 112), so ergibt sich: 


un? IA (Mey = 1; 


ist hingegen u `> 1, so schreiben wir 
die Gleichung der Hüllkurve so: 


| 
| 
| Be in wer yma. 
| u IR 5 i - 7 ar L Die Diakaustik (6) ist die Evolute der 
| 


Hyperbel der Gleichung: 


(s. 8. 315, Aufg. 2), die die Punkte 
cAn . (+1, 0) zu Brennpunkten hat; die für 

I ] u >> 1 eintretende Brennlinie (7) aber 
a | ist die Bvolute der dureh: 


Fig. 118 ns 


gegebenen Ellipse (s. $. 312) wieder mit den Brennpunkten (-- 1,0). Fig. 118 er- 


P: 


s 1 
läutert die Verhältnisse im Falle #>1, und zwar für u=  _» 
5 


Kapitel III. Untersuchung der Bewegungen. 


1. Bewegung eines einzelnen Punktes. Für eine in einem gewissen 
Intervalle eindeutige und stetige Funktion s= f(t) wurde S. 22 eine 
Versinnlichung eingeführt, bei der £ als Maß der Zeit und s als Abszisse 
auf einer Geraden gedeutet wurde Durch die Funktion ist dann eine Be- 
wegung des Punktes P der Abszisse s festgelegt, und mittelst dieser yerad- 
linigen Bewegung eines Punktes P versinnlichten wir eben die Funktion. 
Dabei gewannen die beiden ersten Ableitungen f’(#) und f”(f), deren 
Existenz wir annebmen, bekannte Bedeutungen (s. 5. 104 und 138): In 
Übereinstimmung mit den physikalischen Grundbegriffen erklärten wir 
f (Ð als „Geschwindigkeit“ und f’(t) als „Beschleunigung“ des Punktes P 
zur Zeit t. Zur Veranschaulichung der Geschwindigkeit trägt man am 
Punkte P auf der geradlinigen Bahn einen Pfeil der Länge f’(t)| ab und 
zwar in der Richtung wachsender oder abnehmender s, je nachdem 
FÜ>O oder <0 ist. Dieser Pfeil, der zugleich die augenblickliche 
Richtung der Bewegung anzeigt, heißt der „Vektor“ der Geschwindigkeit 
und legt deren „Größe“ und „Riehtung“ fest. Genau so erklärt man einen 
„Vektor“ der Beschleunigung, der nach „Größe“ und „Richtung“ die augen- 
blickliche Beschleunigung des Punktes P festlegt. 
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Der Gegenstand der folgenden Untersuchung soll nun die Bewegung 
eines einzelnen Punktes im Raume sein. Es möge in einem rechtwinkligen 
Systeme der Ort des Punktes P zur Zeit ? durch die drei Gleichungen: 


(1) z= plt), y= Yl), 2= g(t) 
gegeben sein, die dann also im Sinne von (5) S. 321 die von dem Punkte 
beschriebene Raumkurve darstellen. In dem Zeitintervalle, das der Be- 
trachtung zu grunde liegen möge, seien die Funktionen (t), Y(t), z 
samt ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung eindeutig und stetig. 
Die Bogenlänge s der Kurve führen wir so ein, daß die Maßzahl s mit 
wachsendem ¢ wächst; die Bezeichnungen von S. 331ff. und insbesondere 
die von Aufgabe 2, S. 344, behalten wir im vollen Umfange bei. 
Beschreibt nun während des auf den Augenblick t folgenden Zeit- 
inter poliep dt der Punkt P das Bogenstück 4s, so heißt der Quotient 


* die „mittlere Geschwindigkeit“ des Punktes während des Intervalles At. 


S: 
Der Grenzwert dieses Quotienten: 

da ds TE 
(2) ns Ze a a HVH -+ y? +2 


heißt die „Geschwindigkeit“ des Punktes P zur Zeit £ und werde durch: 


(3) vas-+Ver Pr 

bezeichnet. Zur Veranschaulichung der Geschwindigkeit tragen wir am 
Punkte P in der Richtung der Bewegung, d. h. tangential zur Kurve (1) 
in der Richtung wachsender Werte t, eine Strecke der Länge v =s ah. 
Diese Strecke nennen wir den „Vektor“ der Geschwindigkeit zur Zeit t- 
Man bezeichnet einen solchen Vektor unter Benutzung der Frakturschrift 
durch v; der „Betrag“ oder die „Größe“ :v| des Vektors v ist natürlich 
gleich v =, seine Richtungskosinus gegen die Achsen aber sind die 
der Tangente: 


j dx 7 dy 7 dz 
(4) ge — a =, kun... 2sy =; 


Die Projektionen des Vektors v auf die Achsen heißen seine „Komponenten“ 
oder ausführlich „die nach den Achsen genommenen Komponenten der Ge- 
schwindigkeit“; man bezeichnet sie dureh b,, v,, v, und berechnet für sie 
die Ausdrücke: 


dæ ds dx 


V, = 0- CSu =r:s Te a i aaa: 
y P r dy ds dy 5 
(5) DE N reine a 
3 a A dz ds dz . 


VE A a ET AN Ale 
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Die Pfeilrichtung des Vektors v ist dabei mitzuprojizieren und regelt das 
Vorzeichen der Zahlen v,, d,, v,. 

Die Addition zweier Vektoren v und w vollzieht man, wie Fig. 114 
näher darlegt, indem man den Vektor w, ohne seine Größe und Rich- 
tung zu ändern, vom Eindpunkte des Vektors v ausziehen läßt; der vom 
Anfangspunkte von v bis zum Endpunkte 


2% N Narr“ von w ziehende Vektor ist dann die durch 

ER ai ee v +w zu bezeichnende Summe. Man kann, 
BP, au wie gleichfalls Fig. 114 erläutert, die Vek- 
x L- B: i torsumme v + w auch als Diagonale des 


i i Parallelogramms erklären, das man durch 

- = >——— ie Ergänzung der beiden von gemeinsamem 

moro a Anfangspunkte ausziehenden Vektoren v 

Fig it und w herstellt. Einleuchtend (s. wieder 

Fig. 114) ist bei der ersten Erklärung der 

Summe der wichtige Satz: Die Projektion der Vektorsumme auf eine 

Achse, etwa die x- Achse, ist gleich der alyebraischen Summe der Projek- 
tionen der einzelnen Summanden: 


(6) (v + w), = 0, -+ W, 
Die Erklärung der Differenz zweier Vektoren ist eine einfache Folge 
des Begriffs der Vektorsumme. Setzen wir v + w = u, so folgt: 


u—i=Ww 
als Ausdruck desjenigen Vektors, der zum Subtrahenden v addiert werden 
muß, um den Minuenden u zu liefern. Auch die Konstruktion der Diffe- 
renz w aus dem Minuenden u und dem Subtrahenden v ist einleuchtend. 
Wir bilden nun, unter v(f) den Geschwindigkeitsvektor unseres 
Punktes P zur Zeit £ verstanden, die Differenz: 
IH = vtt- IN) — vlt), 
welche denjenigen Vektor darstellt, der zu v(f) hinzukommen muß, um 
v(t + ft) zu gewinnen. Wir können also y(t) kurz als den Zuwachs 
des Geschwindigkeitsvektors während des Zeitintervalles 91 bezeichnen. 
Unter dem Quotienten: 
17) Io) _ b(t + Al) — vi) 
2 st ET 
aber haben wir einen Vektor zu verstehen, der die Richtung des Vektors 
Av(t) hat, und dessen Betrag aus demjenigen von Av(f) durch Division 
mit It hervorgeht Diesen Vektor (7) erklären wir als den „Vektor der 
mittleren Beschleunigung“ des Punktes P während des auf den Augenblick t 
folgenden Zeitintervalles It. Falls für lim At = 0 der Vektor (7) einem 
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bestimmten Vektor als Grenzlage zustrebt, erklären wir ihn als den „Vektor 
der Beschleunigung“ des Punktes zur Zeit t. Daß aber eine solche Grenz- 
lage eintritt, folgt aus dem obigen Satze über die Komponenten einer 
Vektorsumme, aus dem ein entsprechender Satz über die Komponenten 
einer Vektordifferenz sofort hervorgeht. So haben wir z. B. für die nach 
der «-Achse genommene Komponente von Iv(f) die Darstellung: 


(AVB), = op +4) — 0,6) = blt + 48) — Et) = Eli + HIN) At. 
Teilen wir noch durch 4t, so ergibt sich für lim 4 = 0 der Satz: Die 


nach den Achsen genommenen Komponenten des Beschleunigungsvektors zur 
Zeit t oder kurz die „Komponenten der Beschleunigung“ sind: 


ZH) 

urn d’x RB d’y uw d’z 
(8) x(t) = dit?’ = 7 z0) = ja z 
Bezeichnen wir diesen Vektor durch b, so ist sein Betrag: 
@) = + VEF FFF, 
seine Richtungskosinus aber sind: 
10 ne. 2 ein ee Ann 
m IBN E E peep I HyETPHR 

bo +yai+gi+rt 


Die Ableitungen x’, y', g nach s hängen wit denen nach ? durch die 
Gleichungen i = «5, ... zusammen. Nochmalige Differentiation nach £ 
ergibt: 

=g sH s, Yyayısty 5 =a S, 


wir können dafür auch schreiben: 
” A 3. 
şs s cos + F cos À., 


a5 
E23 . p“ 
y = s cos f + — cosp, 


(11) 


£ - N 
Z = 5 cosy + T cosy, 


unter A, u, » die Richtungswinkel der Hauptnormalen und unter ọ den 
ersten Krümmungsradius (Flexionsradius) der Bahnkurve unseres Punktes 
P verstanden (siehe S. 340 ff.). Die drei ersten Glieder in (11) rechts sind 
die Komponenten eines Vektors vom Betrage |3|, der mit der Tangente 
zusammenfällt und deren Richtung hat oder ihr entgegengerichtet ist, 
je nachdem sgn (5) gleich + oder — ist. Die drei weiteren Glieder sind 


re 
die Komponenten eines Vektors vom Betrage > , der die Richtung der 
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Hauptnormalen hat. Diese beiden Vektoren liefern die „Tanyentialbe- 
schleunigung“ und die „Zentripetalbeschleunigung“. Bedienen wir uns der 
Sprechweise der Mechanik, die eine Vektorsumme als „Resultante“ der 
summierten Vektoren bezeichnet, so gilt der Satz: Die „Totalbeschleu- 
nigung“, d. i. die ‚Beschleunigung unseres Punktes P zur Zeit t mit den 
in (8) berechneten Komponenten, ist die Resullante der „Tungentialbe- 


schleunigung“ und der „Zentripetalbeschleunigung“: die erstere ist durch 

2 
N zs geyeben und hat bei positivem Vorzeichen von $ die Pfeilrichtung 
der Tangente, bei negativem aber die entgegengesetete Richtung; die Zentri- 
petalbeschleunigung ist gleich dem Quadrat der Geschwindigkeit v = $, geteilt 
durch den ersten Krümmungsradius (Flexionsradius) ọ, und hat die Rich- 
tung der Hauptnormalen der Raumkurve. 

Die als Tangentialbesehleunigung bezeichnete Komponente ist es, 


welche die Änderung der Geschwindigkeit hervorruft; so lange diese 


Ti gleich O ist, bleibt v konstant. Die Zentripetal- 
beschleunigung aber bewirkt die Krümmung der Bahn; so lange diese 
Komponente gleich O ist, muß ọ = oo und also die Bahn gerade sein. 


n 3 I 
Komponente $ = 


2. Anfgaben über die Bewegung eines einzelnen Punktes. 1) Der Punkt P 
beschreibe eine Ellipse der Halbachsen a, b nach dem Gesetze: 


æ= aost, Y USN h. 
Man bestimme die Geschwindigkeit und Beschleunigung zur Zeit t. — Da $ = — x, 
Ü = — y ist, so ist der Vektor der Totalbeschleunigung in jedem Angenblicke nach 


Größe und Richtung durch den von P nach dem Mittelpunkte der Ellipse ge- 
richteten Ellipsenradius »—=yx°-H-%? gegeben. Die Geschwindigkeit v = Ya’ b*-— r? 
erreicht ihr Maximum « im Scheitelpunkte der kleinen Achse, ihr Minimum b im 
Scheitelpunkte der großen Achse, 
2) Der Punkt P beschreibe eine Hyperbel der Halbachsen a, b nach dem Gesetze: 
x= aot, y =b Gint. 
Man bestimme wieder Geschwindigkeit und Beschleunigung zur Zeit /. — Hier 
glt&ex, == y, so daß der Vektor der Totalbeschleunigung wieder durch den 
Hyperbelradius r—yx’+ y? nach Größe und Richtung gegeben ist; doch hat er 
jetzt die Richtung vom Mittelpunkte fort. Die Geschwindigkeit v = Yr?— at- b? 
erreicht im Scheitelpunkte ihr Minimum J, 
3) Der Punkt P durehlaufe eine zylindrische Sehraubenlinie nach dem Gesetze: 
Zi h 
2x 


Man zeige für die Tangential- und Zentripetalbeschleunigung die Darstellungen: 


æ = a cos (t°), y = — asin (t”, z= 0 


d*s \2 v* 
LA r Lane 
dt | g (2) a wi 


so daß jene konstant ist und diese proportional dem Quadrat der Zeit wächst. 
Man vg]. hierzu auch Aufgabe 1) 8. 344. 
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4) Ein in der Ebene beweglicher Punkt P habe zur Zeit t die Polarkoordi- 
naten r(t), (i). Man drücke Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordi- 


naten aus. — Bezeichnet man mit #, 7, ©, Ö die Ableitungen nach t, so folgt aus 
æ= r cos ĵ, y=rsin®: 


=} cos 9- rsin. $, y=Fsin$-Lreosd-#, 
# = ¥ cos 9 — 2f sin 9- 9 —rcos9:9°—rsind-d,---, 
und hieraus ergibt sich für die Geschwindigkeit v und die Beschleunigung b: 
(a) v= Vi pri, v= V(řr—rò t (2r r). 
Es sei ò der Winkel zwischen dem Vektor b der Beschleunigung und der Ver- 


längerung des Radiusvektor r der Kurve über P hinaus (ə. Fig. 115). Man zeige 
darn das Bestehen der Gleichungen: 


. w O aua m, 

D w= r? Ki 8 Br y 

g | cos 0 = b ’ ee | 
P otot rë JE l 

sind—--- ee / j 


Zerlegt man demnach den Beschleunigungs- 
vektor b in zwei Komponenten b, und b, 
vach der Richtung des Radiusvektor OP g fa 

und senkrecht dazu im Sinne wachsender \__ X 

%. so gilt: ee 


(3) b,=7—rò, bo=29 prë. 


5) Läuft der Vektor der Beschleunigung oder seine Verlängerung beständig 
durch einen und denselben Punkt der Ebene hindurch, so spricht man von einer 
„Zentralbewegung“ und nennt jenen Punkt das „Zentrum der Beschleunigung“. Man 
nehme dieses Zentrum zum Pole der Polarkoordinaten und entwickle besondere 
Eigenschaften der Zentralbewegung. — Die charakteristische Eigenschaft der Zen- 
tralbewegung ist, daß b, konstant gleich 0 ist, was man auch durch die Gleichung: 


— ff 


Fig. 115. 


ia . dr’) 
(4) 279 + rd —0 oder Fr —0 
ausdrücken kann. Hiermach ist r*$ von t unab- 
hängig, d. b. es besteht für die Zentralbewegung 
die Gleichung: 


P TOi 
(5) r? =r a A 
unter a eine Konstante verstanden. / = 
Die Gleichung gestattet eine bekannte geo- | D 7 
metrische Deutung. Man verstehe unter 7'($) den | az 
Inhalt der Fläche, die vom Radiusvektor r, eines eE — — / 
festen Anfangswinkels 9,, dem Radiusvektor r des Fig. 116. 


variablen Winkels und dem zwischenliegen- 
den Kurvenstück begrenzt ist. Der Zuwachs 4 F'(9) der Fläche, der der Ver- 
größerung von $ um 4% entspricht (Sektor OPP, der Fig. 116), kann zwischen 


zwei Dreiecksinhalte eingeschlossen werden. Setzt man nämlich ÖP =r+ 4r, 
OP, =r+ dr, so ist: 
sr(r+Ar)sin dg® < AFH <t r(r+dr)sind?, 


Fricke, Differential- u. Integralrechnung. I. 21 
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falls die Kurve an der betrachteten Stelle gegen O konkav ist; im anderen Falle 
sind die Ungleichheitszeichen umzukehren. Man tindet hieraus leicht 47° als Ab- 
leitung der Funktion F'(#) nach #: 


IF (9 
(6) TED) 


Beschreibt der Punkt P im Laufe der Zeit + die Kurve, so wird damit auch 
der Flächeninhalt 7 eine Funktion von t, und es gilt: 
= dF_ dFds_ 1 BERN 
“ a Le 
Zufolge (5) und (7) ist für unsere Zentralbewegung die Ableitung von F’ nach t 
konstant gleich 4a. Wir folgern hieraus, daß die Ableitung der Funktion (L'— tat) 
nach t konstant "gleich 0 ist, so daß diese Funktion mit einer Konstanten b iden- 
tisch ist; für die "Fläche F als Funktion der Zeit t gilt somit: 


(8) Bien, 


Man drückt dieses Gesetz gewöhnlich so aus: Für eine Zentralbewegung ist hin- 
reichend und notwendig, daß der vom Zentrum der Beschleunigung O nach dem 
wandernden Punkte P laufende Radiusvektor OP in gleichen Zeiten stets gleiche 
Flächen beschreibt. Da nämlich aus der Gleichung (8) umgekehrt wieder b, = O 
folgt, so ist auch die Gleichung (8) charakteristisch für eine Zentralbewegung. 

6) Bei einer Zentralbewegung des Zentrums O durchlaufe P einen Kegelschnitt 
des Brennpunktes O (erstes und zweites Keplersches Gesetz); man untersuche die 


2 N i 
= lim a A) — 
I49u0 FU 2 


Beschleunigung und Geschwindigkeit des Punktes. — Als Kegelschnittgleichung 
benutzen wir nach (5) 8. 279: 
(9) r(1 — c.: cos 8) = p, 


unter c die numerische Exzentrizität und unter p den Halbparameter verstanden. 
Aus (9) folgt durch Differentiation nach t: 


Fi—ccoad)+ r-cesind. dp. — +r- csin? =0, 
und also unter Benutzung von (5): 
ac . 
10) r= — — smi. 
( p 
Durch nochmalige Differentiation nach ¿ folgt mit Rücksicht auf (8): 


a? -1 
Fre, cos 9- $ = —c-cos®. Sh 
p 1? 


Da r$?= a*r- gesetzt werden kann, so ergibt sich weiter: 
Dur. rd s- C- Cos i E 

ein Ausdruck, der sich mit Hilfe von (9) umgestaltet in: 

ar p= 

Die Beschleunigung ist also nach dem Zentrum O hingerichtet und indirekt pro- 


portional dem Quadrat des Radiusvektor r (Gravitalionsgesetz). 
Für die Geschwindigkeit v findet man aus (1), (10) und (5): 


e Ve O -+ a = - Mesina + (2). 


2] Keplersche Gesetze und Gravitationsgesetz 3t 
und also folgt weiter unter Benutzung von (9): 

(12) v= : VUF — 2ccos#. 

Im Falle einer elliptischen Bahn tritt das Minimum der Geschwindigkeit für + — U 


(Aphel), das Maximum für $=- x (Perihel) ein. A 
7) Fig. 117 stellt den in „A. G.“, 5.73, näher besprochenen „Schubkurbel- 


mechanismus“ dar. Die Länge der Kurbel ÖA sei a, die der „Schubstange“ AB 


m > N ei a 
(d y AÁ i IN B 
\ J [7] ge { ey Es D ) 
e T m] “| 
| 
\ er | =: 
Fig. 117. 


gleich l. Der Punkt P der Schubstange zerlege dieselbe in die Strecken AP = b, 
BP=c=1—b. Der „Kurbelwinkel“ ist mit $ bezeichnet. Nach „A.,G#, 8.74, 
sind die auf O als Nullpunkt und OB als positive x-Achse bezogenen Koordinaten 
von P, in Abhängigkeit von #: 


4) = 
(13) g= + at "cost, u." & ins, 
wo x, die Abszisse des „Gleitpunktes“ B ist: 
2 
(14) © =acos® +1 /1— f sin? d. 


Man bestimme die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes P der Schub- 
stange, der die in Fig. 117 gezeichnete Kurve (eine algebraische Kurve vierten 
Grades) beschreibt. — Aus (13) folgt: 


b, all—b . a a all— b) 


er I sin D-i, = -+4 i cosd. d, 
sowie für die Komponenten der Beschleunigung: 
b —b : & 
i=7 A, — A 2 (cos -8+ sing- è), 
d— g 5 
Y AED (ain g. St— cos 9- 5); 


die Ableitungen ® und $ des Kurbelwinkels nach t heißen „Winkelgeschwindig- 
keit“ und „Winkelbeschleunigung“ der Kurbel. Durch die vorstehenden Glei- 
aia ist die Bewegung des Punktes P auf diejenige des Gleitpunktes B zurück- 
geführt. 


24” 


n.rein.org.pl 
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In dem in der Technik wichtigen Falle a<} kann man die in (14) rechts 
stehende Wurzel in eine konvergente Binomialreihe entwickeln und findet: 


ty = a cos P4 l — F sint een, 
Drückt man die geraden Potenzen von sin® durch die Kosinus der Vielfachen 
von % aus, also: RN 
sin’ = į} (1 — cos 29), 
(a. die Behandlung der Fourierschen Reiben in Bd. 2), so folgt: 
2 Re 
(15) N Fr +a0ss + Fg 00s 29 +. 


Ist die Kurhel a im Vergleich zur Schubstange ! sehr klein, so bieten die in (15) 
angegebenen Glieder bereits eine brauchbare Näherungsdarstellung von x,. 


Bei Schwungrädern von Dampfmaschinen ist die Winkelgeschwindigkeit $ 
nahezu konstant und 9 fast gleich 0. Dann gilt näherungsweise: 


3 : Se En 

' & = — asin ð. p r in29. 7 
3 . a? . 
Z, = — a cos? 9° — —- c0s29.9°— .... 


Die Beschleunigung des Gleitpunktes B (auch jedes Punktes P der Schubstange) 
ist hiernach bei gleicher Stellung der Kurbel dem Quadrate der Winkelgeschwin- 
digkeit proportional. Der Vergleich der Koeffizienten der beiden Glieder mit 
cos2% in den Ausdrücken für x, und &, zeigt aber, wie man sagen kann, daß 
Ha Wirkung dieses Gliedes bei der Beschleunigung È, viermal so stark ist als beim 
Orie xy 


3. Ebene Bewegung eines starren Körpers. Man bezeichnet die 
Bewegung eines starren Körpers als eine ebene, falls sich jeder Punkt des 
Körpers beständig parallel zu einer festen Ebene bewegt. Legen wir 
parallel zu dieser Ebene irgend eine Ebene durch den Körper hindurch 
und deuken sie fortan mit dem Körper fest verbunden, so können wir 
die vorliegende Bewegung auch als eine solche dieser Ebene in sich selbst 
auffassen; denn mit dieser Bewegung der Ebene in sich ist die Bewegung 
des ganzen Körpers festgelegt. . 

Wir denken uns zwei Exemplare dieser Ebene, ein festliegendes und 
ein bewegliches, übereinander gelagert und legen in jeder Ebene ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem zu grunde, wobei der Bestimmtheit 
halber die Annahme gelten möge, daß zur Zeit t = 0 beide Koordinaten- 
systeme zusammenfallen. Die Bewegung kann dann in der Art dargestellt 
werden, daß wir die Koordinaten des beweglichen Nullpunktes im festen 
Systeme zu irgend einer Zeit t durch zwei Gleichungen x = pl), y = (t) 
angeben und den Richtungswinkel © der beweglichen x-Achse gegen die 
feste gleichfalls als Funltion der Zeit (t) als gegeben ansehen. Die Funk- 
tionen p(f), y(i, $(£) seien in dem der Betrachtung zu grunde liegen- 
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den Zeitintervalle samt ihren zur Benutzung kommenden Ableitungen 
eindeutig und stetig. Für {=0 verschwinden alle drei Funktionen o, y 
und #, da in diesem Augenblicke das bewegliche Koordinatensystem mit 
dem festen zusammenfallen sollte. 

Die Bahn, die irgend ein Punkt P der Koordinaten x,, 4, der beweg- 
lichen Ebene im Laufe der Zeit ¢ in der festen Ebene beschreibt, ist nun 
leicht festzustellen. Der Punkt (x,, Yo) im beweglichen Systeme hat näm- 
lich nach den Formeln über Transformation rechtwinkliger Koordinaten 
(s. „A. G. S.5ff.) zur Zeit 2 im festen Systeme die Koordinaten: 


N = cos F(t) — Y sin P) + oÀ, 
a) y = x sin (t) + y cos (A + YH). 
Für jedes gewählte Wertsystem &,, Yọ ist hierdurch mittels der dritten, 
unabhängigen Variabeln ? eine Kurve dargestellt; wir nennen sie die 
„Dahnkurve“ des Punktes P, der sich zur Zeit t = O an der Stelle (20, Yo) 
der festen Ebene befand. 

Um die Komponenten der Geschwindigkeit des fraglichen Punktes P 
zur Zeit ¢ zu berechnen, haben wir seine in (1) dargestellten Koordinaten. 
nach ¢ zu differenzieren: 


= — (nsin? +ycos Ie +p, ý= (mcosd®— y sin 9)Ê + y. 
Mit Hilfe von (1) nehmen diese Komponenten die Gestalt an: 


(2) = —(y—=y)d +p, y= + (g)? tt. 

Hieraus ergibt sich ein höchst einfaches Bild über die Geschwindig- 
keit und damit über den augenblicklichen Bewegungszustand der Ebene. 
Wir nehmen zunächst an, daß $(t)-++0 sei. Dann gibt es einen und nur 
einen Punkt, der zur Zeit 2 die Geschwindigkeit O hat und also auch die 
Komponenten &—= 0, y— 0 liefert. Die Koordinaten*) dieses Punktes, 
welche durch &, bezeichnet werden mögen, sind die Werte von æ und y, 
für welche die in (2) rechts stehenden Ausdrücke verschwinden: 


9 = u VAQ) a G UR 
6), E y E OEE T 
Mit Hilfe von & und n schreiben sich die Komponenten (2) so: 
(4) z=— (y-n), j= + (tð. 


Der Geschwindigkeitsvektor v hat also den Betrag: 
v= + VE FP = 8l Va E t UF 


» Wenn nichts weiter gesagt ist, sind immer die Koordinaten im festen 
Systeme gemeint. 
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und die Richtungskosinus gegen die festen Achsen: 


wn emĖ o a EE gn (Ê) 

Ve- Fu m) ” Ve— i +u’ 
Demnach ist für irgend einen Punkt (x, y) die Geschwindigkeit v pro- 
portional zum Abstande dieses Punktes (x, y) vom Punkte (£, 7), und 
die Richtung der Geschwindigkeit ist senkrecht zur Verbindungsgeraden 
beider Punkte: Der Bewegungszustand der Ebene zur Zeit t zeigt das 
Bild einer Drehung der Ebene um den Punkt (&, n), den sogenannten 
„augenblicklichen Drehpol“, von der „ Winkelgeschwindigkeit“ Ð, deren Vor- 
zeichen die Drehungsrichtung festlegt. Die Richtungskosinus (5) sind zu- 
gleich die der Tangente der Bahnkurve im Punkte i. Es folgt demnach: 
Die Normale jeder der zweifach unendlich vielen Bahnkurven (1) „im 
Punkte t“ läuft durch den augenblicklichen Drehpol (3) hindurch. Irgend 
zwei nicht zusammenfallende unter diesen Normalen genügen demnach, 
um den Drehpol zu konstruieren. 

Im besonderen Falle $—0 ist der augenblickliche Bewegungszustand 
der Ebene noch einfacher, da jetzt die Komponenten = y, y = % für 
alle Punkte (x, y) die gleichen sind. Für P (6) = 0 zeigt der Bewegungs- 
zustand zur Zeit t das Bild einer „Parallelverschiebung“ oder „Translation“ 
der bewegten Ebene; der Vektor v hat für alle Punkte der Ebene den Be- 
trag v= Vp? +% und die Richtungskosinus n, “= Man kann auch 
sagen, der Drehpol liege im Unendlichen, und zwar in derjenigen Rich- 
tung, die durch die nunmehr durchweg parallelen Normalen der Bahn- 
kurven „im Punkte t“ gegeben ist. 


Mittels der Transformationsformeln (1) stellt man leicht als Koordi- 
naten des augenblicklichen Drehpoles im beweglichen Systeme fest: 


g gi 
&) m 


i sin © — ùp cos & _ ġeost +i sin? 


(6) . = z > M ; 


Der geometrische Ort aller Drehpole (£, 7) in der festen Ebene wird als 
die „feste Polkurve“ bezeichnet; sie ist durch das Gleichungspaar "(5 
mittels der unabhängigen Variabeln £ dargestellt. Entsprechend nennt 
man den geometrischen Ort aller Drehpole ($o, 20) in der beweglichen 
Ebene die „bewegliche Polkurve“; ihre Darstellung mittels der Variabeln £ 
ist in (6) enthalten. 

Die Ableitungen von ë und y nach 2 sind: 
Ci koi 


©) t= yọ 
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Differenziert man aber die in (6) angegebenen Ausdrücke &,, 7, nach t, 
so lassen sich die Ergebnisse mit Hilfe der Gleichungen (7) in folgender 
Art zusammenziehen: 

(8) E= +Ë cose +i sin®, o= — Esine + cos ĵ. 

Bilden die Tangenten der Polkurven im gemeinsamen „Punkte ¿“ mit 
den bezüglichen x- Achsen die Winkel « und «,, so gilt: 

i i 

> m ar 
Ss so 


.tge = 


Die Gleichungen (8) aber lehren die Beziehung: 


tg ae —te$ 
1-+tga-tg® 


tg a = =tg(e ð), wea—h. 

Bei der gegenseitigen Lage der Koordinatensysteme folgt hieraus: Zur 
Zeit t berührt die bewegliche Polkurve die feste im augenblicklichen Dreh- 
pole (E, n). 

Auf der festen Polkurve bewegt sich der Drehpol mit der aus (7) 
zu berechnenden Geschwindigkeit + V £? + n? fort, und zwar in derjenigen 
Richtung, die durch die Komponenten (7) festgelegt ist. Zufolge (8) 
ist aber: - er 

Veti VE tir, 

so daß der Pol auf der beweglichen Polkurve mit der gleichen Geschwin- 
digkeit voranschreitet. Hiermit haben wir ein übersichtliches Bild der 
ebenen Bewegung gewonnen: Die bewegliche Polkurve rollt olme Gleitung 
auf der festen Polkurve ab, wobei dar Berührungspunkt mit einer Geschwin- 
digkeit der Komponenten (T) voranschreitet. Die starr mit der rollenden 
Kurve verbundene Ebene wird dabei, wie man sagt, „zwangläufig“ mit- 
genommen. 


4. Beschleunigungen bei der ebenen Bewegung. Um die Kompo- 
nenten der Beschleunigung des Punktes (x, y) zur Zeit £ zu bestimmen, 
nehmen wir zunächst wieder 24 + 0 an und bezeichnen die Entfernung 
des Punktes (x, y) vom augenblicklichen Drehpole (£, 7) mit r; dann gilt: 

5 . l ae y — nlà — r 
E E i- E-* A a Be 
Mit Benutzung der Ausdrücke (4) 8.373 für &, y kürzt sich der Aus- 

druck für # in folgender Art: 


(1) u DEn mnm, 
| r 
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Die Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes (x, y) sind nach 
(5) 5. 374: 
. von A = —: 
urn) Ze sen (9) - v. 


Durch nochmalige Differentiation nach i ergeben sich als Komponenten 
der Beschleunigung: 


jE- "an (0): 5 am) (Ren), 
(2) | a—Ë 7 : W—E Ela — BE + y- MN 
b-ez + agn le) (er Meat. 


Als Tangentialbeschleunigung ò findet man durch Differentiation von 
v = sgn (9) - ðr mit Rücksicht auf (1): 


€ m er . Rod - 9 tuni 
(3) ò = sgn (®)r (è > Rn ): 


Die von den beiden ersten Gliedern in (2) rechts gelieferten Kompo- 
nenten der Tangentialbeschleunigung sind somit: 


| Ir a HE+ Ti), 
4) Aa 
er (ör — (e= 5i + y-mi))- 


Die beiden letzten Glieder in (2) rechts liefern die Zentripetalbeschleu- 
nigung. Indem man die in den ersten Gliedern der Klammerausdrücke 
auftretenden y und & nach (4) S. 373 ersetzt, gewinnt man nach kurzer 
Umrechnung als Komponenten der Zentripetalbeschleunigung des Punktes 
(x,y) zur Zeit t: 


| — sgn ter - (@— i + U pE), 
©) 2 


| — sga (ö)e! ir ae Eit nd), 


die nach Einsetzung des Ausdrucks sgn (#)- ðr für v die Gestalt an- 
nehmen: 
5°, dr wpn tm), 
© fr | 
Ey WI): 


Neben der bisherigen Annahme einer nicht-verschwindenden Winkel- 


geschwindigkeit $(£) gelte jetzt auch noch die „Winkelbeschleunigung“ &(t) 
zur Zeit t als von O verschieden. Durch: 


- 
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[e 8° + un? zC- Eee 0) 
() | pia i z y 
(=—EF + =n- y leE y i) 0 


werden dann in den variabeln Koordinaten x, y zwei Kreise K, und K, 
dargestellt, die als „Wendekreis“ und „Wechselkreis“ zur Zeit t bezeichnet 
werden. Beide Kreise laufen durch den Pol (&, n) hindurch und zwar 
der erste tangential, der zweite normal zur Polkurve. Die Mittelpunkte 
von K, und X, sind: 
ae AR Y: a AON 
(Era ) dam (era nt) 
It V=-+Vi4 7° die augenblickliche Geschwindigkeit, mit der der 
Drehpol auf der Polkurve fortschreitet, so gilt für die Durchmesser D, 
und D, unserer Kreise: 


v $ Di 
= =j] D= ra. 
lèl? D, F Da öl 
In Fig. 118 sind die Lagenverhältnisse der (stark ausgezogenen) Pol- 
kurve, des Vektors der Ge- 
schwindigkeit V und der beiden 


Kreise K, und X, für den Fall 


zweier positiver Werte 9, & 
dargestellt. Dieübrigen Zeichen- 
kombinationen wird man leicht 
entsprechend erläutern. Auf 
Grund von (8) kann man durch 
Konstruktion vierter Proportio- 
nalen sehr leicht 8 und |® 
bei gegebenen V, D,, D, ge- 
winnen oder auch (was unserer 
Entwicklung besser entspricht) 
die Durchmesser D,, D, bei ge- 
gebenen V, 9, ® konstruieren. 

Setzt man die Koordinaten irgend eines Punktes (z, y) in eine Glei- 
chung (7) eines der beiden Kreise ein, so gibt die linke Seite der @lei- 
chung einen Zahlwert p(x, y), den man als die „Potenz“ des Punktes 
(2, y) in bezug auf den Kreis bezeichnet. Liegt (x, y) außerhalb X, so 
ist p(x, y)>0 und gleich dem Produkte der Abschnitte irgend einer 


(8) D, Dj: 


Fig. 118. 
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Kreissekante, gemessen vom Punkte (x, y) bis zu den beiden Schnitt- 
punkten der Sekante mit dem Kreise. Liegt (x,y) im Kreise, so ist 
p(z,v)<0O, und —p(x,y) ist gleich dem Produkte der Abschnitte 
irgend einer Kreissehne durch (x, y) bis zu den Sehnenendpunkten (s. 
„A. G“, 5. 26). 

Ziehen wir nun die Sekante bzw. Sehne zunächst des Wechselkreises 
K,, die zum Pole (£, 4) und irgend einem Punkte (x, y) gehört, so ist 
der eine der beiden hierbei eintretenden Abschnitte stets gleich r. Nennen 
wir also den anderen »,, so gilt: 


P(a,y)=rır, bw p(2, y) =—T: T3, 
je nachdem (x, y) außerhalb oder innerhalb des Wechselkreises liegt. Da 


zufolge (3): ei N 
> y = sgn (9) P an 


gilt, so folgt für die Tangentialbeschleunigung und ibre Komponenten 
im Punkte (g, y): 


bn - .. 


(9 d— +sgn (ò) ; në, F ? = L. 1,9, + "erg, 


r 
wo die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem der Punkt (x, y) 
außerhalb oder innerhalb des Wechselkreises liegt. Der Betrag |ù; der 
Tangentialbeschleunigung ist hiernach für alle vom ‚Drehpole verschiedenen 
‚Punkte (x, y) proportional zu r,, nämlich gleich dem Produkte des Ab- 
standes r, und der Winkelbeschleunigung ®. Die Bewegung ist entweder 
außerhalb des Wechsellreises beschleunigt und innerhalb verzögert oder um- 
yekehrt*); die Punkte des Wechselkreises selbst haben keine Tangentialbe- 
schleunigung®®). Die Benennung „Wechselkreis“ ist diesen Verhältnissen 
entsprechend gewählt. 

Beim Wendekreise A, erklären wir für den einzelnen Punkt (x, y) 
die Strecke r, genau so wie r, beim Kreise X,, so daß die Potenz p, (x, y) 
wieder gleich + rr, wird, je nachdem (x, y) außerhalb oder innerhalb K, 
liegt. Für die Komponenten der Zentripetalbeschleunigung folgt dann 
aus (5) oder (6): 


(10) N Pe), 


*) Nämlich je nachdem sgn (#.#) gleich + oder — ist. 

*" Für den Pol (É n) selbst gilt die vorstehende Rechnung nicht. Wird der 
Punkt (x, y) im Laufe seiner Bewegung einmal Drehpol, so erreicht er in diesem 
Augenblicke einen Rückkehrpunkt seiner Bahnkurve; die Zerlegung der Be- 
schleunigung in Tangential- und Zentripetalbeschleunigung verliert hier ihre Be- 
deutung. 
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wo die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem (x, y) außerhalb 
oder innerhalb des Wendekreises liegt; für die Zentripetalbeschleunigung 
selbst ergibt sich: 

(11) We, NE 

unter ọ den Krümmungsradius der von (x, y) beschriebenen Bahnkurve 
zur Zeit ö verstanden. Da die in (10) vor der Klammer stehenden Fak- 
toren die Richtungskosinus der von (x, y) gegen den Pol (¢, y) gerichteten 
Strecke r sind, so ergibt sich aus den vorstehenden Formeln der Satz: 
Die Zentripetalbeschleunigung des Punktes (x, y) ist proportional zu r, 
nämlich gleich dem Produkte der Strecke r, und des Quadrates der Winkel- 


geschwindigkeit $*; die Bahnkurve des Punktes (x, y), deren Normale durch 
den Pol (£, n) hindurchläuft, weist dem Pole ihre konkave Seite (Punkt P 
der Fig. 118) oder ihre konvexe Seite (Punkt P’ der Fig. 118) zu, je nach- 
dem (x, y) außerhalb oder innerhalb des Wendekreises liegt; ist der Punkt 
(x, y) zur Zeit t auf dem Wendehreise gelegen (Punkt P” der Figur), so 
durchläuft er in diesem Augenblicke einen Wendepunkt seiner Bahnkurve, 
wobei alle zur Zeit t vorliegenden Wendetanyenten (s. die Linie P"W der 
Figur) durch den zum Pole (E, n) diametralen Punkt W des Wendekreises, 
den sogenannten „Wendepol“ hindurchlaufen. In einem Punkte (x, y) des 
Wendekreises selbst, dessen Benennung durch die vorstehende Betrach- 
tung gerechtfertigt erscheint, ist also die Zentripetalbeschleunigung gleich 
0. Für die Konstruktion des Krüämmungsradius ọ der Bahnkurve ergeben 
sich aus der zweiten Gleichung (11) für die verschiedenen Lagen des 
Punktes (x, y) sehr einfache Regeln *). 

Für den in Fig. 118 mit B bezeichneten Schnittpunkt beider Kreise 
K, und Ķ, sind beide Beschleunigungskomponenten und also die Total- 
beschleunigung gleich O; dieser Punkt heißt der „Beschleunigungspol“ 
zur Zeit t Indessen wäre es fehlerhaft, falls man den gleichen Sehlaß 
für den zweiten Schnittpunkt beider Kreise, den Pol (£, 7) ziehen wollte. 
Nähert sich der Punkt (z, y) längs der Peripherie X, dem Pole an, so 
ist natürlich die Tangentialbeschleunigung beständig gleich 0. Daraus 
folgt aber nur, daß, wenn wir den Pol erreichen, die Totalbeschleunigung 
senkrecht zur Polkurve verläuft. Zu dem gleichen Schlusse kommen wir 
bei Annäherung an den Pol längs X,. Nehmen wir als Beispiel die Ver- 


hältnisse der Fig. 118, welche $>0,9> 0 voraussetzen, so ist die im 
Punkte P” des Durchmessers D, in der Pfeilrichtung wirkende Tangen- 


*) Um die Krümmung deutlicher hervortreten zu lassen, sind die Segmente 
der Bahnkurven in Fig. 118 stärker gekrümmt, als es nach den zugehörigen Radien o 
der Fall sein sollte. 


380 IIJ, 3. Untersuchung der Bewegungen [5 


tialbeschleunigung zufolge (9) gleich r,ö, wird also, falls (x, y) zum Pole 
wandert, die in der Richtung des Durchmessers D, daselbst wirkende 
Totalbeschleunigung D,®. Zu demselben Werte muß man gelangen, falls 
man sich dem Pole längs D, nähert und mit der Zentripetalbeschleunigung 
arbeitet. Die sich hier nach (11) ergebende Totalbeschleunigung D, 3 
ist zufolge (8) in der Tat gleich D,$. 

Gilt die besondere Voraussetzung, daß zur Zeit t die Winkelbeschleuni- 
gung (Ò verschwindet, so artet der Wechselkreis K, in die zum Pole (£,n) 
gehörende Normale der Polkurve aus. Die Komponenten der Tangential- 
beschleunigung des Punktes (x, y) werden nun: 


yn eDi tusing _ 278. @-B5+ WM g, 
r r 2 2 r ! 
man kann unter Benutzung der bisher entwickelten Formeln hieraus leicht 
eine Konstruktion des Vektors der Tangentialbeschleunigung ableiten. 

Ist endlich zur Zeit t die Winkelgeschwindigkeit (t) = 0, so bietet 
der Geschwindigkeitszustand nach S. 574 das einfache Bild einer Trans- 
lation dar. Zur Berechnung der Beschleunigung müssen wir auf (2) 
S. 373 zurückgehen und finden unter Benutzung von #(t) = 0 als Kompo- 
nenten der Beschleunigung des Punktes (x, y) zur Zeit t: 


i= — (yp)? + ğ, ï= + (e= p)” +p. 
Ist auch noch # (f) = 0, so kommen wir wieder auf das Bild der Trans- 
lation zurück. Ist aber die Winkelbeschleunigung von O verschieden, so 
gibt es einen im Endlichen gelegenen Geschwindigkeitspol der Koordinaten: 
E AT 
Sei Ei) 2a fi 


mit denen sich die Komponenten &, 4 so ausdrücken: 
ö-—--N8, j-+@-X)b. 


Hieran schließen sich ähnliche Deutungen, wie wir sie oben für den Ge- 
schwindigkeitszustand der ebenen Bewegung durchgeführt haben. 


5. Untersuchung der Konchoidenbewegung Zur Erläuterung der 
allgemeinen Sätze in $3 und 4 diene die mechanisch leicht herstellbare 
„Konchoidenbewegung“. Der Nullpunkt O0’ der bewegten Ebene soll mit 
konstanter Geschwindigkeit die feste x-Achse in der Richtung wachsen- 
der x beschreiben, während die Ordinatenachse der bewegten Ebene stets 
durch den Punkt z = 0, y = 1 der festen Ebene hindurchlaufe. Wählen 
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wir die Abszisse des Punktes 0’ Br pi 
direkt als Zeitmaß t, so gilt für f SL \ N 
die in (1) 8.373 mit ọ und y "i Sy 
bezeichneten Funktionen: f -— 


g) =t, y(t) = 0; eS 


KRETA 
für den Winkel aber berechnet i 7 ; TANA = sA 
man leicht (s. Fig. 119): j. l en 
ð = arc tg t, cos p= A a n ? Behr 1A et 
Sg a a 
yiş e’? 


wobei £ als unbeschränkte Variable gilt und y1 + £? positiv zu nehmen 
ist. Die Darstellung (1) 8. 373 der Konchoidenbewegung ist: 


1 N ME att, 
a k a, 4 Y LES- 

Die Benennung der vorliegenden ebenen Bewegung rührt von der 
Gestalt der Bahnkurven her, die von den Punkten der beweglichen y-Achse 
beschrieben werden. Setzt man s= 0, Y= p in (1) ein, so ergibt sich 
als Gleichungenpaar der einzelnen dieser Bahnkurven: 


er dt uni En 
VET y VEE 
woraus nach Elimination von £ folgt: 
2) +94) py-D’-0. 


Wir haben hier eine Schar von Kurven vierten Grades vor uns, die man 
als „Konchoiden“ („Muschellinien“) bezeichnet; in der einzelnen Kurve 
vierten Grades sind immer zwei Bahnkurven zusammengefaßt, diejenigen 
für y= +p. Die Gestalt und Lage der fraglichen Kurvenschar ist in 
Fig. 119 skizziert. Jede Konchoide hat den Punkt «= 0, y = 1 zum 
singulären Punkte, und zwar für |p! < 1 als „isolierten Punkt“, für |p]=1 
als „Rückkehrpunkt“ und für |p| > 1 als „Doppelpunkt“ (s. 5. 316ff.). 
Aus (3) S. 373 folgt für die Koordinaten des Drehpoles in der festen 
Ebene: 
(3) =t, q =A, ltr; 
entsprechend folgt aus (6) S. 374 für die Koordinaten &,, nọ des Dreh- 
poles in der bewegten Ebene: 


(4) a të, "—Y1 FP, not = ae a 
Die feste Polkurve ist eine Parabel des Parameters 1, die den Punkt (0, 1) 
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zum Scheitelpunk- 
te und die positive 
y-Achse zur Achse 
hat; die beweg- 
liche Polkurve ist 
der oberhalb der 
Abszissenachse 
verlaufende Teil 
der durch die dritte 
Gleichung(4) dar- 
gestellten Kurve 
vierten Grades). 
In Fig. 120 ist die 
Parabel ausgezo- 
gen und die be- 
wegliche Pol- 
kurve in ihrer zur 
Fig 130 Zeit t = 0 zutref- 
fenden Lage 
punktiert angedeutet; außerdem ist die Bahnkurve des Scheitelpunktes 
der beweglichen Polkurve, d. i. die „gespitzte Konchoide“, angegeben. 
Für die Winkelgeschwindigkeit, die Winkelbeschleunigung der be- 
wegten Ebene und für die Komponenten der Geschwindigkeit des auf der 
Parabel fortwandernden Poles (£, n) findet man: 
z ; 1 A 2t 
(5) NS 3 = A 
Nach 5. 577 folgt leicht: Der Mittelpunkt M, des Wendekreises ist der 
Punkt (2t+%, 1 +), so daß der Wendekreis einfach der Kreis über der 
Parabelnormale N (s. (8) 8.287) als Durchmesser ist. In Fig. 120 ist die be- 
wegliche Polkurve im Augenblicke =1 und der zugehörige Wendekreis 


K, gezeichnet. Der zur Zeit £— 0 an der Stelle (2V2, v2) gelegene 
Punkt P, liegt zur Zeit t = 1 an der Stelle (2, 3) auf dem augenblick- 
lichen Wendekreise; die in der Figur angegebene Bahnkurve des Punktes 
P, zeigt hier in der Tat einen Wendepunkt. Weiter ergibt sich aus den 
Rechnungen von X. 377 leicht: Der Mittelpunkt M, des Wechselkreises ist 


se—1 tt’ 
der Punkt | Nr + 


=], yet. 


); so daß der Wechselkreis einfach der Kreis über 


“ 
= J/ 


gieich dem Quadrat der Ordinate ist; sie ist deshalb sebr leicht zu zeichnen. 
Übrigens besteht die ganze Kurve aus zwei zur Abszissenachse symmetrischen 
Zweigen und dem Nullpunkte als isolierten Punkte. 
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der Parabeltangente T (s. 3.287) als Durchmesser ist. Der Beschleunigungs- 
pol ist der Punkt z = t, y = 0, was deshalb selbstverständlich ist, weil 
sich dieser Punkt geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Für 
t= 0 artet der Wechselkreis in die Normale der Polkurve (y-Achse) aus. 
Ist £>0, so ist die Bewegung des einzelnen Punktes (x, y) innerhalb des 
Wechselkreises beschleunigt und außerhalb verzögert; für t< 0 ist es 
umgekehrt. 


6. Aufgaben über ebene Bewegungen. 1) Man untersuche die ebene Be- 
wegung der gleitenden Stange eines Ellipsographen (s. „A. G.*, 8. 72). — In Fig. 121 
ist die gleitende Stange mit AB bezeichnet, ihre Länge sei } (so daß / gleich der 
Summe a +- b der Halbachsen a und b der 
vom Punkte P der Figur durchlaufenen 
Ellipse ist). Der Endpunkt A gleite auf 
der y-Achse, der Endpunkt B auf der 
x-Achse; diese beiden Achsen sind also 
die Bahnkurven der Punkte A und B. 
Hat zur Zeit i die Stange die in der Figur 
durch AB bezeichnete Lage, so liegt nach 
einem S. 374 genannten Satze der augen- 
blickliche Drehpol (£, n) auf einem Lote 
zur y-Achse im Punkte A und auf einem 
solchen zur x-Achse im Punkte B; wir 
haben also einfach = OB, n= 04, so 
daß die feste Polkurve der Kreis um O mit N 
dem Radius } ist. Da der Drehpol über — mm 
der Stange einen rechten Winkel spannt, Fig. 121. 
so ist die bewegliche Polkurve der Kreis 
des Radius 42 über der Stange als Durchmesser. Man gelangt also einfach zur 
„Hypozykloidenbewegung“ für das Radienverhältnis 2:1 des festen bzw. beweg- 
lichen Kreises (s. die folgende Aufgabe). 

Man zeige nun, daß die fragliche ebene Bewegung durch: 


x= x, cos t+ y sin t, y = — x, sin t- y,cost+Isint 
darstellbar ist, daß der Wendekreis der rollende Kreis selbst ist, während der 
Wechselkreis in die Zentrale beider Kreise ausartet. Irgend ein Punkt des Wende- 
kreises bleibt also im Laufe der Bewegung stets auf demselben gelegen; seine 
Bahnkurve besteht also aus lauter „Wendepunkten“, d. h. sie ist eine Gerade. 
Alle übrigen Bahnkurven sind Ellipsen. 

2) Man untersuche die verschiedenen Fälle der „Zykloidenbewegung“. — Im 
Anschluß an (8) S. 278 zeige man z. B., daß die „Epizykloidenbewegung“ darstell- 
bar ist durch: 

x= x, CO8 mt — y, sin mt- l(cos t — cos mt), 


y = x, Bin mt +- Ya cos mt + l(sin t — sin mt), 
wo sich / und m aus den Kreisradien a und b so berechnen: 


a+b 


l=a+ b, 1 Ey 


Hier haben also die Funktionen g, p, 9 die Bedeutung: 
q(t) = leos t — cos mt), p(t) = lsin t — sin md), I= mt. 
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Man bestätige die Angaben auch dadurch, daß man für den Pol: 


b d 5 al s 
E=acost, n= qasin t; é, = l — b cos E Na = b sin ù 


berechnet, Die Einfachheit einer Zykloidenbewegung mit „konstanter Winkel- 
geschwindigkeit“ besteht darin, daß der ganze Bewegungszustand stets mit sich 
selbst kongruent bleibt. Man zeige noch, daß der Wechselkreis in die Zentrale 
der beiden Polkreise ausartet, und daß der Beschleunigungspol auf dieser Zentrale 
a’-+-2ab 
a+b 

3) Man untersuche die Bewegung der Schubstange beim Schubkurbelmechanis- 
mus (s. Fig. 117, S. 371 und „A. G.“, 8.73). — Man nebme den praktisch wichtigen 
Fall an, daß die Stangenlänge ! größer als die Kurbel a ist, und setze ferner 
voraus, daß die Kurbel mit konstanter Geschwindigkeit umläuft, so daß der Kurbel- 
winkel als Zeitmaß gelten kann. Man zeige dann, daß sich die ebene Bewegung 
der Schnbstange durch das folgende Gleichungenpaar darstellen läßt: 


im Abstande vom Zentrum des festen Kreises. liegt. 


/ a: pr É 
£ S je (7) sin’t-+ % i sint-+a (cosi — % 1— (3) sin®t), 


(1) 


I TE Or ? 
Ivan $ sinin, Vı-6) sin?t + | Fl sine, 
ił) 


wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist; die Funktionen p(d), y(t), 9) 
sind also die folgenden: 


pO =a(cost— |1 le J sinse), 


2 
p(t) = x Fe sint, 


9) = — are sin (7 sin t) ; 


Man kann diese Angaben auch dadurch bestätigen, daß man erstens 2, =a, Y =0 


in (1) einträgt, was in x = a cos t, y = a sint die Bahnkurve des Kurbelendpunktes 
-4 liefert, und daß man zweitens x, =a + l, y= 0 einsetzt, was in: 


F z m 
s= acost41 1 (4) sin? t, y=0 


die schon S. 371 betrachtete Bahn des Gleitpunktes B ergibt (s. Fig. 122). 
Man zeige auf Grund von (3), 8.373, daß der Drehpol die Koordinaten hat: 


| f raa 
g= accost +I} EA sin? t, 
r 


6) T : 
ESF EO 1— ($) sin? t, 


aus denen man durch Elimination von t als Gleichung der festen Polkurve: 


(a) (E-P+ a) (647°) șah 0 

gewinnt. Dieses Ergebnis ist auch anschaulich sofort einleuchtend. Da nämlich 
die Verlängerung der Kurbel über A hinaus die Normale der Bahnkurve von A 
zur Zeit ¢ ist und die Senkrechte zur Abszissenachse im Punkte P die Normale 
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der Bahn des Gleitpunktes zur Zeit t darstellt, so ist der Drehpol ($, n) einfach 
der Schnittpunkt dieser beiden Normalen. Die feste Polkurve ist also sehr leicht 
zu zeichnen (s. die in Fig. 122 stark ausgezogene Kurve, welche den als feste Pol- 
kurve <ar Benutzung kommen- 
den Tel der Kurve sechsten 
Grades 4) darstellt); sie besteht 
aus zwei Zweigen mit einer zur 
y-Achse parallelen Asymptote. 
Die bewegliche Polkurve in ihrer 
Lage zur Zeit t=0 ist durch 
starke Punktierung angedeutet; 
sie hat in B, eine „Selbstberüh- 
rung“ und zwei durch diesen 
Punkt hindurchlaufende Asym- 
ptoten. Die Konstruktion dieser 
Kurve ist wieder sehr leicht; 
man schiebe die Stange AB aus 
ihrer zur Zeit zutreffenden Lage 
in die Anfangslage zurück und 
lasse das über AB stehende Drei- 
eck mit der Spitze (£, n) an der 
Verschiebung teilnehmen, wobei 
dann eben der Punkt (&, n) an 
die zugehörige Stelle (&,, 7.) ge- 
langt. Man wolle sich das Zu- l ES 
standekommen der Bewegung Fig. 192. 
durch Abrollen der beweglichen 

Polkurve auf der festen veranschaulichen. 

Sehr leicht ist es auch noch, den Wendekreis zu konstruieren. Da die Babn- 
kurre des Kurbelendpunktes A gegen den Pol ihre konvexe Seite kehrt, so liegt dieser 
Punkt ¿m Wendekreise, und die in Gleichung (11) S. 379 mit r, bezeichnete Strecke 
lagert von A aus auf der Kurbel bzw. ihrer Verlängerung über O. Da der Punkt 
A die Geschwindigkeit v= a hat und da der zugehörige Krümmungsradius 2=4 
ist, so folgt aus (11) S. 379 und der Ableitung der in (1) gegebenen Funktion 9: 


a 12 — a? sin? t 
mt I, 
J FE a cost 


Aus Fig. 122 aber liest man für 


die mit OC und BC bezeich- 
neten Strecken: 


OU = a cos t 
BO =y — a:sin:t 
ab. Die Projektion r,- cos t der 


Strecker, auf die »-Achse ist dem- 
nach auf Grund der Gleichung: 


(r, cos t): O0 = BC? 


elementar konstruierbar. Durch 
Zeichnung von r, gewinnt man 
im Endpunkte dieser Strecke 
einen Punkt des Wendekreises; 
zwei weitere Punkte dieses Kreises — 
sind der Pol (&,n) und der Gleit- Pig. 125, 


Fricke, Differential- u. Integralrechnung. I. 25 
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punkt B, durch den (wegen seiner geradlinigen Bahn) der Wendekreis beständig 
hindurchläuft. 

4) Man untersuche die Bewegung der Koppel bei einem überschlagenen Ge- 
lenkviereck (Kurbelmechanismus) mit gleichen Gegenseiten. — Dieser Mechanismus 
ist in Fig. 123 (s. B. 385) erläutert. Die beiden um O und OÖ’ drehbaren „Kurbeln“ 
OA und O'B sind einander gleich, und es sei OA == O'P = 2a; die „Koppel“ AB 
ist gleich dem Abstande OO’ der festen Punkte O und O’, und es werde AB=00 = 2e 
gesetzt. In der normalen Lage des Vierecks (0 ABO’) beschreibt jeder Punkt der 
Koppel und der mit ihr fest verbundenen Ebene einen Kreis des Radius 2a. Bei 
der zu untersuchenden überschlagenen Lage des Vierecks (0A’B’O') beschreibt 
der Mittelpunkt P’ der Koppel, falls, wie wir annehmen wollen, a <e ist, die 
schleifenförmige Kurve der Figur. 

In Fig. 124 sind O,A und 0,B die beiden Kurbeln, ihre Bewegungsrich- 
tungen sind durch Pfeile bei A und B angedeutet, die „Kurbelwinkel“ sind o, 


Fig. 1% 


und w, genannt; die Geschwindigkeit sei so geregelt, daß das arithmetische Mittel 
von œ, und œ, der Zeit proportional ist und also direkt als Zeitmaß dienen kann. 
Die halbe Differenz der Winkel œ, und œ, werde w genannt, so daß die Glei- 
chungen gelten: 


(5) o t ao=?t, 0, — 0 = 2t, o =t+ u, O, = t — U. 


Man bestätige auf Grund des Umstandes, daß das Viereck A0, BO, ein 
Antiparallelogramm ist, die verschiedenen in der Figur enthaltenen Angaben über 
die Winkelgrößen. Wie man aus dem Dreieck 40,0, abliest, gilt zwischen £ 
und « die Relation: 


(6) sin u = —sint. 
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Der zur Zeit & vorliegende Drehungswinkel 9 der Koppel AB gegen ‚die Anfangs- 
lage A,B, ist, wie Fig. 124 zeigt, gleich — 2u. Die Bewegung der mit der Koppel 
fest verbundenen Ebene ist dargestellt durch: 


Ai æ = + x, cos 2u + y sin 2u + 2a cos (t— u) — (2a —e) cos 2u — e, 
IN (de — Ty sin Zu -+ yy cos 2% + 2a sin (t—u) + (?a— e) sin 2u, 
so daß die Funktionen 9, %, # die Bedeutung haben: 

p(t) = 2a cos (t— u) — (?u— e) cos 2u — e, 

p(t) = 2a sin (t— u) + (2a—e sin 2u, 


BAER. 
S) = — 2u = — 2arcsin(, sin t). 
r- 


Man bestätige die Gleichungen (7), indem man aus ihnen für v, =2a + e, yy =0 
die kreisförmigen Bahnen der Punkte A, B ableitet. 

Als Hauptsatz gilt: Die beiden Polkurven sind zwei kongruente Hyperbeln der 
halben Hauptachse a und der Exzentrizität e, die sich zur Zeit t=0 in zwei 
Scheitelpunkten berühren. Die feste 
Hyperbel ist in Fig. 124 stark aus- en (m me) Be 


gezogen, die bewegliche in ihrer ARE Ben | 


Lage zur Zeit t punktiert gezeich- / 
net. — Man veranschauliche’ sich 
den Bewegungsvorgang daraufhin 
inseinem ganzen Verlaufe. Der Satz 
ist einleuchtend (s. Fig. 124), da die 
Verlängerung der Kurbeln AO, und 
OB den Drehpol C liefern und 


0,0—-0,0=2a, AC-BO=2a 
zutrifft. Man beweise den Satz auch 
auf Grund der Regeln (3) 8.373 
und (6) S. 374. Für die Winkelge- 


schwindigkeit und die Winkelbe- 
schleunigung gilt: 


. A 2a cost 
t (t) = — 24 = — —..—, 
e cosu 
5 2a esint— asinu a r aA 
EIS me - Fig. 198. 
$ Ga cos? u á 
hierauf gründen sich Entwicklungen über die Wende- und Wechselkreise. — Der 


Fall a >e werde durch Fig. 125 erläutert; man zeige, daß jetzt die beiden Pol- 
kurven zwei kongruente Ellipsen der halben großen Achse a und der Exzentrizität e 
sind, Wie gestalten sich die Verhältnisse im Falle a = e? 


?. Drehungen eines starren Körpers um einen Punkt. Bewegt sich 
ein starrer Körper im Raume derart, daß ein mit dem Körper fest ver- 
bundener Punkt beständig seine Lage behält, handelt es sich also um 
Drehungen um diesen Punkt, so wählt man den Punkt als Nullpunkt eines 
im Raume festen und eines zweiten mit dem Körper fest verbundenen 
Koordinatensystems. Daß beide Systeme zur Zeit =0 zusammenfallen 
sollen, wollen wir hier nicht fordern. 


25* 
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Zur Zeit t sei die Lage der beweglichen Achsen OX’, OY’, OZ’ gegen 
die festen OX, OY, OZ die in Fig. 126 angegebene. Die in „A. G.“ S. 97 f. 
entwickelten Formeln über Transformation rechtwinkliger Koordinaten 
geben uns dann unmittelbar die Darstellung der vorliegenden Bewegung. 
Ein Punkt des starren Körpers, der 
im beweglichen Systeme die Koordi- 
naten Zos Yo, Zo hat und also diese 
Koordinaten im fraglichen Systeme 
beständig behält, möge zur Zeit ¢ im 
festen Systeme die Koordinaten x, 
y, 2 haben. Dann gelten nach den 
x genannten Formeln der analytischen 
Geometrie drei lineare Gleichungen: 

[= hz o + aY F 0320, 
(1) 4y = bito + by + bso, 
Z = C Lo T Ca Yo F 320: 
Fr en. Weiß man, wie die Koeffizienten in 
(1) von £ abhängen, so hat man in 
(1) eine brauchbare Darstellung der Bewegung gewonnen. 

Um nun die Abhängigkeit der a,, ---,c, von ¢ darzustellen, voll- 
ziehen wir an der Hand der Fig. 126 den Übergang von den festen Achsen 
zur augenblicklichen Lage der beweglichen Achsen durch drei besondere 
Drehungen: eine erste um die Achse OZ durch den Winkel y, bis die 
Achse OX mit der „Knotenlinie“ OK zusammenfällt; eine zweite um 
die Knotenlinie OK durch den Winkel $, bis die Achse OZ ihre neue 
Lage OZ’ annimmt; eine dritte um OZ’ durch den Winkel g, welche 
die Linie OK nach der Lage OX’ verschiebt. Nach „A. G.“, S. 98, gelten 
dann die Gleichungen: 


a = + cos p cos y — sing sin Y cos%, 


M, = — sin p cos y — cos P sin Y cos Ò, 
a, = + sin y sin#, 

(2) Ibi = + cos ọ sin y + sing cos Ņ cos ®, 
b, = — sing sin y + cos p cos Ņ cos ®, 


b, = — cos y sin ĵ, 
& =singsin®, c, = coso sin®, C= cos®. 


Die Darstellung der Bewegung leisten wir, indem wir p, Y, & als Funk- 
tionen der Zeit t geben; wir setzen diese Funktionen mit ihren zur Be- 


7] Drehung eines starren Körpers um einen Punkt 389 


nutzung kommenden Ableitungen während des zugrunde liegenden Zeit- 
intervalles als eindeutig und stetig voraus. 
Bekanntlich bestehen die sechs aus (2) leicht folgenden Relationen: 


(3) a+ bèt e= l, aat bbt Ge O. 

Auf Grund von (3) ergibt die Lösung von (1) nach Zo, Yo; Zo: 

= ax + by tiz, 

Yo =AL + bsy + a2, 

Eo = a£ + by + 2. 

An Stelle von (3) können wir auch die folgenden sechs Relationen setzen: 
[a+ at a l, LEH btt b= l,o 

(bici + bres + b6 = 0, Cai F Callo + Cag = 0, +>. 


Endlich notieren wir noch die aus (2) leicht abzuleitenden Gleichungen : 


(4) 


(5) 


(6) he — b6 = as, C, ag — 190, = by, a,b — ab, = cz. 

Um nun den Bewegungsvorgang näher zu untersuchen, berechne 
man aus (1) durch Differentiation nach ? die Komponenten der Geschwin- 
digkeit des Punktes (x, y, z) zur Zeit t: 

å = å, Bo + Yo trägt, Y= b, o + beto + bst Z= tyto t e Yo + Ësžo. 
Man trage rechts die Ausdrücke (4) für &,, Yo 2, ein und gewinnt z. B. 
für x nach Ordnung der Glieder: 


= (a å, + a g Haziz) E + (by da + ba ir Hbst) yY + (C it F Cz ito + Cig) E, 


sowie ähnliche Ausdrücke für y und 2. Durch Differentiation der drei 
ersten Relationen (5) nach £ erhält man aber: 


ait + aaia + azi = Ü, bib, + baba + bbs = 0, 1., 
während die Differentiation der drei letzten Relationen (5) ergibt: 
bii Hbi tbis =— 6b — ib te 
Benutzen wir die drei Abkürzungen: 
| bit + bete + bsi = p, 
Gå + Gat + Gi = q, 


abit aeb t Qb = T, 


(1) 


so gewinnen, wie man leicht ausrechnet, die Komponenten der Geschwin- 
digkeit folgende einfache Gestalt: 
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ji = E 
(8) u un 2% — p3, 


Durch Differentiation der Ausdrücke (2) nach ż¿ findet man, falls zur 
Kürzung der Ergebnisse die Formeln (2) gleich selbst wieder herange- 
zogen werden: 


4-9 —botesind-d, åa pbp tesiny e, i= —b,0+0,sind-d, 
b =b pta pe cosy ð, = —b,P+a,b —1,c08V.9, b= +a,b—c,cosy-®, 
& =a p+singcos?-$, i=—eptceospeos? ð, L=—sind-P. 
Es ergibt sich demnach z. B. für p: 
p=—c b, — cz b, —0 b= (bi ca — ba 61) p — (a, C -H a C3 Hag 63) ip 
+atgra)eosw-$, 

wo sich die rechte Seite auf Grund der Relationen (5) und (6) sofort 

auf ap + cos y- ® reduziert. Durch Weiterführung der Rechnungen ge- 

langt man zu dem Ergebnis: Die Komponenten der Geschwindigkeit des 


Punktes (x, y,2) zur Zeit t sind durch (8) gegeben, wobei p, q, r als Funk- 
tionen der Zeit erklärt sind durch: 


(9) p=sinysind-p-+cosy-d, g=— cosy sind-g+sinp-d, r=cosd- pt. 


Die Gleichungen (8) liefern ein sehr anschauliches Bild über den 
augenblicklichen Geschwindigkeitszustand. Wir nehmen an, daß p, q,r 
nicht zugleich verschwinden. Wir ziehen 
ingr) alsdann, wie Fig. 127 andeutet, von O 
aus den Vektor u nach dem Punkte der 
Koordinaten p, q, r, zweitens gleichfalls 
von O aus den Vektor r nach dem 
Punkte (x, y, 2) und denken uns am 
letzteren Punkte, den Komponenten (8) 
entsprechend, den Geschwindigkeitsvek- 
tor v angebracht, ziehen aber auch gleich 
von O aus den zu v parallelen und gleichgerichteten Vektor, der in der 
Figur gleichfalls mit © bezeichnet ist und im Punkte (&, , 2) endet. 
Fs folgt nun zunächst aus (8): 


(10) pa+gytrz=0, zi + yy +ez=0, 


so daß der Vektor v sowohl auf u als auf rt senkrecht steht. Ergänzen wir 


Fig. 197. 
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die drei von O ausziehenden Vektoren durch Verbindung ihrer Endpunkte 
zu einem Tetraeder, so ist das Volumen T desselben nach „A.G.“, 5.110, 
gegeben durch: 

+6T = g(qga—ry) + yer2— pe) + 3(py— ga), 
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem die Vektoren 1, r, v 
in dieser Anordnung ein „Rechtssystem“ oder ein „Linkssystem“ bilden 


(s. „A. G.“, 5.91). Aber zufolge (8) gilt: 

+7 =2 4 PH i = |v o, 
unter v den Betrag des Vektors v verstanden. Die drei Vektoren bilden 
also in der angegebenen Anordnung ein „Rechtssystem“. 


Ist R der senkrechte Abstand des Punktes (x, y, z) vom Vektor u, 
so können wir das sechsfache Tetraedervolumen auch in der Gestalt: 


6T7T= ul R.v 
darstellen. Die Gleichsetzung beider Ausdrücke von 67 gibt: 
(11) v=|u|-R. 


Die Geschwindigkeit v ist demnach zum Abstande R des Punktes (x, y, 2) 
vom Vektor u proportional, und ihre Richtung verläuft senkrecht zur Ebene, 
die durch u und (x, y, 2) festgelegt ist, und zwar in der Art, daß die durch 
v angezeigte Drehung um u, vereint mit der Fortschrittsrichtung u, eine 
„Rechtsschraube“ bildet. Der Geschwindigkeitszustand zur Zeit £ ist also 
der, daß der starre Körper im Augenblicke t eine Drehung der „Winkel- 
geschwindigkeit“: 

(12) u= |u| =+ VP+ rt 

um die Achse u im angegebenen Sinne ausführt. Die durch u gegebene 
Gerade entspricht dem augenblicklichen Drehpole (£, y) der ebenen Be- 
wegung und heißt die „augenblickliche Drehachse“ oder „Geschwindigkeits- 
achse“ zur Zeit é. Der Vektor u legt nicht nur diese Drehachse fest, sondern 
liefert auch durch seine Länge und Pfeilrichtung die „Winkelgeschwindig- 
keit“ und den „Drehsinn“. 

Da o, y und # als Funktionen der Zeit als bekannt gelten, so geben 
die Gleichungen (9) auch p, q,” als Funktionen von f. Diese drei Glei- 
chungen stellen demnach diejenige Raumkurve dar, die im Laufe der Zeit 
vom Endpunkte des Vektors u im festen Koordinatensysteme beschrieben 
wird. Die Vektoren u selbst bilden dabei einen Kegel mit O als Spitze, 
welcher der „Weg der Geschwindigkeitsachsen“ oder der „instantanen Dreh- 
achsen“ heißt oder auch kurz der „feste Polkegel“ genannt werden möge. 
Der Punkt (p,q, r) hat zufolge (4) im beweglichen Systeme die Koordinaten: 


P= apong tA, Q= PH bg Her, ra= ip + bsg H er, 
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welche unter Eintragung der Ausdrücke (2) und (9) die Gestalten: 

(13) m=sinpsin®-Ņ} -+cosp: P, q= eos psind-d—sinp-®, n=p Heos? y} 
annehmen. Diese Gleichungen stellen im bewegten Koordinatensysteme 
eine Raumkurve, die Kurve der Endpunkte des Vektors u, dar und liefern 
damit einen Kegel der Spitze O, welcher als der „Weg der Geschwindig- 
keitsachse“ im bewegten Koordinatensysteme oder kurz als der „bewegliche 
Polkegel“ bezeichnet wird. 

Beide Kegel haben zur Zeit ¿ den Vektor u als gemeinsame Mantel- 
linie. Um ihre Beziehung genauer festzustellen, differenzieren wir die 
eben für Pa, 9, 7o angegebenen Gleichungen nach £: 

D= ap + bg tart ap ba +r, 

Da nun å, b, ĉ die Geschwindigkeitskomponenten des im beweglichen 
Systeme bei zo =1, Yo =Q, 2,=0 gelegenen Punktes zur Zeit t sind und 
die Richtung dieser Geschwindigkeit gegen u einen Richtungsunterschied 


5 bildet, so ist: 

ap+ba+tür=0, 
und man findet durch Fortsetzung der Überlegung: 
(14) Pmaprbgaten =a pt bgt, I—aPptbgtes. 
Die Ableitungen p, ġ, 7 erfahren also beim Übergange zum beweglichen 
Systeme dieselben Transformationen in die Po, Qos Yo wie die Koordinaten 


p, 9, r selbst. Mit Benutzung der Relationen (5) können wir hieraus noch 
den Schluß ziehen: 
(15) D+ + ho =p -+ 4& + r? 

Geometrisch sind diese Ergebnisse so zu deuten, daß die beiden Kurven 
(9) und (13), die wir als „feste“ bzw. „bewegliche Polkurve“ bezeichnen 
wollen, und die unsere beiden aus den Vektoren u aufgebauten Kegel 
beranden, zur Zeit ¿ in ihrem gemeinsamen Punkte, dem Endpunkte des 
Vektors u, gleiche Tangenten haben: Die beiden Polkegel „berühren“ sich 
demnach zur Zeit t längs des Vektors u. Im mechanischen Sinne sind 
D, q, t die Komponenten der Geschwindigkeit, mit der der Endpunkt des 
Vektors u auf dem festen Kegel fortschreitet. Sie ist gleich und gleich- 
gerichtet mit der Geschwindigkeit, mit der der Vektorendpunkt auf dem 
beweglichen Polkegel voranschreitet. Damit haben wir das einfachste 
Bild der Bewegung gewonnen: Die Bewegung des starren Körpers um den 
festbleibenden Punkt O vollzieht sich in der Weise, daß der bewegliche, mit 
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dem starren Körper festverbundene Polkegel ohne Gleitung auf dem festen 
Polkegel abrollt. 
Als Beispiel betrachten wir die mit den Konstanten m, n, € durch: 


p= mt, p = nt, =: 
dargestellte Bewegung, welche als „allgemeine Zykloidenbeweaung“ oder 
D j D D? A ? g k Yy v g 
„reguläre Präzession“ bezeichnet wird. Die feste Polkurve hat hier die 
Gleichungen: 
p = m sin è» sin nt, q = — m sin £ - cos nt, r= m cos E +n, 
die bewegliche aber: 


P= nsin z- sinmi,  qọ™= nsin €: cos mé, ro= n cos e+ m. 


Die beiden Polkegel sind also einfach 
zwei gerade Kreiskegel, berandet durch 
zwei kreisförmige Polkurven. Fig. 128 
erläutert den Fall 


m>0, n<0, mcose> nj, 


woraus leicht r> r > 0 folgt. Der 
bewegliche Polkegel rollt in der in 
der Figur angegebenen Richtung im 
Innern des festen ab, und man hat 
die sogenannte „Hypozykloidenbewe- 
gung“ vor sich. 

Aufgaben: 1) Man zeige beim eben betrachteten Beispiele das Zutreffen 
folgender Regeln zur Konstruktion der Kegelachsen: Man markiere auf der z- 
Achse den Punkt A der Koordinate zn 
und auf der unter dem Winkel è gegen die 
Achse OZ geneigten Achse OZ, den Punkt 
B der Koordinate z, = m (s. Fig. 129). Die 
Diagonale OE des Parallelogramms OAEB 
liefert den Vektor u, und dessen Projek- 
tionen auf die beiden Achsen OZ und OZ, 
ergeben die Kegelachsen OC und OD. 

2) Fig. 129 bezieht sich auf den vorhin 
betrachteten Fall m > 0, n<(0. Man unter- 
suche etwa unter der Annahme eines spitzen 
Winkels s auch die übrigen Zeichenkombi- 
nationen der Größen m und n und verfolge Al; 
die Bewegung in den einzelnen Fällen. u ig, 139 


Fig. 128. 


8. -Bewegung eines starren Körpers im Raume. Um endlich auch 
noch auf die allgemeinste stetige Bewegung eines starren Körpers im 
Raume einzugehen, wählen wir wieder ein im Raume festes und ein mit 
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dem starren Körper fest verbundenes Koordinatensystem und behalten 
alle Bezeichnungen des vorigen Paragraphen bei. Auch hier sehen wir 
von der Forderung ab, daß beide Systeme etwa zur Zeit 2=0 zusammen- 
fallen. 

An Stelle der Gleichungen (1) 8.388 treten jetzt die folgenden: 


T = Qo F Ay To F haUo F Ay2y, 
(1) Eee 
£ = C F G o + Ca Yo F Cso. 
Die Darstellung der Bewegung wird dadurch erzielt, daß man a,, bos & 
als Funktionen der Zeit gibt und die neun übrigen Koeffizienten nach 
(2) 8. 388 vermittelst der o (t), Y (À, #(t) als Funktionen von ? darstellt. 
Die Relationen (3), (5) und (6) 8.389 bleiben erhalten, an Stelle von 
(4) aber tritt: 
Ly = a, (£ — ao) + b, (y — bo) + G (£ — 6), 
(2) BT 
Zo = 4,(2—a,) + bs (y — b) + (2 io). 
Als Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes (æ, y, 2) zur 
Zeit ¢ ergeben sich aus (1): 


b = i H Å, To + Yo + isto Y= bo tbtt n =i Hitte 


Setzt man rechter Hand die Ausdrücke (2) für z,, Yo 2, ein und zieht die 
in (7) 8.389 gegebenen Abkürzungen p, q,r wieder heran, so folgt: 


K a 
(3) Y= rg —p2+m, 
z = — q2 +pV +n, 


wo l, m, n die Bedeutung haben: 
l= i t rg, m= b — rnt Po, n = & + qa — pb, 


und die Komponenten der Geschwindigkeit desjenigen Punktes darstellen, 
der im betrachteten Augenblicke sich im Nullpunkte O des festen 
Systemes befindet. Das Quadrat der Geschwindigkeit v des Punktes 
(£, y, 2) zur Zeit t bestimmt sich demnach zu: 


(4) v= (—ryt+ qe +O + (re pe +m} + (qa +py tny. 
Wir fragen nun, für welchen Punkt (x, y, 2) bzw. für welche Punkte 


die Geschwindigkeit -zur Zeit ¿ am kleinsten ist, und welches das Mini- 
mum von v, das wir etwa v, nennen wollen, ist. Nach S. 258 haben wir 
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die drei partiellen Ableitungen des in (4) rechts stehenden Ausdrucks 

nach z, y und 2 gleich O zu setzen. Dies ergibt die drei Gleichungen: 
+r(re—pe+m) — gl-qar +py+n)=0, 
—r(=ry+ gs +1) +p(~42+py +n) = 0, 
+qal(—ry +g +!)— p re—pz+m)= 0, 

von denen jede eine Folge der beiden anderen ist; wir können sie durch 

die dreigliedrige, eine Gerade darstellende Gleichung ersetzen: 

(5) E DEE aA 

NE F. p q r 

Setzen wir für irgend einen Punkt dieser Geraden den gemeinsamen Wert 


der drei Brüche (5) gleich o: 
| —ry+gz + l=6p, 


(6) ra — pz? + m=6q, 

jari aa +n =r, 
so folgt durch Multiplikation dieser Gleichungen mit p, q, r und Addition: 
0) Ip + mg + nr = o(p g+ t’), 


so daß ø, als von den %, y, z unabhängig, längs der ganzen Geraden einen 
und denselben Wert hat. Aus (6) ergibt sich demnach, wenn (é, y, £) 
irgend ein Punkt der Geraden ist, das Bestehen der Gleichungen: 


ry+gz=—rntab, re—pz=r%—p$, . —qgx+py=—45+ pn 
für alle Punkte der Geraden. Sie geben, in: 


va yon T AE 


(8) i E r 
umgerechnet, eine neue Darstellung der Geraden, von der wir demnach er- 
kennen, daß ihre Richtungskosinus zu p,q, r proportional sind. Ziehen wir 
wieder den S. 390 eingeführten Vektor u des Betrages u =V +r 


und der Richtungskosinus 2, 1, L heran, der also vom Nullpunkte O 


nach dem Punkte der Koordinaten z = p, y = q, # =r läuft, so können 
wir auch sagen, die Gerade (5) aller Punkte (x, y, 2) mit der Minimalge- 
schwindigkeit v, sei dem Vektor u parallel. Es stehen übrigens in (6) 
links die Komponenten &,y,2 der Geschwindigkeit des Geradenpunktes 


Kt 5 . z 5 
( 4%, 2): 2=0p, y = 6q, 2 = 0r, 


woraus wir einmal entnehmen, daß v, dem Vektor u gleichgerichtet oder 
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entgegengesetzt gerichtet ist, je nachdem 6 positiv oder negativ ist, und 
andererseits mit Benutzung von (7) den Schluß ziehen: 


(Ip 4+ mq -+ nr)! 

PHSF O 
Zusammenfassend merken wir das Resultat an: Die Punkte der dem 
Vektor u parallel laufenden Geraden (5) bzw. (8) haben zur Zeit t die 
minimale Geschwindigkeit v,; sie ist für alle Punkte der Geraden die gleiche 
und hat selbst die Richtung der Geraden. Wenn wir übrigens fortan v, 
nicht absolut nehmen, sondern durch: 


(= 0°(p°+ + r’) =. 


9 _ Irrmartnr 

2 aT ypFeF” 

geben, so wird durch das positive Zeichen von v, angezeigt, daß v, die 
gleiche Richtung wie u hat, durch das negative Zeichen aber, daß entgegen- 
gesetzte Richtungen von v, und u vorliegen. Wir wollen auch die Minimal- 
geschwindigkeit v, nach Größe und Richtung durch einen Vektor v, dar- 
stellen, den wir im Punkte (£, y, £) angebracht denken, und der natürlich 
auf der Qeraden (5) gelegen ist. Zur weiteren Benutzung merken wir 
dann noch die Gleichungen an: 


10) ale et, =, 


und notieren, da die Gleichungen (6) insbesondere für (E, y, £) gelten, als 
Darstellungen der l, m, n: 


EE +Hrn—at+p, 


(a1) Im=—ri +pt+a", 


n-+g-p tra 


` u 


Wir kehren jetzt zu einem beliebigen Raumpunkte (x, y, z) zurück, 
dessen Geschwindigkeitskomponenten (3) zur Zeit £ unter Benutzung der 
eben angegebenen Ausdrücke für l, m, n so geschrieben werden können: 


t= — r(y—n) + Te) + o P 


j = + r(2—$) TEE eA 


ż = — ga) + p(y—n) Itii 
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Jede dieser Komponenten läßt sich demnach aus zweiSummanden aufbauen: 
(12) t= + iy, Y = J + Has b= h t iy 
wobei die ersten Summanden &,, %,, Z, durch: 

. - - r 
(13) =v: E, W Bez DIE 
gegeben sind, während die &,, Y3, 2, die Gestalt haben: 
En —r(y—n) +g- 8), 
Bere —ple= $), 
ŝa = —g(s— E) + ply — n). 
Die &,, %,, 2, sind einfach die Komponenten des Vektors v,, während 
die ža, Y} 2, die Komponenten sind, wie sie bei einer reinen Drehung 
der Winkelgeschwindigkeit u = |u| bzw. des Vektors u um die Gerade (5) 
auftreten (s. (8) 8.390). Durch Zusammensetzung der Translation des Ge- 
schwindigkeitsvektors v, parallel zur Geraden (5) und der Drehung vom 
Vektor u um dieselbe Gerade gewiunt man eine „Schraubenbewegung“ um 
diese Gerade als „Schraubenachse“. Damit ist der folgende Satz gewonnen: 
Der Geschwindigkeitszustand des starren Körpers zur Zeit t ist so beschaffen, 
als führe der Körper um die „Schraubenachse“ (5) eine „Schraubenbewegung“ 
aus, wobei die Achse selbst mit der nach Größe und Richtung durch v, dar- 
gestellten Geschwindigkeit in sich verschoben wird, und der Körper sich zu- 
gleich um die Schraubenachse mit der durch u nach Größe und Drehungs- 
sinn gegebenen Winkelgeschwindigkeit dreht. Ist u, = 0, so handelt es sich 
um eine reine Drehung; hierfür ist also die Gleichung: 

ptmg+nr=0 

charakteristisch. Ist u — 0, so liegt eine reine Translation vor. Je nach- 
dem (Ip +mq-+ nr) positiv oder negativ ist, sind die beiden Vektoren 
u und v, gleich oder entgegengesetzt gerichtet; im ersten Falle haben 
wir eine „rechtsgängige“ Schraubenbewegung, im zweiten Falle liegt 
eine „linksgängige“ vor. 

Die weitere Beschreibung der Bewegung des starren Körpers deuten 
wir nur noch kurz an. Wir wählen zunächst als besonderen Punkt (ë, n, £) 
auf der Schraubenachse etwa den Fußpunkt des Lotes vom festen Null- 
punkte auf die Achse, der also durch die Ebene px + qy + rz = 0 auf 
der Achse ausgeschnitten wird. Da man durch Elimination von 6 aus je 
zwei Gleichungen (6): 

u — p(ps + qy +r) = nq — mr, 
u*y — q (pe +gy+rz)= lr — np, 
wz — r(pe + qy +r) =mp — lg 


(14) 
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als eine Art der Darstellung der Schraubenachse ableitet, so ist der frag- 
liche Punkt dieser Achse gegeben dureh: 


(15) £ 


An Stelle von (8) können wir dann die Schraubenachse mittelst eines 
Parameters t durch die drei Gleichungen geben: 
æ= E + tP, y=) + tq, s= + rr. 

Indem wir aber £, n, &,p, q, r als Funktionen von t auffassen, erhalten 
wir in: 
16) =E) +r pt), y=n@) +r al), z=) +r rë) 
die dem allgemeinen Ansatze (8) S. 323 sich unterordnende Darstellung 
einer „Fläche“ mittelst zweier Parameter é und z, einer Fläche, die aus 
den gesamten Geraden besteht, welche im Laufe der Zeit Schraubenachsen 
werden; wir nennen diese Fläche den „Weg der Schraubenachsen“ im festen 
Koordinatensysteme oder kurz die „feste Achsenfläche“. Entsprechend liefern 
die Schraubenachsen in dem mit dem Körper beweglichen Systeme die 
„bewegliche Achsenfläche“. 

Das Bild der Bewegung des starren Körpers aber ist dann das folgende: 
Die bewegliche Achsenfläche berührt die feste in jedem Augenblicke t längs 
der zu diesem t gehörenden Schraubenachse; die bewegliche Fläche rollt 
längs der festen ab unter gleichzeitig eintretender Gleitung längs der be- 
rührenden Geraden. 

Als Beispiel betrachten wir die durch: 


ng — mr Ir —n» + _ mp—lq 
nz U go A wo ma u 


= e cos Àt, o= esni &=0, o=ut, Yy=ÄAl, 9: 
dargestellte Bewegung, unter e, A, u und e Konstante verstanden. Man 
berechnet leicht: 
p= usins-sinÄt, g=— usine-cosit, r= + u cose, 
l = eu cos e- sin At, m = — eu cos £: cos At, n = — eu sine 


und findet für die beiden Geschwindigkeiten u und v: 


— elu sin £ 


=V 4+ 24 ? =. 
u =V% 4 21u cose + us, ©, Fr 
Bei der Berechnung der Schraubenachse erscheint es zweckmäßig, die 
beiden Abkürzungen einzuführen: 
e(Aw cos e + u’) e(2? -+ 2 u cos £) , 
MFH Ihn coss tut 9 1 2ipcoe te 4 
Man findet dann nämlich aus (15) im festen Systeme für die allgemein 
mit £, 7, & bezeichneten Koordinaten: 
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g=acosit, n=asin kt, Bel 


und leitet daraus weiter vermöge der Transformationsformeln (2) als Ko- 
ordinaten des Punktes (é, n, £) im beweglichen Systeme ab: 


t = a cos ut, o= — «sinut, a= 0, 


während sich die Komponenten des Vektors u nach den Achsen des be- 
weglichen Systems zu: 


Pa™ A sin e- sin ut, qdo = 4 sin €- cos ut, ro= cose +u 
berechnen. Die feste Achsenfläche hat die Gleichungen: 


Fa At+r-usine-sin At, 


(17) y=asinAt—r-usine-cosÄt, 
p = t(l + u cos è), 
die bewegliche Achsenfläche aber wird dargestellt durch: 
%= Wcosut+r-Asine-sinut, 
(18) Me a sin & cos ul, 


Zo= t(Acose+u). 


Um die Ergebnisse der Elimination von ¢ und r aus (17) und ebenso aus 
(18) kurz schreiben zu können, erklären wir neben den Konstanten a 
und @=e-— a noch die Abkürzung: 


a(d-+ p cos 8) = a(dcose+k) € _ (A+ p cos £) (A cos e+ u) 
usine A sin e = sing A 21u cose +u’ 


Dann ergeben sich als Gleichungen der beiden Achsenflächen: 


cr SE 1 L Hy? 2? 


= = 
7 = á 


až c? 2 (e—a)? ca 2 


so daß wir mit zwei „Rotationshyperboloiden“ zu tun haben. Es handelt 
sich hierbei um einen in der Kinematik sehr bekannten, in der Theorie 
der Zahnräder verwendungsfähigen Bewegungsvorgang. 
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